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Para responder a la gentil deferencia que han tenido con 
esta obra los Profesores y Alumnos de la América Latina, 
hemos introducido, en la presente edición, una serie de mejoras 
que tienden a que este libro sea más eficaz e interesante. 

Hemos procurado que la presentación constituya фот si 
sola una poderosa fuente de motivación para el trabajo esco- 
lar. El contenido ha sido cuidadosamente revisado y se han 
introducido diversos cuadros y tablas para un aprendizaje más 
vital y efectivo. El uso del color, en su doble aspecto estético 
y funcional, hacen de esta obra, sin lugar a dudas, el Algebra 
más pedagógica y novedosa de las publicadas hasta hoy en 
idioma espanol. 

Los Editores han estimado oportuno introducir algunos ana- 
didos que contribuyan a completar el contenidode los programas 
vigentes. Tales anadidos son, para enumerar sólo algunos, las 
Notas sobre el Concepto de Número; Nota sobre las cantidades 
complejas e imaginarias y el Cuadro de los Tipos Básicos de 
Descomposición Factorial. 

Esperamos que el Profesorado de Hispanocmérica sepa aqui- 
latar el ingente esfuerzo rendido por todos los técnicos que 
han intervenido en la confección de esta obra. Sólo nos queda 
reiterar nuestro más profundo agradecimiento por la acogida 
que le han dispensado siempre. 


Los EDITORES 


© ALGEBRA es la rama de la Matemática que estudia la cantidad consi- 
derada del modo más general posible. 


CARACTER DEL ALGEBRA Y SU DIFERENCIA 

CON LA ARITMETICA 

El concepto de la cantidad en Algebra es mucho más amplio que en 
Aritmética. 

En Aritmética las cantidades se representan por números y éstos €x- 
presan valores determinados. Así, 20 expresa un solo valor: veinte; para 
expresar un valor mayor o menor que éste habrá que escribir un número 
distinto de 20. 

En Algebra, para lograr la generalización, las cantidades se represen- 
tan por medio de letras, las cuales pueden representar todos los valores. 
Así, a representa el valor que nosotros le asignemos, y por tanto puede re- 
presentar 20 o más de 20 o menos de 20, a nuestra elección, aunque con- 
viene advertir que cuando en un problema asignamos a una letra un valor 
determinado, esa letra no puede representar, en el mismo problema, otro 
valor distinto del que le hemos asignado. 


NOTACION ALGEBRAICA 
Los símbolos usados en Algebra para representar las cantidades son los 
nümeros y las letras. 


6 O АВЛА 


Los nümeros se emplean para representar cantidades conocidas y de- 
términadas. 

Las letras se emplean para representar toda clase de cantidades, ya 
sean conocidas o desconocidas. 

Las cantidades conocidas se expresan por las primeras letras del alfa- 
beto: a, b, c, d... 

Las cantidades desconocidas se representan por las ültimas letras del 
alfabeto: u, v, w, x, y, z. 

Una misma letra puede representar distintos valores diferenciándolos 
por medio de comillas; por ejemplo: a”, a”, а“, que se leen a prima, a se- 
gunda, a tercera, o también por medio de subíndices; por ejemplo: ац, аз, 
аз, que se leen a subuno, a subdos, a subtres. 


(9) FORMULAS 

Consecuencia de la generalización que implica la representación de 
las cantidades por medio de letras son las fórmulas algebraicas. 

Fórmula algebraica es la representación, por medio de letras, de una 
regla o de un principio general. 

Así, la Geometría ensefia que el área de un rectángulo es 
igual al producto de su base por su altura; luego, llamando 4 
al área del rectángulo, b a la base y h a la altura, la fórmula 


representará de un modo general'el área de 
cualquier rectángulo, pues el área de un rec- 
tángulo dado se obtendrá con sólo sustituir 
b y h en la fórmula anterior por sus valores 
en el caso dado. Así, si la base de un rec- 
tángulo es 3 m. y su altura 2 m., su área será: g 


El área de otro rectángulo cuya  A=bxh=8 m.x3j m.=28 m.?. (1) 


base fuera 8 m. y su altura 34 m. sería: 


SIGNOS DEL ALGEBRA 


Los signos empleados en Algebra son de tres clases: Signos de Ope- 
ración, Signos de Relación y Signos de Agrupación. 


SIGNOS DE OPERACION 

En Algebra se verifican con las cantidades las mismas operaciones que 
en Aritmética: Suma, Resta, Multiplicación, División, Elévación a Poten- 
cias y Extracción de Raíces, que se indican con los signos siguientes: 

El Signo de la Suma es +, que se lee más. Así и + Б se lee "a más b". 


(1) En el Cap. ХУШ, página 270, se estudia ampliamente todo Jo relacionado con las 
fórmulas algebraicas. 
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El Signo de la Resta es —, que se lee menos. Así, a — b se lee “a me- 
nos b”. 

El Signo de la Multiplicación es X, que se lee multiplicado por. Así, 
ах b se lee “a multiplicado por b". 

En lugar del signo X suele emplearse un punto entre los factores y 
también se indica la multiplicación colocando los factores entre paréntesis. 
Así, a.b y (a)(b) equivalen a a X b. 

Entre factores literales o entre un factor numérico y uno literal el 
signo de multiplicacion suele omitirse. Así abc equivale a aX b X c; 5xy 
equivale a 5 X x X y. 

El Signo de la División es +, que se lee dividido entre. Así, a+b se 
lee “a dividido entre b". También se indica la división separando el di- 


videndo y el divisor por una raya horizontal. Así, = equivale a m +n. 


El Signo de la Elevación a Potencia es el exponente, 
que es un nümero pequefio colocado arriba y a la de- а= ааа; b* = bbbbb. 
гесһа de una cantidad, el cual indica las veces que dicha ртт руа: 
cantidad, llamada base, se toma como factor. Así, 


Cuando una letra no tiene exponente, su exponente es la unidad. 
Así, a equivale a at; mnx equivale a min!x!, 

El Signo de Raíz es У, llamado signo radical, y bajo este signo se co- 
loca la cantidad a la cual se le extrae la raíz. Así, Уа equivale a raíz cua- 
drada de a, o sea, la cantidad que elevada al cuadrado reproduce la can- 
tidad a; V b equivale а raíz cúbica de b, o sea la cantidad que elevada 
al cubo reproduce la cantidad b. 


COEFICIENTE 


En el producto de dos factores, cualquiera de los factores es llamado 
coeficiente del otro factor. 

Así, en el producto 3a el factor 3 es coeficiente del factor a e indica 
que el factor a se toma como sumando tres veces, o sea 3a —a--a-c a; en 
el producto 5b, el factor 5 es coeficiente de b e indica que 5b=b+b--b+b+b. 
Estos son coeficientes numéricos. 

En el producto ab, el factor a es coeficiente del factor b, e indica que 
el factor b se toma como sumando a veces, o sea ab=b+b+b+b...a 
veces. Este es un coeficiente literal. 

En el producto de más de dos factores, uno o varios de ellos son el 
coeficiente de los restantes. Así, en el producto abcd, a es el coeficiente 
de bcd; ab es el coeficiente de cd; abc es el coeficiente de d. 

Cuando una cantidad no tiene coeficiente numérico, su coeficiente 
es la unidad. Así, b equivale а 1b; abc equivale а labc. 
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(в) ямо DE RELACION 
Se emplean estos signos para indicar la relación que existe entre dos 
cantidades. Los principales son: 


=, que se lee igual a. Así, а= b se lee “a igual a b”. 
>, que se lee mayor que. Así, x+y>m se lee “х + y mayor que m". 
<, que se lee menor que. Así, a « b -- c se lee "a menor que b+c”. 


SIGNOS DE AGRUPACION 

Los signos de agrupación son: el paréntesis ordinario ( ), е1 parénte- 
sis angular o corchete [ ], las llaves | | y la barrao vínculo 

Estos signos indican que la operación colocada entre ellos debe efec- 
tuarse primero. Así, (a+ b)c indica que el resultado de la suma de a y b 
debe multiplicarse por c; [a — b]m indica que la diferencia entre a y b debe 
multiplicarse por m; {a+ b) = {с – d | indica que la suma de a y b debe di- 
vidirse entre la diferencia de c y d. 


(10) моро DE RESOLVER LOS PROBLEMAS 

EN ARITMETICA Y EN ALGEBRA 

Exponemos a continuación un ejemplo para hacer notar la difeiencia 
entre el método aritmético y el algebraico en la resolución de problemas, 
fundado este ültimo en la notación algebraica y en la generalización que 
ésta implica. 

Las edades de A y B suman 48 años. Si la edad de B es 5 veces la 
edad de A, ¿qué edad tiene cada uno? 


METODO ARITMETICO 
Edad de A más edad de B = 48 años. 
Como la edad de B es 5 veces la de A, tendremos: 
Edad de A más 5 veces la edad de A=48 años. 
O sea, 6 veces la edad de A = 48 años; 


METODO ALGEBRAICO 
Como la edad de A es una cantidad desconocida la represento por х. 
Sea x- edad de A. 
Entonces 5х = edad de B. 
Como ambas edades suman 48 años, tendremos: 
x+5x=48 años; 
O sea, 6x =48 años. 


CANTIDADES POSITIVAS Y NEGATI VAS ө 9 


Si 6 veces x equivale a 48 años, x valdrá la sexta parte de 48 años, 


о sea 
Entonces 


(11) CANTIDADES POSITIVAS Y NEGATIVAS 


En Algebra, cuando se estudian cantidades que pueden tomarse en 
dos sentidos opuestos o que son de condición o de modo de ser opuestos, 
se expresa el sentido, condición o modo de ser (valor relativo) de la canti- 
dad por medio de los signos + y —, anteponiendo е1 signo + a las cantida- 
des tomadas en un sentido determinado (cantidades positivas) y anteponien- 
do el signo — a las cantidades tomadas en sentido opuesto al anterior (can- 
tidades negativas). 

Así, el haber se designa con el signo + y las deudas con el signo —. 
Para expresar que una persona tiene $100 de haber, diremos que tiene 
+ $100, y para expresar que debe $100, diremos que tiene — $100. 

Los grados sobre cero del termómetro se designan con el signo + y 
los grados bajo cero con el signo —. Así, para indicar que el termómetro 
marca 10° sobre cero escribiremos + 10° y para indicar que marca 8? bajo 
cero escribiremos — 8? 

El camino recorrido a la derecha o hacia arriba de un punto se desig- 
na con el signo + y el camino recorrido a la izquierda o hacia abajo de 
un punto se representa con el signo —. Así, si hemos recorrido 200 m. 
a la derecha de un punto dado, diremos que hemos recorrido 4-200 m., 
y si recorremos 300 m. a la izquierda de un punto escribiremos —300 m. 

El tiempo transcurrido después de Cristo se considera positivo y el 
tiempo transcurrido antes de Cristo, negativo. Así, + 150 años significa 
150 años D. C. y — 78 años significa 78 años A. C. 

En un poste introducido en el suelo, representamos con el signo + la 
porción que se halla del suelo hacia arriba y con el signo — la porción que 
se halla del suelo hacia abajo. Así, para expresar que la longitud del pos- 
te que se halla del suelo hacia arriba mide 15 m., escribiremos +15 m., 
y si la porción introducida en el suelo es de 8 m., escribiremos —8 m. 

La latitud norte se designa con el signo + y la latitud sur con el sig- 
no —; la longitud este se considera positiva y la longitud oeste, negativa. 
Por lo tanto, un punto de la Tierra cuya situación geográfica sea: + 45° 
de longitud y — 15? de latitud se hallará a 45° al este del primer meridia- 
no y a 15? bajo el Ecuador. 


ELECCION DEL SENTIDO POSITIVO 
La fijación del sentido positivo en cantidades que pueden tomarse en 
dos sentidos opuestos es arbitraria, depende de nuestra voluntad; es decir, 
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que podemos tomar como sentido positivo el que queramos; pero una vez 
fijado el sentido positivo, el sentido opuesto a éste será el negativo. 

Así, si tomamos como sentido positivo el camino recorrido a la dere- 
cha de un punto, el camino recorrido a la izquierda de ese punto será 
negativo, pero nada nos impide tomar como positivo el camino recorrido 
a la izquierda del punto y entonces el camino recorrido a la derecha del 
punto sería negativo. 

Así, si sobre el segmento .4B tomamos como positivo el sentido de 4 
hacia B, el sentido de 
B hacia А sería nega- + + 
tivo, pero si fijamos ———— ————- 
como sentido positivo 4——— — — — —B 4 
de B hacia А, el senti- - - 
do de А hacia B sería --- шин 
negativo. 

No obstante, en la práctica se aceptan generalmente los sentidos posi- 
tivos de que se trató en el número anterior. 


CERO es la ausencia de cantidad. Así, representar el estado económi- 

co de una persona por 0 equivale a decir que no tiene haber ni deudas. 

Las cantidades positivas son mayores que 0 y las negativas menores 
que 0. Así, +3 es una cantidad que es tres unidades mayor que 0; +5 es 
una cantidad que es cinco unidades mayor que 0, mientras que —3 es una 
cantidad que es tres unidades menor que 0 y —5 es una cantidad que es 
cinco unidades menor que 0. 

De dos cantidades positivas, es mayor la de mayor valor absoluto; así, 
+5 es mayor que 4-3, mientras que de dos cantidades negativas es mayor 
la de menor valor absoluto: —3 es mayor que —5; —9 es menor que — 4. 


EJERCICIOS SOBRE CANTIDADES POSITIVAS 
Y NEGATIVAS 


1) Un hombre cobra $130. Paga una deuda de $80 y luego hace com- 
pras por valor de $95. ¿Cuánto tiene? 

'Teniendo $130, pagó $80; luego, se quedó con $50. Después hace un 
gasto de $95 y como sólo tiene $50 incurre en una deuda de $45. Por lo 
tanto, tiene actualmente — $45. К. 


Æ- EJERCICIO 1 


1. Pedro debía 60 bolívares y recibió 320. Expresar su estado económico. 


2. Un hombre que tenía 1170 sucres hizo una compra por valor de 1515. 
Expresar su estado económico. 


3. Tenía $200. Cobré $56 y pagué deudas por $189. ¿Cuánto tengo? 


de 
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Compro ropas por valor de 665 soles y alimentos por 1178. Si después 
recibo 2280, ¿cuál es mi estado económico? 

Tenía $20. Pagué $15 que debía, después cobré $40 y luego hice gastos 
por $75. ¿Cuánto tengo? 

Enrique hace una compra por $67; después recibe $72; luego hace otra 
compra por $16 y después recibe $2. Expresar su estado económico. 
Después de recibir 200 colones hago tres gastos por 78, 81 y 93. Recibo 
entonces 41 y luego hago un nuevo gasto por 59. ;Cuánto tengo? 
Pedro tenía tres deudas de $45, $66 y $79 respectivamente. Entonces 
recibe $200 y hace un gasto de $10. ;Cuánto tiene? 


2) A las 6 a. m. el termómetro marca — 4°, А las 9 a. m. ha subido 


7° y desde esta hora hasta las 5 p. m. ha bajado 11°. Expresar la tempe- 
ratura a las 5 p. m. 


A las 6 a. m. marca —4?. Como a las 9 a. m. ha subido 7?, contamos 


siete divisiones de la escala desde — 4° hacia arriba y tendremos 3° sobre 
cero (+ 3°); como desde esta hora hasta las 5 p. m. ha bajado 11”, contando 
11 divisiones de la escala desde + 3° hacia abajo llegaremos a — 8°. Lue- 
go, a las 5 р. m. la temperatura es de — 8°. К. 


> 
1. 


EJERCICIO 2 


A las 9 a. m. el termómetro marca +12 y de esta hora а las 8 p.m. ha 
bajado 15%. Expresar la temperatura a las 8 p.m. 

A las 6 a.m. el termómetro marca —3°. А las 10 a.m. la temperatura 
es 8? más alta y desde esta hora hasta las Y p.m. ha bajado 6°. Expresar 
la temperatura a las 9 p.m. 

А la 1 p.m. el termómetro marca +15° y a las 10 p.m. marca —3°. 
¿Cuántos grados ha bajado la temperatura? 

A las 3 a.m. el termómetro marca —8% y al mediodía +5°. ¿Cuántos 
grados ha subido la temperatura? 


A las 8 a.m. el termómetro marca —4°; a las 9 a.m. ha subido 7°; a 
las 4 p. m. ha subido 2? más y a las 11 p.m. ha bajado 11°. Expresar 
la temperatura a las 11 p.m. 


A las 6 a.m. el termómetro marca —8?. De las 6 a.m. a las 11 a.m. 
sube a razón de 42 por hora. Expresar la temperatura a las 7 a.m., a 
las 8 a. m. y a las 11 a.m. 

A las 8 a. m. el termómetro marca —1°. De las 8 a.m. a las 11 a. m. baja 
a razón de 2° por hora y de 11 a. m. a 2 p. m. sube a razón de 3? por 
hora. Expresar la temperatura a las 10 a.m., a las 11 a.m., a las 12 a. m. 
y a las 2 p.m. 

El día 10 de diciembre un barco se halla a 569 al oeste del primer 
meridiano. Del día 10 al 18 recorre 7? hacia el este. Expresar su lon- 
gitud este día. 

El día primero de febrero la situación de un barco es: 71? de longitud 
oeste y 15? de latitud sur. Del día primero al 26 ha recorrido 5° hacia 
el este y su latitud es entonces de 5? más al sur. Expresar su situación 
el día 26. 
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10. El día 5 de mayo la situación de un viajero es 18° de longitud este y 
65? de latitud norte. Del día 5 al 31 ha recorrido 3? hacia el este y se 
ha acercado 4° al Ecuador. Expresar su situación el día 31. 


11. Una ciudad fundada el año 75 А.С. fue destruida 135 anos después. 
Expresar la fecha de su destrucción. 


3) Un móvil recorre 40 m. en línea recta a la derecha de un pun- 
to А y luego retrocede en la misma dirección a razón de 15 m. por segun- 
do. Expresar a qué distancia se halla del punto A al cabo del 19, 29, 3? 
y 4? segundo. 

El móvil ha recorrido 40 m. a la derecha del punto 4; luego, su po- 
sición es + 40 m., tomando como positivo el sentido de izquierda a derecha. 

Entonces empieza a moverse de la derecha hacia la izquierda (sentido 
negativo) a razón de 15 m. por segundo; luego, en el primer segundo se 
acerca 15 m. al punto 4 y como estaba a 40 m. de ese punto, se halla a 
40 — 15 = 25 m. a la derecha de A; luego, su posición es +25 m. К. 

En el 29 segundo se acerca otros 15 m. al punto A; luego, se hallará 
а 25—15—10 m. a la derecha de A; su posición ahora es + 10 т. К. 

En el 3er. segundo recorre otros 15 m. hacia 4, y como estaba a 
10 m. a la derecha de 4, habrá llegado al punto 4 (con 10 m.) y recorri- 
do 5 m. a la izquierda de A, es decir, 10 — 15 — —5 m. Su posición ahora 
ез —о т. К. 

En el 4? segundo recorre otros 15 m. más hacia la izquierda y como 
ya estaba a 5 m. a la izquierda de 4, se hallará al cabo del 49 segundo a 
20 m. a la izquierda de A, o sea —5—15— —20 m.; luego, su posición 
ahora es —20 m. R. 


E EJERCICIO 3 
(SENTIDO POSITIVO: DE IZQUIERDA A DERECHA Y DE ABAJO A ARRIBA). 


1. Expresar que un móvil se halla a 32 т, а la derecha del punto 4; a 
16 m. а la izquierda de 4. 

2. Expresar que la parte de un poste que sobresale del suelo es 10 m. y 
tiene enterrados 4 m. 

3. Después de caminar 50 m. a la derecha del punto А recorro 85 m. en 
sentido contrario. ¿A qué distancia me hallo ahora de А? 

4. Si corro a la izquierda del punto B a razón de 6 m. por segundo, га 
qué distancia de B me hallaré al cabo de 11 segs.? 

5. Dos corredores parten del punto А en sentidos opuestos, El que corre 
hacia la izquierda de 4 va a 8 m. por seg. y el que corre hacia la derecha 
va a 9 m. por seg. Expresar sus distancias del punto А al cabo de 6 seg. 

6. Partiendo de la línea de salida hacia la derecha un corredor da dos vueltas 
a una pista de 400 m. de longitud. Si yo parto del mismo punto y doy 
3 vueltas a la pista en sentido contrario, ¿qué distancia hemos recorrido? 

7. Un poste de 40 pies de longitud tenía 15 pies sobre el suelo. Días después 
se introdujeron 3 pies más. Expresar la parte que sobresale y la enterrada. 
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8. Un móvil recorre 55 m. a la derecha del punto А y luego en la misma 
dirección retrocede 52 m. ¿A qué distancia se halla de 4? 


9. Un móvil recorre 32 m. a la izquierda del punto А y luego retrocede 
en la misma dirección 15 m. ;A qué distancia se halla de 4? 

10. Un móvil recorre 35 m. а la derecha de B y luego retrocede en la misma 
dirección 47 m. ¿A qué distancia se halla de B? 

11. Un móvil recorre 39 m. a la izquierda de M y luego retrocede en la 
misma dirección 56 m. ¿A qué distancia se halla de M? 


12. A partir del punto 8 una persona recorre 90 m. a la derecha y retro- 
cede, en la misma dirección, primero 58 m. y luego 36 m. ¿A qué distancia 
se halla de B? 


13. Un móvil recorre 72 m. a la derecha de А y entonces empieza a retro- 
ceder en la misma dirección, a razón de 30 m. por seg. Expresar su 
distancia del punto 4 al cabo del 19, 29, 39 y 49 seg. 


14. Un auto recorre 120 Km. a la izquerda del punto M y luego retrocede 
a razón de 60 Km. por hora. ;A qué distancia se balla del punto M 
al cabo de la 13, 9?, 3% y 4% hora? 


04) VALOR ABSOLUTO Y RELATIVO 


Valor absoluto de una cantidad es el nümero que representa la can- 
tidad prescindiendo del signo o sentido de la cantidad, y valor relativo es 
el sentido de la cantidad, representado por el signo. 

Así, el valor absoluto de + $8 es $8, y el valor relativo haber, expre- 
sado por el signo +; el valor absoluto de — $20 es $20, y el valor relativo 
deuda, expresado por el signo —. 

Las cantidades + 7^ y —7* tienen el mismo valor absoluto, pero su 
valor relativo es opuesto, pues el primero expresa grados sobre cero y el 
segundo bajo cero; —8? y —11? tienen el mismo valor relativo (grados 
bajo cero) y distinto valor absoluto. 

El valor absoluto de una cantidad algebraica cualquiera se representa 
colocando el nümero que corresponda a dicho valor entre dos líneas ver- 
ticales. Así, el valor absoluto de +8 se representa |8 |. 


CANTIDADES ARITMETICAS Y ALGEBRAICAS 


De lo expuesto anteriormente se deduce la diferencia entre cantida- 
des aritméticas y algebraicas. 

Cantidades aritméticas son las que expresan solamente el valor abso- 
luto de las cantidades representado por los nümeros, pero no nos dicen el 
sentido o valor relativo de las cantidades. 

Así, cuando en Aritmética escribimos que una persona tiene $5, te- 
nemos solamente la idea del valor absoluto $5 de esta cantidad, pero con 
esto no sabemos si la persona tiene $5 de haber o de deuda. Escribiendo 
que el termómetro marca 8°, no sabemos si son sobre cero o bajo cero. 
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Cantidades algebraicas son las que expresan el valor absoluto de las 
cantidades y además su sentido o valor relativo por medio del signo. 

Así, escribiendo que una persona tiene + $5 expresamos el valor ab- 
soluto $5 y el sentido o valor relativo (haber) expresado por el signo +; 
escribiendo — $8 expresamos el valor absoluto $8 y el sentido o valor rela- 
tivo (deuda) expresado por el signo —; escribiendo que el termómetro mar- 
ca + 8° tenemos el valor absoluto 8? y el valor relativo (sobre cero) expre- 
sado por el signo +, y escribiendo — 9° tenemos el valor absoluto 9° y el 
valor relativo (bajo cero) expresado por el signo —. 

Los signos + y — tienen en Algebra dos aplicaciones: una, indicar las 
operaciones de suma y resta, y otra, indicar el sentido o condición de las 
cantidades. 

Esta doble aplicación se distingue porque cuando los signos + o — 
tienen la significación de suma o resta, van entre términos o expresiones in- 
cluídas en paréntesis, como por ejemplo en (+ 8) + (—4) y en (— 7) — (+ 6). 
Cuando van precediendo a un término, ya sea literal o numérico, expresan el 
sentido positivo o negativo, como por ejemplo en — a, + b, + 7, — 8 


(16) REPRESENTACION GRAFICA DE LA SERIE 
ALGEBRAICA DE LOS NUMEROS 


Teniendo en cuenta que el 0 en Algebra es la ausencia de la canti- 
dad, que las cantidades positivas son mayores que 0 y las negativas meno- 
res que 0, y que las distancias medidas hacia la derecha o hacia arriba de 
un punto se consideran positivas y hacia la izquierda o hacia abajo de un 
punto negativas, la serie algebraica de los nümeros se puede representar 
de este modo: 


зээ e 20) QTIM*2**3 46415 
Z——— севеннЕ 
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(17) EXPRESION ALGEBRAICA es la representación de un símbolo alge- 
braico o de una o más operaciones algebraicas. 


LM V 


(пв) TERMINO es una expresión algebraica que consta де un solo símbolo 
o de varios símbolos no separados entre sí por el signo + o —. Así, 


4a . 
а, 85, 2ху, em son términos. 
х 
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Los elementos de un término son cuatro: el signo, el coeficiente, la 
parte literal y el grado. 

Por el signo, son términos positivos los que van precedidos del sig- 
по + y negativos los que van precedidos del signo —. Así, + a, + 8x, + 9ab 
son términos positivos y —x, —5bc y сайн son términos negativos. 

El signo + suele omitirse delante de los términos positivos. Así, 
a equivale a + a; 3ab equivale a + Зар. 

Por tanto, cuando un término no va precedido de ningün signo es 
positivo. 

El coeficiente, como se dijo antes, es uno cualquiera, generalmente el 
primero, de los factores del término. Así, en el término 5a el coeficiente 
es 5; en — Зах? el coeficiente es — 3. 

La parte literal la constituyen las letras que haya en el término. Así, 


3x? 4 j T x? 4 
——— la parte literal e ; 
2ab Р — ab 


(19) eL GRADO DE UN TERMINO puede ser de dos clases: absoluto y con 
relación a una letra. 

Grado absoluto de un término es la suma de los exponentes de sus 
factores literales. Así, el término 4a es de primer grado porque el expo- 
nente del factor literal a es 1; el término ab es de segundo grado porque 
la suma de los exponentes de sus factores literales es 1+1=2; el término 
a?b es de tercer grado porque la suma de los exponentes de sus factores 
literales es 2 -- 1 = 3; 5a*b*c? es de noveno grado porque la suma de los ex- 
ponentes de sus factores literales es 4+3 +2 = 9. 

El grado de un término con relación a una letra es el exponente de 
dicha letra. Así el término bx? es de primer grado con relación a b y de 
tercer grado con relación a x; 4x?y* es de segundo grado con relación a x 
y de cuarto grado con relación a y. 


en 5xy la parte literal es xy; en 


CLASES DE TERMINOS 
Fimo entero es el que no tiene denominador literal como 5a, 
a 
6atb3, ——. 


Término fraccionario es el que tiene denominador literal como s 
Término racional es el que no tiene radical, como los ejemplos ante- 


riores, e irracional el que tiene radical, como У ab, >. 


Términos homogéneos son los que tienen el mismo grado absoluto. 

Así, 4x'y y 6х?у% son homogéneos porque ambos son de quinto grado 
absoluto. 

Términos heterogéneos son los de distinto grado absoluto, como 5a, 
que es de primer grado, y 3a*, que es de segundo grado. 


Ш- EJERCICIO 4 


l. Digase qué clase de términos son los siguientes atendiendo al signo, a 
si tienen o no NOU 2 a si tienen o no radical: 


2a уе _ 443% 
ба?, —4a3b, —, ———. Ма, — V503, — 
3” Уба 
2. Dígase el grado absoluto k los términos TN 
ба, —6a?b, a?b?, —5a*b'c, 8x'99, 4m?n*, —xyz5 
3. Dígase el grado de los términos siguientes respecto a cada uno de sus 
factores literales: 
—a*b?, —5xty?, Ga?bx?, —4abcy?, lO0m?n*b*c* 
4. De los términos siguientes escoger cuatro que sean homogéneos y tres 
heterogéneos: 
—4a3b?, Gab3, —x", 6x*y, —2a?x', —ab*, 4abcx?, —2ac 
5. Escribir tres términos enteros; dos fraccionarios; dos positivos, enteros y 
racionales; tres negativos, fraccionarios e irracionales. 


6. Escribir un término de cada uno de los grados absolutos siguientes: de 
tercer grado, de quinto grado, de undécimo grado, de décimo quinto 
grado, de vigésimo grado. 


T. Escribir un término de dos factores literales que sea de cuarto grado con 
relación a la x; otro de cuatro factores literales que sea de séptimo 
grado con relación a la y; otro de cinco factores literales que sea de 
décimo grado con relación a la b. 


CLASIFICACION DE LAS EXPRESIONES ALGEBRAICAS 
MONOMIO es una expresión algebraica 2223 
que consta de un solo término, COMI по aL. of. 


POLINOMIO es una expresión algebraica que consta de más de un 
término, como a+b, ажх-у, х%+2х%+х+1. 


EL GRADO de un polinomio puede ser absoluto y con relación a una 

letra. 

Grado absoluto de un polinomio es el grado de su término de mayor 
grado. Así, en el polinomio x*—5x?--x?—3x el primer término es de 
cuarto grado; el segundo, de tercer grado; el tercero, de segundo grado, y 


el ültimo, de primer grado; luego, el grado absoluto del polinomio es el 
cuarto. 


Binomio es un polinomio gue «pro os 
consta de dos términos, como: 


Trinomio es un polinomio a, кара 
consta de tres términos, como _______/ 


NOMENCLATURA ALGEBRAICA e 17 


Grado de un polinomio con relación a una letra es el mayor expo- 
nente de dicha letra en el polinomio. Así, el polinomio a? + atx? — a?x* es 
de sexto grado con relación a la a y de cuarto grado con relación a la x. 


© EJERCICIO 5 
l. Dígase el grado absoluto de los siguientes polinomios: 
a) х2-рх2-нх: c) a?b—a?b?--ab3—b*. 
b) 5a—3a?--4a*— 6. а) x5—6x*y9—4a?b -x?y1—3y*. 
2. Dígase el grado de los siguientes polinomios con relación a cada una 
de sus letras: 
a) a*--a?—ab?. с) 6a!b!—4a?x--ab?—5a3b5x9. 
b) x*--4x93—6x?y1—4xy*. d) min?—mn$--mx*y*—x9--y15—m", 
(24) CLASES DE POLINOMIOS 
Un polinomio es entero cuando ninguno de sus términos tiene deno- 


; : х X : : 
minador literal como х2--5х-06, a. Б? fraccionario cuando alguno 
2 


2 : , a b $ 
de sus términos tiene letras en el denominador como —--— —8; racional 


cuando no contiene radicales, como en los ejemplos anteriores; irracional 
cuando contiene radical, como Уа-УР-Ус-Уарс: homogéneo cuando to- 
dos sus términos son del mismo grado absoluto, como 4a?*+5a*b+6ab?*+ b*, 
y heterogéneo cuando sus términos no son del mismo grado, como 
tte —6. 

Polinomio completo con relación a una letra es el que contiene todos 
los exponentes sucesivos de dicha letra, desde el más alto al más bajo que 
tenga dicha letra en el polinomio. Así, el polinomio x* + x*— x? + х? — 3x 
es completo respecto de la x, porque contiene todos los exponentes sucesi- 
vos de la x desde el más alto 5, hasta el más bajo 1, o sea 5, 4, 3, 2, 1; el 
polinomio a*— ab + a?b? — ab? + bt es completo respecto de a y b. 

Polinomio ordenado con respecto a una letra es un polinomio en el 
cual los exponentes de una letra escogida, llamada letra ordenatriz, van 
aumentando o disminuyendo. 

Así, el polinomio х* — 4x*-- 2x? — 5x +8 está ordenado en orden des- 
cendente con relación а la letra ordenatriz x; el polinomio a5— 2a*b + 6a*b? 
— 5a?b* + 3ab* — 5 está ordenado en orden descendente respecto de la letra 
ordenatriz a y en orden ascendente respecto de la letra ordenatriz b. 


Ordenar un polinomio es escribir sus términos de modo que los expo- 
nentes de una letra escogida como letra ordenatriz queden en orden des- 
cendente o ascendente. Así, ordenar el polinomio —5x*--x5—3x--x*—x*--6 en 
orden descendente con relación a x será escribir х5+хї— 5х — х2 — 8x +6. 
Ordenar el polinomio x*y — 7x?y* — 5х5 + 6xy* + y? — х?у? en orden as- 
cendente con relación a x será escribirlo: чамаар 
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(26) Término independiente de un polinomio con relación a una letra es 
el término que no tiene dicha letra. 

Así, en el polinomio a*—a?+3a—5 el término independiente con 
relación a la a es 5 porque no tiene a; en x* — 6x? + 8x? — 9x +20 el térmi- 
no independiente es 20; en а? —a?b+3ab?*+b* el término independiente 
con relación a la a es b?, y el término independiente con relación a la b 
es a3 El término independiente con relación a una letra puede considerarse 
que tiene esa letra con exponente cero, porque como se verá más adelante, 
toda cantidad elevada a cero equivale a 1. 

Así, en el primer ejemplo anterior, —5 equivale a —5a?*, y en el últi- 
mo ejemplo, b? equivale a a%b?. 


Б- EJERCICIO 6 
1. Atendiendo a si tienen o no denominador literal y a si tienen o no radi- 
cal, dígase de qué clase son los polinomios siguientes: 


a) a3--2a?—3a. с) va t vb -—92c-- vd. 
qt д. 5 va 

b) ———4——a. d) 444- — — 6b + 4. 

) 2 379 a ) 44+ 2 6b + 


2. Escribir un polinomio de tercer grado absoluto; de quinto grado abso- 
luto; de octavo grado absoluto; de décimoquinto grado absoluto. 

3. Escribir un trinomio de segundo grado respecto de la x; un polinomio 
de quinto grado respecto de la a; un polinomio de noveno grado res- 
pecto de la m. 

4. De los siguientes polinomios: 


a) 3a?b-F4a?—5b?*. d) 4a—5b--6c?—8d*—6. 
b) a*—a?b-rFa?b?-Fab?. e) y5—ay*--a?y5—a*y?—a*y-4-y5. 
с) x9?—bx'-rabx?-Fab?x?, f) —6a353—5a9b-4-8a?b5— b". 


escoger dos que sean homogéneos y dos heterogéneos. 
5. De los siguientes polinomios: 
a) a*—a?-4-a—a?. d) m5—m*4-m?—m-45. 
b) 5x*—8x?--x—6. e) y5—by*-Fb?y5— b*3y?-- b*y. 
C) Ux fy 393p x28 44. 
dígase cuáles son completos y respecto de cuáles letras. 
6. Escribir tres polinomios homogéneos de tercer grado absoluto; cuatro 
de quinto grado absoluto; dos polinomios completos. 
7. Ordenar los siguientes polinomios respecto de cualquier letra en orden 
descendente: 
a) m?-F6m—m?*--m*. 
b) 6ax?—5a?--2a?x 4-x?. 
c) —a?b?--a*b--a*b?—ab*. 
d) a*—5a-r6a3—9a?--6. 
e) —x95y?--x19--3xy6— x91 x28. 
f) —3m35n?--4m?n3—8m9n35—10m?n9--n* —m?n*--m!8n. 
8. Ordenar los siguientes polinomios respecto de cualquier letra en orden 


ascendente: 
a) a?—5a?-4-6a. d) a?b*--a*b5—a9b?--a*b-- b5. 
b) x—5x9-F6x?--9x*. €) y12—X990-1-3:124—3 9910, 


C) 2yi*4-4y9—0y-r-2y?-5y*. 
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TERMINOS SEMEJANTES 


Dos o más términos son semejantes cuando tienen la misma parte lite- 
ral, o sea, cuando tienen iguales letras afectadas de iguales exponentes. 


| Ejemplos | 20у a; — 2b y Bb; — Satb? y — Ba?b?; хэнд y dr 


Los términos 4ab y — 6a?b no son semejantes, porque aunque tienen 
iguales letras, éstas no tienen los mismos exponentes, ya que la a del pri- 
mero tiene de exponente 1 y la a del segundo tiene de exponente 2. 

Los términos — bx* y ab* no son semejantes, porque aunque tienen los 
mismos exponentes, las letras no son iguales. 


REDUCCION DE TERMINOS SEMEJANTES es una operación que tie- 

ne por objeto convertir en un solo término dos o más términos se- 
mejantes. 

En la reducción de términos semejantes pueden ocurrir los tres casos 
siguientes: 

1) Reducción de dos o más términos semejantes del mismo signo. 

REGLA 

Se suman los coeficientes, poniendo delante de esta suma el mismo 
signo que tienen todos y a continuación se escribe la parte literal. 


| Ejemplos | 


(1) За + 20 = 5а. R. (6) žab + Заь = Зар. R. 
(2) — 5b — 7b = — 12b. К. (7) —ixy—ixy--—xy. R. 
(3) — a2 — 9a? = — 10c?. R. (8) 5x+x+2x=8x. R. 
(4) 3a*-?4-5a*-?— 8a"-?. R. (9) —m—3m— ёт — 5m =— 15m. R. 
+ 4 ' 
(5) — 40%+1 — 70т*1 = — Ilat. R. (10) zxty + йу + hy = обу. R. 
m EJERCICIO 7 
Reducir: 
1. x+2x. 6. -9т-Тт. 11. “5а, 14. —Lxy-i. 
2. 8а-9а. T. 4ax+5a*. DW S : : : 
3. 11b+9b. 8. 6a**!4-8a**?. 19. ab4+2ab. 15. ——ca?b— 0%. 
4. —b—5b. 9, —m*t!—5m**1. : > Я 
5. —8m—m. 10. —3a*?—a*. 18. xt x 16. —a—-.a. 
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17. 8a-49a4-6a. 29. —x*y—8x?y—9x*y —20x*y. 
18. 15x+20x+x. 30. —3a"—54"—6a"—9a". 
19. —'(m—8m-9m. 31. iat la iaa. 
20. —a?b—a*b—3a?b. 4 i i 4 
21. а*+8а*+Е8а^. 82. -0xd- ux ax ах. 
22. barti gatti garri 33. 0.5m+40.6m+-0.7m+0.8m. 
í E 1 1 1 
23. aaa. 84. — т42— ab—ab—ab. 
2 1 1 1 
24. -х-2х-4, EEr oiT TET ERAT TaT ETEA 
3 9 36. ab*4+ab?+7ab*+9ab?4+21ab?. 
26. Fax +hax+ax. 31. -т-т-8т-1т-38т. 
38. —x* 11-4х591-4х341-45х341-х341, 
26. —ax—ax—atx. 1 1 1 1 1 
2 2 39. a+-0+- 04 a+ 4. 
27. 114484--98--11а. 3 í 1 ; { 
28. m*+143m*+144m*+146m*+1, 40. -таһ—1-аЬ—5-аһ—1-аЬ—--аЬ. 


2) Reducción de dos términos semejantes de distinto signo. 
REGLA 


Se restan los coeficientes, poniendo delante de esta diferencia el signo 
del mayor y a continuación se escribe la parte literal. 


| Ejemplos | 


(1) 2a—3a=—a. R. (5) 254*+1 — 54а**1 = —29a**!, R. 
(2) 18x—1x=7x R. (6) zo-la=-¿0. R. 
(3) — 200 + llab = — аЬ. R. (7) – са? + о = 502%. R. 
с ^ 
(4) — 8a" + 130" = 5а". 8. (8) Lora Hiari = 5а, R, 


De la regla anterior se deduce que dos términos semejantes de iguales coefi- 
cientes y de signo contrario se anulan, 


ю- EJERCICIO 8 


Reducir: 

1. 8a—6a. 5. 2a—2a. 9. 40x*y—51xw. 
2. 6a—8a. 6. —Tb+Tb. 10. —min+6m?n. 
3. 9ab—15ab. 7. —14xy+32xy. 11. —15xy+40xy. 
4. 15ab—9ab. 8. --25х2у--82х2у. 19. 55a*b?—81a?b?. 


gla del caso anterior. 


—x*y--x?y. 
—9ab?--9ab?. 
Tx*y— 1x?y. 


—101mn+118mn. 


502ab —405ab. 
—1024x --1018x. 
—15ab+15ab. 
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dni 
AY E. 
2 
8 5 
—ат— —ат. 
8 4 
3 
-атч--ат. 
ә 
5 1 
—MN——MN. 
6 R 


—a?b+ žab. 


3.4a3093—5.6a* 9, 


—1.2yz--3.4yz. 
4a*—2a*. 
—8a** 1--ga* * 1, 


25m*1—32m*^, 


33. 
34. 


=x tlp ynt 1, 

1 1 y 
— m2 ¿m-— 
A 
Бачо t PEN 

6 12 


442—1 д2, 
3 


PO 8 
—ömn+ mn. 
Ba + 2bx4 8—95a** 2px +8, 


—Lambrgambs, 


0.85тху---тху. 


Se reducen a un solo término todos los positivos, se reducen a un solo 
término todos los negativos y a los dos resultados obtenidos se aplica la re- 


Ejemplos 


Lad y Na 


(1) Reducir 5a — 8а + a — ба + 210. 


Reduciendo los positivos: 
Reduciendo los negativos: 


5a +a + 21a = 27a. 
—8а—ба=— 


Aplicando a estos resultados obtenidos, 27a y — 14a, la regla del caso ante- 


rior, se tiene: 


(2 


— 


Reducir 


Reduciendo los positivos: 


Reduciendo los negativos: 


Tendremos: 


EJERCICIO 9 
Reducir: 


9a—3a4-5a. 
—8x-F9x—x. 


12mn—23mn—5mn. 


—x-F19x—18x. 


- 2х° T 2° ЫН bx? ас 


39 4 22 
ne^ da 
[A bx 


очо 


27a — 14a = 13a. 
Esta reducción también suele hacerse término a término, de esta manera: 
5a — 8а = — За; — За +a = —2a; — 2a — ба = — 8a; — 8а + 210 = R 


4bx? + Ьх?. 


1 3 _ 39 
¿bx? + ¿bé + bx*= s, DX". 


8, y 

¿by 
=- xt, R. 
19m —10m-4-6m. 


—11ab—15ab+26ab. 
—5a*4-9a*—35a*. 
—94a* * *?—15a* * ?--39a* +2. 


= 4х = — bx. 


$1511 
EASY: 


10. m4 mm. 
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11. Sa?b--—a?b—a?b. 23. --а%®—--а%%+---а%Ь—а%Ь. 
12. —a+8a+9a—15a. 5 1 8 
13. 7ab—1lab--20ab—31ab. 24. —-а5%—--аЬ#+-аЬ3—--аЬ?, 
14. 95х2—50х24-11х24-14х2. 25. —a--8a—11a-F15a—75a. 
15. —xy—8xy—19xy+40xy. 26. —Tc+21c+14c—30c+82c. 
16. Tab-t3lab--ab--Büab. " 27. —mn+14mn—31mn—mn+20mn. 
17. —25xy +11ху2-+60ху —82xy . 28. а?у—7а2у—93За?у--51а2у-+-48а?у. 
18. —72ax+87ax—101ax+243ax. 98 -214-012-1:144 
19. —82bx—'T1b5x—53bx--206bx. : 1 
20. 10548-46448--5808--30108. 30. ea ag Lg y, 
6 2 

a Ут лт 

PER 31. 204 eben. 


22. DAD 32. Ta*—30a*—41a*—9a*--73a*. 


83. —a**!--7a**!—11a**! —20a** 14-26a* * 1, 

34. a--6a—20a-4-150a—80a--31a. 

35. —9b—11b—17b-—81b—b+110b. 

36. —a?b--15a?b--a?b — 85a?b —131a?b--39a?b. 

37. 84m?x—501m?x—604m?x— 715m? x -231m?x--165m?x. 
38. —a3b3-4 Ha 09 arpa aab? ab? 

39. 40a—81a--130a-- 41a—83a—91a--16a. 

40. —91ab-4-52ab—60ab--84ab—31ab—ab—23ab. 


(29) REDUCCION DE UN POLINOMIO QUE CONTENGA TERMINOS 
SEMEJANTES DE DIVERSAS CLASES 


| Ejemplos | 


(1) Reducir el polinomio 5a — 6b + 8c + 9a — 20c — b + 6b — c. 
Se reducen por separado los de cada clase: 


5a + 9a = 14a. 
— 6b —b + 6b = — b. 
Вс — 20c — с = — 18c. 


(2) Reducir el polinomio: 
80352 + 4atb? + 6a8b? — a?b? — 9а*ЬЗ — 15 — 5ab5 + 8— баЬ®. 
Se reducen por separado los de cada clase: 4atb? — 9atb? 


80353 + ба®БЗ — 0852 = 130883, | 


— 5ab* — 6ab* = — 11аБ5. 


=15+8=-— 7. 
(3) Reducir el polinomio: 
e = py 52 нө? дэл гуй —0.3x*— xy —6-F ху — 14+ 2y!. 


VALOR NUMERICO e 23 


2 1 
Tendremos: сын + 3x* — 0.3х* = 34. 


эсек, E = 
SNC y = 10535 


Lu аео 
29^ ГУ УУ ДО 


-6-142--020. 


ID EJERCICIO 10 


Reducir los polinomios siguientes: 

Ta—9b-4-6a—4b. 

a--b—c—b—c4-2c—a. 

9x—11y—9-F20x—1—y. 

—6m+8n4-5—m—n—6m-—11. 

—a+b42b—2c43a42c—3b. 
—81x+19y—3024-6y+-80x+x—25y. 

15a?—6ab—8a?--20—5ab —31-4-a?—ab. 
—3a-F456—6a-4-815—114b--31a—a—b. 
—T1a*b—84a*b?--50a*b--84a*5?—45a*b -18a?b. 

10. —a+b—c+8+2a+2b—19—2c—34—3—3b+3c. 

1i. m?t-71mn—1l4m?—65mn--m?—m?—115m?--6m?. 

12. x*y—x5y?--x*y —8x*y —x*y —10--x5y?— 7x5y?—9--21x*y —*--50. 
13. 5a**1—3b**?—8c** 35—5a* *1— 50--4b* * ?—65—b* * 2490404847083, 
14. qm-*?—xm-43—5-4-8—3am* 24 5x m * 3—6-r-qm * 2—5хт+8, 

15. 0.3a4-0.454-0.5c—0.6a—0.7 5 —0.9c--3a—3b —3c. 


1 1 8 1 3 1 


$9 5 A Ó и фо эрээ 


17. + тї—9тп+-;т*%—-=тп+2тп—2т?. 


8 1 5 1 3 1 1 
18. та та2— ЇЕ 92420? тоо URS 3, 5*—2ab. 
8 2 Р 1 
19. 0.4x?y--31-- 3 59?—0.6y35— —х2у—0.2ху+---у%—6. 
8 


m— Tm 3 x: 23 m-2 _. x 23 = 
BÉ. ае Ва анара раена. 


VALOR NUMERICO 


Valor numérico de una expresión algebraica es el resultado que se 
obtiene al sustituir las letras por valores numéricos dados y efectuar después 
las operaciones indicadas. 
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(зо) varor NUMERICO DE EXPRESIONES SIMPLES 


Ejemplos | 


(1) Hallar el valor numérico de 5ab para а = 1, b —2. 
Sustituimos la a por su valor 1, y la b por 2, y tendremos: 


(2) Valor numérico de a*b*c* para а= 2, b —3, ЭНЭ 


(3) Valor numérico de Зас У 26 para a —2, b=9, с= 5. 
za 


(4) Valor numérico de para а = Sb- Е c=2,d=3. 


> EJERCICIO 11 


Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para 


Чи zi E ЕТ 32054. 4 
@=1, 0=% 028, m=; =p ээр 
1. 3ab. 7. minep. bb?m? 24mn 
2. 5a*b*c. 8 18. ; 1-5 
zo Rodantes np bv 
. b?mm. 

4. 94m?n*p. 9. v2bc. 455 1 3 Y 645868 

: 10. 4mx/12b0. нийн ийн эн 
5. 4523, 5 1р8. 

qe 11 ын 8 аїр 5 ша $ P 
6. „ет. 12. 3bc ` Мн? 3 з 3 4/1955т В 


(з) VALOR NUMERICO DE EXPRESIONES COMPUESTAS 


| Ejemplos | 


(1) Hallar el valor numérico de a? — 5ab +3b* para а —3, b = 4. 
— 5ab --3b9 = 3? — 5 X 3 X 4+3 X 48 =9— 60 +192 =141. R. 
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b "b 1 1 
(2) Valor numérico de речева E рага a—2, Ь= —, х= —. 
4 х ах 3: 
302 Sb b 3x? 5х2х4 04002014 
4 ХӨХ 4 4 2x1 & 3 
Æ EJERCICIO 12 
Hallar el valor mumérico de las expresiones siguientes para 
i=3-0=4 с--, d-i, m = 6, п= 5. 
а? — 2ab +2, т: pee bd 1з. 255. 54m 
n d m с d 
c? + 2cd + d?. 8. vb vn + убт. 14. ELE 
b S = 
54224 9. cv3a—d v16b?--nw8d. 15. Mes шэн $ БЭ, 
€; nd 2b m d 
RENE: Y m^ УЗа убт 
XD TE gp: 10. 3 ээж AS 
ripe t, di 16. У15- 2 ^ 
a? b т? 3c? 4? v/b--vV2d  vV3c+vV8d 
==—+—, 11. —+—, 17. ----------- 
8 2 6 4 т 2 4 
2 2 Vazba 2 
C E 18. à ый 18. IV DUST Cava 


(3) Valor numérico de 2(2a — b) (x? + y) — (a? + b) (b — a) para 
a=2,b=3, х= 4, уст 


Las operaciones indicadas 2028 —b)—2x(2x2—3)22x(4—3)22x1-22 
dentro de los paréntesis de- 


1 1 1 

ben efectuarse antes que AY 164 с 

ninguna otra, así: a?4-b22?--324--3—7 
b=a=3-2=1 


Tendremos: 


Б EJERCICIO 13 
Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para 


1 


2 1 
a=], 5-2, c=3, 444, т-т, из, p-4, x-0. 


1 8m 16р 
. (a4-b)c—d. 5. (4m-4-8p)(a?4-b?)(6n— d). 9. Төл T EF a 
2. (a+bXb—a). 6. (с-5(4-с(5-а)т--) Ae. 
3. (b—m)c-n)k4a?. 7. Ь(с+а)—а%т+п)+29х. X: ЭЭЛ, x е? 
4. (2m43n)(4p-kb2) 8. 2тх+6(Ь2++с?)—44. и жана 


а с? 


(2m+3n+4p18p+6n—4m)(9n+20p). 19. 


c(m-n)—-d*(m- p) b*(n--p). 
ved 2 ) 20. 
— T —— m. 
( a vd 
(4p+2b)(18n—24p)+2(8m+2)(40p+a). 21 
"Fx d 
== 
d—b p? 23. 
(a+b) V. --8b—m v/n*. 
(^ гн n VM) +(с+а)у®. 24. 


26 Ф ALGEBRA 


3(c—b) v/32m—2(d—a) v 16 - 


Убайс УЗтп сапр 
+ ый 
2v8b  2(b—a) abc 
PH үцарвд20--35 
b?—a? (a X а ) 


1 1 odes 1 1 
P Seg) ete) e er) 
(2m+3n)(4p+2c)—4m?n?. 
krsi 
3 n 


2ab—m bm 


EJERCICIOS SOBRE NOTACION ALGEBRAICA 
Con las cantidades algebraicas, representadas por letras, pueden ha- 


cerse las mismas operaciones que con los números aritméticos. 


Como la 


representación de cantidades por medio de símbolos o letras suele ofrecer 
dificultades a los alumnos, ofrecemos a continuación algunos ejemplos. 


| Ejemplos | 


(1) Escríbase la suma del cuadrado de a con el cubo de b. 
a?--b?. В. 
(2) Un hombre tenía $a; después recibió $8 y después pagó una cuenta de $c. 


¿Cuánto le queda? 


Teniendo $a recibió $8 luego tenía $(a +8). Si entonces gasta $c le quedan 


$(a 4-8— с). 


(3) Compré 3 libros a $a cada uno; 6 sombreros a $b cada uno y m trajes a $x 


cada uno. ¿Cuánto he gastado? 


3 libros a $a importan $3a. 

6 sombreros a $b importan $6b. 

m trajes a $x importan $mx. 
Luego el gasto total ha sido de $(3a + ób + mx). К. 


(4) Compro x libros iguales por $m. ¿Cuánto me ha costado cada uno? 


Cada libro ha costado $^. R. 


(5) Tenía $9 y gasté $x. ¿Cuánto me queda? 


Me quedan $(9 — х). К. 


EJERCICIO 14 


Escríbase la suma de a, b y m. 


pe 


2. Escríbase la suma del cuadrado de m, el cubo de b y la cuarta poten- 


cia de x. 


fa MR мы 
A CO рә 


[Momm 
ч om 


гае томи Mero 
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Siendo a un número entero, escríbanse los dos múmeros enteros conse- 
cutivos posteriores a a. 

Siendo x un nümero entero, escríbanse los dos nümeros consecutivos 
anteriores a x. 

Siendo y un nümero entero par, escríbanse los tres nümeros pares con- 
secutivos posteriores a y. 

Pedro tenía $a, cobró $x y le regalaron $m. ¿Cuánto tiene Pedro? 
Escríbase la diferencia entre m y n. 

Debía x bolívares y pagué 6. ¿Cuánto debo ahora? 

De una jornada de x Km. уа se han recorrido т Km. ¿Cuánto falta 
por andar? 

Recibo $x y después $a. Si gasto $m, ¿cuánto me queda? 

Tengo que recorrer m Km. El lunes ando a Km., el martes b Km. y 
el miércoles c Km. ;Cuánto me falta por andar? 

Al vender una casa en $n gano $300. ¿Cuánto me costó la casa? 

Si han transcurrido x días de un año, ¿cuántos días faltan por transcurrir? 
Si un sombrero cuesta $a, ¿cuánto importarán 8 sombreros; 15 sombre- 
ros; m sombreros? 

Escríbase la suma del duplo de a соп el triplo de b y la mitad de c. 
Expresar la superficie de una sala rectangular que mide a m. de largo 
y b m. de ancho. 

Una extensión rectangular de 23 m. de largo mide » m. de ancho. Ex- 
presar su superficie. 

¿Cuál será la superficie de un cuadrado de x m. de lado? 

Si un sombrero cuesta $a y un traje $b, ¿cuánto importarán 3 sombreros 
y 6 trajes?, ¿x sombreros y m trajes? 

Escríbase el producto de а + b por х + у. 

Vendo (x--6) trajes a $8 cada uno. ;Cuánto importa la venta? 
Compro (а — 8) caballos a (х +4) bolívares cada uno. ¿Cuánto importa 
la compra? 

Si x lápices cuestan 75 sucres; ¿cuánto cuesta un lápiz? 

Si por $a compro т kilos de azúcar, ¿cuánto importa un kilo? 

Se compran (n —1) caballos por 3000 colones. ¿Cuánto importa cada 
caballo? 

Compré a sombreros por x soles. ¿A cómo habría salido cada sombrero 
si hubiera comprado 3 menos por el mismo precio? 

La superficie de un campo rectangular es m m.? y el largo mide 14 m. 
Expresar el ancho. 

Si un tren ha recorrido х +1 Km. en a horas, ¿cuál es su velocidad por 
hora? 

Tenía $a y cobré $b. Si el dinero que tengo lo empleo todo en comprar 
(m — 2) libros, га cómo sale cada libro? 

En el piso bajo de un hotel hay x habitaciones. En el segundo piso hay 
doble nümero de habitaciones que en el primero; en el tercero la mitad 
de las que hay en el primero. ¿Cuántas habitaciones tiene el hotel? 
Pedro tiene a sucres; Juan tiene la tercera parte de lo de Pedro; Enrique 
la cuarta parte del duplo de lo de Pedro. La suma de lo que tienen 
los tres es menor que 1000 sucres. ¿Cuánto falta a esta suma para ser 
igual a 1000 sucres? 
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NOTAS SOBRE EL CONCEPTO DE NUMERO 


El concepto de número natural (véase Aritmética "Teórico-Práctica, 33), 
que satisface las exigencias de la Aritmética elemental no responde a la gene- 
ralización y abstracción características de la operatoria algebraica. 

En Algebra se desarrolla un cálculo de validez general aplicable a cual- 
шин. tipo especial de número. Conviene pues, considerar cómo se ha ampliado 
el campo de los nümeros por la introducción de nuevos entes, que satisfacen 
las leyes que regulan las operaciones fundamentales, ya que, como veremos 
más adelante, el número natural (1) no nos sirve para efectuar la resta y la 
división en todos los casos. Baste por el momento, dado el nivel matemático 
que alcanzaremos a lo largo de este texto, explicar cómo se ha llegado al 
concepto de nümero real. 

Para hacer más comprensible la ampliación del campo de los nümeros, 
adoptaremos un doble criterio. Por un lado, un criterio histórico que nos haga 
conocer la gradual aparición de las distintas clases de nümeros; por otro, un 
criterio intuitivo que nos ponga de manifiesto cómo ciertas necesidades mate- 
riales han obligado a los matemáticos a introducir nuevos entes numéricos. 
Este doble criterio, justificable por la índole didáctica de este libro, permitirá 
al principiante alcanzar una comprensión clara del concepto formal (abstracto) 
de los nümeros reales. 


EL NUMERO ENTERO Y EL NUMERO FRACCIONARIO 


Mucho antes de que los griegos (Eudoxio, Euclides, Apolonio, etc.) rea- 
lizaran la sistematización de los conocimientos matemáticos, los babilonios 
(segün muestran las tablillas cuneiformes que datan de 2000-1800 A.C.) y los 
egipcios (como se ve en el papiro de Rhind) conocían las fracciones. 

La necesidad de medir magnitudes continuas tales como la longitud, el 
volumen, el peso, etc., llevó al hombre a introducir los números fraccionarios. 

Cuando tomamos una unidad cualquiera, por ejemplo, la vara, para 
medir una magnitud continua (magnitud escalar o lineal) puede ocurrir una 
de estas dos cosas: que la unidad esté contenida un nümero entero de veces, 
о que no esté contenida un nümero entero de veces. (2) En el primer caso, 
representamos el resultado de la medición con un número entero. En el se- 
gundo caso, tendremos que fraccionar la unidad elegida en dos, en tres, o en 
cuatro partes iguales; de este modo, hallaremos una fracción de la unidad 
que esté contenida en la magnitud que tratamos de medir. El resultado de esta 
ültima medición lo expresamos con un par de nümeros enteros, distintos de 
cero, llamados respectivamente numerador y denominador. El denominador 
nos dará el nümero de partes en que hemos dividido la unidad, y el nume- 
rador, el nümero de subunidades contenidas en la magnitud que acabamos 
de medir. Surgen de este modo los nümeros fraccionarios. Son nümeros frac- 
cionarios 1/2, 1/3, 3/5, etc. 


(1) P. L. G. Dirichlet (alemán, 1805-1859), ha sostenido que no es necesariamente indis- 
pensable ampliar el concepto de número natural, ya que —según él— cualquier principio 
de la más alta matemática puede demostrarse por medio de los nümeros naturales. 


(2) En la práctica y hablando con rigor, ninguna medida resulta exacta, en razón de 
lo imperfecto de nuestros instrumentos de medida y de nuestros sentidos. 
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Podemos decir también, que son nümeros fraccionarios los que nos per- 
miten expresar el cociente de una división inexacta, o lo que es lo mismo, una 
división en la cual el dividendo no es mültiplo del divisor. 

Como se ve, en oposición a los números fraccionarios tenemos los nú- 
meros enteros, que podemos definir como aquellos que expresan el cociente 
de una división exacta, como por ejemplo, 1, 2, 3, etc. 


5|5 8| 4 6-2-3. 
01 02 


EL NUMERO RACIONAL Y EL NUMERO IRRACIONAL 


Siguiendo el orden histórico que nos hemos trazado, vamos a ver ahora 
cuándo y cómo surgieron los nümeros irracionales. 

Es indudable que fueron los griegos quienes conocieron primero los nü- 
meros irracionales. Los historiadores de la matemática, están de acuerdo en 
atribuir a Pitágoras de Samos (540 A.C.), el descubrimiento de estos números, 
al establecer la relación entre el lado de un cuadrado y la diagonal del mismo. 
Más tarde, Teodoro de Cirene (400 A.C.), matemático de la escuela pitagó- 
rica, demostró geométricamente que V2, V3, V5, УТ, etc, son irracionales. 
Euclides (300 A.C.) estudió en el Libro X de sus “Elementos”, ciertas 
magnitudes que al ser medidas no encontramos ningún número entero ni 
fraccionario que las exprese. Estas magnitudes se llaman inconmensurables, y 
los números que se originan al medir tales magnitudes se llaman irracionales. ( ) 
Ejemplos de tales magnitudes son la relación del lado de un cuadrado con 
la diagonal del mismo, que se expresa con el número irracional Va? +07; 
y la relación де la circunferencia, al diámetro que se expresa con la letra 


71 = 3.141592... 
C 


С- circunferencia 


D = diámetro 


a 


d-Va' + b’ Lon = 3.14159..... 


(3) Al exponer sistemáticamente los números irracionales, Euclides los llamó asymmetros, 
y a los racionales los llamó symmetros, palabras que significan sin medida y con medida. 
Para señalar el hecho de que estos números (los irracionales) no tenían expresión los designaba 
con la voz alogos. Boecio (475-554 D.C), al traducir empleó commensurabilis e incommen- 
surabilis. Sin embargo, Gerardo de Cremona (1114-1187), en una traducción de un comentario 
árabe sobre Euclides, utilizó erróneamente rationalis e irrationalis, al tomar logos y alogos 
como razón y no en la acepción de palabra (verbum), usada por Euclides. Este error se 
difundió a lo largo de toda la Edad Media, prevaleciendo en nuestros días el nombre de 
números irracionales. 
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Como consecuencia de la introducción de los números irracionales, con- 
sideramos racionales el conjunto de los números fraccionarios y el conjunto 
de los múmeros enteros. Definimos el número racional como aquel número 
que puede expresarse como cociente de dos enteros. Y el número irracional como 
aquel número real que no puede expresarse como el cociente de dos enteros. 

Llamamos número reales al conjunto de los números racionales e irra- 
cionales. 


LOS NUMEROS POSITIVOS Y NEGATIVOS 


Los números negativos no fueron conocidos por los matemáticos de la 
antigüedad, salvo en el caso de Diofanto (siglo III D.C.?), que en su Aritmética, 
al explicar el producto de dos diferencias, introduce un número con signo +. 
En el siglo VI, los hindúes Brahmagupta y Bháskara usan los números negativos 
de un modo práctico, sin llegar a dar una definición de ellos. Durante la 
Edad Media y el Renacimiento los matemáticos rehuyeron usar los números 
negativos, y fue Newton el primero en comprender la verdadera naturaleza de 
estos números. Posteriormente Harriot (1560-1621) introdujo los signos + y — 
para caracterizar los números positivos y negativos. 

La significación de los números relativos o con signos (positivos y nega- 
tivos) se comprende claramente, cuando los utilizamos para representar el 
resultado de medir magnitudes relativas, es decir, magnitudes cuyas cantidades 
pueden tomarse en sentidos opuestos, tal como sucede cuando tratamos de 
medir la longitud geográfica de una región determinada; o de expresar el 
grado de temperatura de un lugar dado. En el primer caso, podemos hablar 
de longitud este u oeste con respecto a un meridiano fijado arbitrariamente 
(Greenwich). En el segundo caso, podemos referirnos a grados sobre cero o 
grados bajo cero. Convencionalmente fijamos los números positivos о con 
signo + en una dirección, y los números negativos o con signo —, en la direc- 
ción opuesta, 

Si sobre una semirrecta fijamos un punto cero, a partir del cual, hacia la 
derecha, señalamos puntos que representan una determinada unidad, nos re- 
sultan los puntos A, B, C, etc. Si sobre esa misma semirrecta, a partir del punto 
cero (llamado origen), procedemos del mismo modo hacia la izquierda, tendre- 
mos los puntos a, b, c, etc. Si convenimos en que los puntos de la semirrecta indi- 
cados a la derecha del punto cero representan números positivos (A, B, C, etc.); 
los puntos señalados a la izquierda (a, b, c, etc.), representarán números 
negativos. 


«# a A ines 
TB. E. —1 0 +1 +2 +3 


Históricamente, los números negativos surgen para hacer po- 
sible la resta en todos los casos. De este modo, la resta se convierte en una 
operación inversa de la suma, y se hace posible restarle a un minuendo menor 
un sustraendo mayor. 
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Los nümeros y los símbolos literales negativos se distinguen por el signo — 
ue llevan antepuesto. Los nümeros positivos y su representación literal llevan 
d signo +, siempre que no inicien una expresión algebraica. 

El número cero. Cuando tratamos de aprehender el concepto de número 
natural, vemos cómo éste surge de la comparación de conjuntos equivalentes 
o coordinables entre sí. Por extensión llamamos conjunto al que tiene un solo 
elemento y que se representa por el número 1. Ahora, consideramos el número 
cero como expresión de un conjunto nulo o vacío, es decir, un conjunto que 
carece de elementos. 

Por otra parte, el cero representa un elemento de separación entre los 
números negativos y positivos, de modo que el cero es mayor que cualquier 
número negativo y menor que cualquier número positivo. 

El siguiente diagrama nos aclarará las distintas clases de números con 
los cuales vamos a trabajar: 


NUMEROS REALES 


as e di ЫШ. 


Negativos Cero Positivos 
Racionales Irracionales Racionales Irracionales 
Enteros Fraccionarios Enteros ' Fraccionarios 


LEYES FORMALES DE LAS OPERACIONES FUNDAMENTALES 
CON NUMEROS REALES 


Hemos visto sumariamente cómo a través del curso de la historia de las 
matemáticas, se ha ido ampliando sucesivamente el campo de los nümeros, 
hasta llegar al concepto de nümero real. El camino recorrido ha sido, unas 
veces, el geométrico, que siempre desemboca en la Aritmética pura, formal; 
otras veces, el camino puro, formal ha iniciado el recorrido para desembocar 
en lo intuitivo, en lo geométrico. Como ejemplos del primer caso, tenemos 
los nümeros irracionales, introducidos como razón de dos segmentos con el 
propósito de representar magnitudes inconmensurables, y que hacen posible 
la expresión del resultado de la radicación inexacta. Y también, los nümeros 
fraccionarios que surgen para expresar el resultado de medir magnitudes con- 
mensurables, y que hacen posible la división inexacta, Como ejemplo del 
segundo caso, están los números negativos que aparecen por primera vez como 
raices de ecuaciones, y hacen posible la resta en todos los casos, ya que cuando 
el minuendo es menor que el sustraendo esta operación carece de sentido 
cuando trabajamos con números naturales. Más tarde, estos números negativos 
(relativos) servirán para expresar los puntos a uno y otro lado de una recta 
indefinida. 

Sin pretensiones de profundizar prematuramente en el campo numérico, 
vamos a exponer las leyes formales (esto es, que no toman en cuenta la natu- 
raleza de los números) de la suma y de la multiplicación, ya que las demás ope- 
raciones fundamentales pueden explicarse como inversas de dor así, la resta, 
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la división, la potenciación, la logaritmación y la radicación. Conviene ir 
adaptando la mentalidad del principiante al carácter formal (abstracto) de estas 
leyes, pues ello contribuirá a la comprensión de los problemas que ulteriormente 
le plantearán las matemáticas superiores. Por otra parte, el conjunto de estas 
leyes formales constituirá una definición indirecta de los números reales y de 
las operaciones fundamentales, Estas leyes que no requieren demostración, pues 
son de aprehensión inmediata, se llaman axiomas. 


IGUALDAD 

1. Axioma de identidad: a — a. 

п. Ахіота de reciprocidad: si а = b, tenemos que b — a. 

ш. Axioma de transitividad: si a — b y b —c, tenemos que а=с. 


SUMA O ADICION 


L Axioma de uniformidad: la suma de dos números es Слари igual, 
es decir, única; así, si а= b y с= d, tenemos que a+c=b+d 

II. Axioma de conmutatividad: a + b = b + a. 

ш. Axioma de asociatividad: (а + Б) +с=а + (Б + с). 

IV. Axioma de identidad, o módulo de la suma: hay un nümero y sólo 


un número, el cero, de modo que a -- 0 — 0--a—a, para cualquier valor de a. 
De ahí que el cero reciba el nombre 'de elemento idéntico o módulo de la suma. 


MULTIPLICACION 

I. Axioma de uniformidad: el producto de dos nümeros es siempre igual, 
es decir, único, así si a — b y с= d, tenemos que ac = bd. 

II. Axioma de conmutatividad: ab — ba. 

ш. Axioma de asociatividad: (ab)c= a (bc). 

IV. Axioma de distributividad: con respecto a la suma tenemos que 
a (b + c) = ab +ас. 

V. Axioma de identidad, o módulo del producto: hay un nümero y sólo 
un número, el uno (1), de modo que a.1=1.a=a, para cualquier valor de a. 
VI. Axioma de existencia del inverso: m todo número real а 0 
(a distinto de cero) corresponde un número real, y sólo uno, x, de modo que 


ах = 1. Este número x se llama inverso o recíproco de a, y se representa por 7/a. 


AXIOMAS DE ORDEN 


E Tricotomía: Si tenemos dos números reales a y b sólo puede haber una 
relación, y sólo una, entre ambos, que а> b; a=b o a<b. 
п. Monotonía de la suma: si a b tenemos que a-- c 0 +c. 


HI. Monotonía de la multiplicación: si а> b y с> 0 tenemos que ac > bc. 
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AXIOMA DE CONTINUIDAD 


I. Si tenemos dos conjuntos de números reales A y B, de modo que todo 
nümero de A es menor que cualquier nümero de B, existirá siempre un nümero 
real c con el que se verifique a < c Ś b, en que a es un número que está 
dentro del conjunto A, y b es un nümero que está dentro del conjunto B. 


OPERACIONES FUNDAMENTALES CON LOS NUMEROS RELATIVOS 
SUMA DE NUMEROS RELATIVOS 


En la suma o adición de números relativos podemos considerar cuatro 
casos; sumar dos números positivos; sumar dos números negativos; sumar un 
positivo con otro negativo, y sumar el cero con un número positivo o negativo. 


1) Suma de dos números positivos 


Regla 


Para sumar dos números positivos se procede a la suma (45(-226. 


aritmética de los valores absolutos de ambos números, y al 
resultado obtenido se le antepone el signo +. Así tenemos: —^ 


Podemos representar la suma de dos números positivos del siguiente modo: 


TOUS 


2) Suma de dos nümeros negativos 
Regla 


Para sumar dos nümeros negativos se procede a la suma Cc2*(022-6. 


aritmética de los valores absolutos de ambos, y al resultado 
obtenido se le antepone el signo —. Así tehemos: Y 


Podemos representar la suma de dos números negativos del siguiente 
modo: 


ALORRA GALDOR - 2 
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3) Suma de un nümero positivo y otro negativo 
Regla 


Para sumar un nümero positivo y un nümero negativo 
se procede a hallar la diferencia aritmética de los valores 
absolutos de ambos nümeros, y al resultado obtenido se le 
antepone el signo del nümero mayor. Cuando los dos nüme- (— 6)+(+6)=0 
ros tienen igual valor absoluto y signos distintos la suma es (+6) + (—6)—0 
cero. Así tenemos: / 


(+ 6) + (72) = +4 
(= 6) + (+2) = —4 


Podemos representar la suma de un nümero positivo y otro negativo de 
los siguientes modos: 

Representación gráfica de la suma de un nümero positivo y un nümero 
negativo, en que el nümero positivo tiene mayor valor absoluto que el negativo: 


Representación gráfica de la suma de un nümero positivo y un nümero 
negativo, en que el nümero negativo tiene mayor valor absoluto que el positivo: 


Representación gráfica de la suma de un nümero positivo y un nümero 
negativo, en que el valor absoluto de ambos nümeros es igual. 


: +1 +2 +3 +4 +5 +6 
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% Suma de cero y un número positivo o negativo 


Regla 


La suma de cero con cualquier número positivo o negativo nos dará 


el mismo número positivo o negativo. 

(+4) +0= +4 
г —————— 
Así tenemos (0) md 
En general: ------ а@+0=0+а=а 
En que a puede ser positivo, negativo o nulo. 


SUSTRACCION DE NUMEROS RELATIVOS 


Llamamos opuesto de un número al mismo número con 
signo contrario. Así, decimos que — т es opuesto de + т. 
Ya vimos en un caso de la suma que: 


La sustracción es una operación inversa de la suma que 
consiste еп hallar un nümero x (llamado diferencia), tal que, 
sumado con un nümero dado m, dé un resultado igual a otro 
nümero n, de modo que se verifique: 


Llamando m’ al opuesto de m, podemos determinar 
la diferencia x, sumando en ambos miembros de la 
igualdad (1), el número т”; en efecto: 


Si observamos el primer miembro de esta igualdad (2), 
veremos que aplicando el axioma de asociatividad tenemos: 
m+m'=0, y como x+0=x, tendremos: 


(+m)+(=m)=0 


х=п+т (3) 


que es lo que queríamos demostrar, es decir, que para hallar la diferencia 
entre n y m basta sumarle a n el opuesto de m (m”). Y como hemos visto que 
para hallar el opuesto de un número basta cambiarle el signo, podemos enun- 


ciar la siguiente 


Regla 
Para hallar la diferencia entre dos nú- (+ 8) — (+4) = (+8) + (-4) = +4 
meros relativos se suma al minuendo el sus- (+ 8) — (– 4) = (- 8) + (+4) = +12 


traendo, cambiándole el signo. (- 8) = (+ 4) € (= 8) EE (- 4) --19 
= == 
————/ óc8-C9-C9409--4 


Así: 


REPRESENTACION GRAFICA DE LA SUSTRACCION DE NUMEROS RELATIVOS 


Por medio de la interpretación geométrica de la sustracción de números 
relativos, podemos expresar la distancia, en unidades, que hay entre el punto 
que representa al minuendo y el punto que representa al sustraendo, así como 


el sentido (negativo o positivo) de esa distancia. 
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Para expresar la diferencia (+ 4) — (— 8) = + 12, tendremos: 


Para expresar la diferencia (— 8) — (+ 4) = — 12, tendremos: 


— —— 


A ы s 


ra ——————€— AZ, 
a р Ч 


MULTIPLICACION DE NUMEROS RELATIVOS 


Regla 


El producto de dos nümeros relativos se halla multiplicando los valores 
absolutos de ambos. El producto hallado llevará signo positivo (+), si los 
signos de ambos factores son iguales; llevará signo negativo (—), si los fac- 
tores tienen signos distintos. Si uno de los factores es 0 el producto será 0. 


Cuando operamos con símbolos literales (+2) (+3)=+6 (0) (+3)=0 
el producto es siempre indicado, bien en la (-2)(-3)246 (0) (-3)=0 
forma a X b; bien en la forma a.b; y más (+2) -3)--6 00-0 
usualmente ab. k 

Así: ^ (-2)(48)--6 

El siguiente cuadro es un medio de re- + a+ + 
cordar fácilmente la lev de los signos en la 
multiplicación de los nümeros relativos. 


REPRESENTACION GRAFICA DEL PRODUCTO DE DOS NUMEROS RELATIVOS 


El producto de dos nümeros relativos puede expresarse geométricamente 
como el área de un rectángulo cuyo largo y cuyo ancho vienen dados por 
ambos nümeros. A esta área podemos atribuirle un valor positivo o negativo, 
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segün que sus lados tengan valores de un mismo sentido o de sentidos dis- 
tintos respectivamente. 


-6 42 *2 *6 
43 +3 
-3 +3 


Llamamos potencia de un nümero relativo al producto 
de tomarlo como factor tantas veces como se quiera. Si a 
es un nümero relativo cualquiera y n2] es un número 
natural, tendremos la notación a", que se lee a elevado a la 
enésima potencia. e indica que a debe tomarse como factor n 
veces. Así: 


En la notación a" — x, llamamos potencia al producto x, base al 
número que tomamos como factor a, y exponente а л, que nos indica DE IA 
las veces que debemos tomar como factor a a. A la operación de hallar 245 — 1024 
el producto x, la llamamos potenciación o elevación a potencia. 

Ejemplo: 


En este ejemplo, 4 es la base; 5 es el exponente, y 1024 es la potencia. 


POTENCIA DE NUMEROS RELATIVOS 


Regla 
18 potencia de un nümero positivo ыешрге е$ ‚ка Га ро- 


y par: negativa si el exponente entero es impar. Así: —- 
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PRODUCTO DE DOS POTENCIAS DE IGUAL BASE 


Regla 

Para multiplicar dos potencias de igual base, 
se eleva dicha base a la potencia que resulte de la 
suma de los exponentes respectivos. Ejemplo: 


POTENCIA DE UNA POTENCIA 


Regla 
Para hallar la potencia de una potencia se mul- (Qu) qiio дот 
tiplican los exponentes y se mantiene la base primi- „ (— 23) = — 23—96 — 64 


tiva. Men EE EE 


Hay que poner especial cuidado en no confun- 
dir la potencia de una potencia, con la elevación de 
un nümero a una potencia cuyo exponente, a la vez 
esté afectado por otro exponente. Así, no es lo mismo 


(435 que (42). Ejemplo: 7 


DIVISION DE NUMEROS RELATIVOS 

Ya vimos, al tratar de las leyes formales de la multiplicación, que de 
acuerdo con el axioma VI (existencia del inverso), a todo número real a%0, 
corresponde un número real, y sólo uno, x, de modo que ax=1: Este nú- 
mero x se llama inverso o recíproco de a, y se representa por 1/a. 


El i í d ! El inverso de 4-4 es + 4 

к inverso o recíproco de un número rela- El inverso de —4 es —1 
tivo cualquiera distinto de cero tiene su mismo El i d 8 i 
signo. л inverso de — V 3 es ——— 


El inverso de +4 es +2 : 


La división es una operación inversa de la multiplicación que consiste 
en hallar uno de los factores, conocidos el otro factor y el producto. Es decir, 
dado el dividendo d y el divisor d' hallar el cociente c, de modo que se ve- 
rifique d'c — d. ! 

Recordamos que esta operación sólo es posible si d' es distinto de cero. 

Aplicando el axioma de existencia del inverso, tenemos que: 


1/d' (d'c) =1/d' d 
Sabemos que: 1/d' (d'c) = (1/4 4) с=(+1) с=с 
Eliminando queda: с= 1/d' d 
De lo cual deducimos la siguiente 
Regla 
Para dividir un nümero cualquiera d por otro nümero distinto de cero d', 


multiplicamos d por el recíproco d’ (1/4). El cociente que resulte será positivo 
si los dos números son del mismo signo; y negativo, si son de signos contrarios. 


entre 

Con el siguiente cuadro podemos recordar fácilmente la entre 

ley de los signos de la división con números relativos. entre 
entre 
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Ahora que estudiamos la división, podemos enunciar tres casos de la 
elevación a potencia de un número cualquiera. 


1) Si un número cualquiera a%0, se 


eleva a la potencia 0 es igual a +1. Así: NL LIC IL HS 


2) Si un número cualquiera 4290, se eleva a un exponente e 


negativo cualquiera — т es igual al recíproco de la potencia a", de 
eXDODEDIG A E a e 


3) La división de dos potencias de igual base es igual 
a la base elevada a la potencia que dé la diferencia de ambos 
exponentes. Así: 


UNIFORMIDAD DE LAS OPERACIONES FUNDAMENTALES CON NUMEROS RELATIVOS 


Hemos visto en las operaciones estudiadas, a saber: suma, resta, multipli- 
cación, potenciación y división, que se cumple en todas ellas el axioma de 
uniformidad. Quiere esto significar que cuando sometemos dos números rela- 
tivos a cualquiera de las operaciones mencionadas, el resultado es uno, y sólo 
uno, es decir, único. Sin embargo, cuando extraemos la raíz cuadrada de un 
número positivo, tenemos un resultado doble. Pues como veremos, al estudiar 
la extracción de las raíces, un número positivo cualquiera siempre tiene dos 
raíces de grado par,una positiva y otra negativa. 


Así: УТа-жа! porque: f (+ a)? = (+ a) (на) = +а 

(– 6) = (а) (а) = ta 

del mismo modo: V T 64 = + 8 porque:d (+8)? = (+ 8) (+ 8) = + 64 
(— 8)? = /— 8) — 8) = + 64 


POSIBILIDAD DE AMPLIAR EL CAMPO NUMERICO 


Los números reales no cierran la posibilidad de ampliación del campo 
numérico. Tal posibilidad se mantiene abierta para la introducción de nuevos 
entes, siempre que tales entes cumplan las leyes formales. Dentro de los límites 
de este texto, el estudiante todavía se enfrentará con una nueva ampliación 
del campo numérico. Se trata del número complejo, que es un par de números 
dados en un orden determinado y que está constituido por un número real 
y un número imaginario. Con estos números podremos representar un punto 
cualquiera en el plano. En el capítulo XXXII se presentará una discusión 
amplia sobre estos números. 


EL ALGEBRA EN EL ANTIGUO EGIPTO (5,000-500 los llevaron a perfeccionar la Aritmética y la Geome- 
А. C.) En Egipto, maravilloso pueblo de faraones y tría. En el Kids йына, debido al осол Алтаа 
pirámides, encontramos los primeros vestigios del de- (1650 А. C.), el más valioso y antiguo documento 
sarrollo de una ciencia matemática. Sus exigencias vi- matemático que existe, se ni ! 1 

tales, sujetas a las periódicas inundaciones del Nilo, problemas, soluciones de ecuaciones de segundo grado. 


caputo | 


SUMA 


LA SUMA O ADICION es una operación que tiene por objeto reunir 

dos o más expresiones algebraicas (sumandos) en una sola expresión 
algebraica (suma). 

Así, la suma de a y b es a+ b, porque esta última expresión es la reu- 
nión de las dos expresiones algebraicas dadas: a y b. 

La suma de a y —b es a—b, porque esta última expresión es la 
reunión de las dos expresiones dadas: a y —b. 


CARACTER GENERAL DE LA SUMA ALGEBRAICA 


En Aritmética, la suma siempre significa aumento, pero en Algebra 
la suma es un concepto más general, pues puede significar aumento o dis- 
щіписібп, ya que hay sumas algebraicas como la del último ejemplo, que 
equivale a una resta en Aritmética. 

Resulta, pues, que sumar una cantidad negativa equivale a restar una 
cantidad positiva de igual valor absoluto. 

Así, la suma de m y —n es m — n, que equivale a restar de m el valor 
absoluto de — n que es jnl. 

La suma de —2x y — 3y es — 2x — 3y, que equivale a restar de — 2x el 
valor absoluto de — 3y que es |3y]. 
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(85) REGLA GENERAL PARA SUMAR 


Para sumar dos o más expresiones algebraicas se escriben unas a con- 
tinuación de las otras con sus propios signos y se reducen los términos se- 
mejantes si los hay. 


l. SUMA DE MONOMIOS 

1) Sumar 5a, 6b y 8с. 

Los escribimos unos a continuación de otros con sus 
propios signos, y como 5а=+5а, 6b=+6b y 8c—--8c la suma será: 


El orden de los sumandos no altera la suma. Así, 5a + 6b + 8c es lo 
mismo que 5а + 8c + 6b o que 6b + 8c + 5a. 


Esta es la Ley Conmutativa de la suma. 
2) Sumar 3a?b, 4ab?, a?b, Tab? y 663. 
Tendremos: 


3a?b + 4ab? + a?b + Tab? + 603, 
Reduciendo los términos 
semejantes, queda: 
3) Sumar 3a y —2b. 


Cuando algún sumando es negativo, suele incluirse 
dentro de un paréntesis para indicar la suma; así: 


La suma será: 


3a— 2b. R. 
4) Suma 7a, — 8b, — 15а, 9b, — 4с y 8. 
Tendremos: 
Ta+(—8b)+(—15a)+9b+(—4c)+8=7a—8b—15a+9b—4c+8=—8a+b—4c+8. К. 


5) Sumar 23, žab, —2b?, —Zab, 14, — 20°. 
242 + Sab + (— 2b?) + (— Sab) + Ja + (— 5b?) 


2 1 3 1 $a lr 48 
=1a*+lab—2b* — аһ ia? – $b? = а – аЬ — 262. R. 


Mm EJERCICIO 15 
Sumar: 

i. m, 11. —11m, 8m. 18. -ix —=x9. 24. a,,—b, 2c. 

2. .m,—n. 12. 9ab, —15ab. : 4 25. 3m, —2n, 4р. 
3. —3a, 4b. 13. —xy, —9ху. 19. —-abc,—-abc. 26. a, —Tab, —5b?. 
4. 5b, —6a. 14. mn, —1limm. й $ 27. x2, —8xy, —4y?. 
5.. 7, —6. i 2 20. -4х2у, —x5y. 28. х3,-32у,:6. 

6. -6, 9. 15. <a, ==: 4 4 29. 2a, —b, 3a. 
T. --2х, 3y: gc 21 Qmn, —mn. 30. —m, —8n, 4m. 
PI cuum 22. a, b, c. 31. —Ta; 8а, —b. 
К 514: 

10. —8x, —5x. 17. Žo, tb. 23. a, —b,c. 32. In 49 -4х. 


Р Б БЕЧЕНЕ Я 
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— mR: 42. m3, —4m?n, 5m*, —7mn?, —4m?n, -53. 
6 5 43. 9x, —1lly, —x, —6y, 4z, —6z. 

—7a?, баб, 3b?, —a?. 44. 6a?, —702, —11, —5ab, 9a?, —80?. 

-1тт2, —5m, 17mn?, —4m. 45. —x*y*, —5xy*, —45*, ху, —8, x*?*. 

x, —8x%, 9, —Tx*, 4x*y. 46. 3a, n2 —4, —b, – а, 6. 

5х2, 9xy, —6xy, Ty?, —x?. 


—8a?b, 5ab?, —a?b, —11ab?, —7b3, 47 5х2, xy M. -=> xy, 232, 55°. 
тз, —8m?n, 7тт2, —n3, Тт2т. 48. 5a*, —6a*+1, 8a**?, ах+1, 5ax+1, —5a*. 
8 2 1 1 
193b ie vb 6. 49. Y Ys — уху, ors Бу. 
а, —3b, -8с, 4b, —a; 8с. 50. Cab, гай, —--а%Ь, тай, a?b, — ab, 


Il. SUMA DE POLINOMIOS 


1) Sumar a— b, 2a--3b —c y -4а-55. 

La suma suele indicarse incluyendo 
los sumandos dentro de paréntesis; así: 

Ahora colocamos todos los términos de estos polinomios unos a conti- 
nuación de otros con sus propios signos, y tendremos: 

a—b+2a+3b-c-4a+5b=—a+Tb—=c. К. 

En la práctica, suelen colocarse los polinomios unos debajo de los 
otros de modo que los términos semejantes queden en columna; se hace la 
reducción de éstos, separándolos unos de otros con sus propios signos. 


a— b 
Así, la suma anterior 2a --3b — с 
se verifica de esta manera: — 4a + 5b 
— а+171Ь—с. R. 
2) Sumar 3m —2n + 4, 6n+4p-5, 8”-6 y т-т-4р. 
Tendremos: 3m-— 2n +4 
6n +4p-5 
і 8n -6 
m- n— 4p 
4m + lln -1. R. 


(86) ткиквд DE LA SUMA POR EL VALOR NUMERICO 

Se halla el valor numérico de los sumandos y de la suma para los mis- 
mos valores, que fijamos nosotros, de las letras. Si la operación está co- 
rrecta, la suma algebraica de los valores numéricos de los sumandos debe 
ser igual al valor numérico de la suma. 


бэ oi боо» 
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Ejemplo 


Sumar 8a—3b-4-5c—d, —2b+c—4d y — За + 5b — c y probar el resultado 
por el valor numérico рага a = 1, b—2, c—3,d— 4. 


Tendremos: Ва – 3Ь + 5с – d= 8— 6-15- 4= 13 
—92b-F c—4d- = 4+ 3—16— — 17 

-Зач55- c =-3+10-— 3 - 4 

5a + 5c — 5d 5 +15—20= 0 


La suma de los valores numéricos de los sumandos 13 — 17 +4 = 0, igual que el va- 
lor numérico de la suma que también es cero. 


M- EJERCICIO 16 


Hallar la suma de: 


3a+2b—c; 2a+3b+c. 7. —7х—4у+62; 10x—20y—82; —5x+24y+22. 
Та--45--26: —Ta+4b—6c. 8. —2m+3n—6; 3m—8n--8; —5m+4n-—10. 
m-4n—p; —m—n+p. 9. —5a—2b—3c; Ta—3b+50; —8a+5b—30c. 
9x—3y +5; —x—y+4; —5x-F4y-—9. 10. ab+bc+cd; —8ab—3bc—3cd; 5ab+2bc+2cd. 
a--b—c; 2a4-2b—2c; —3a—b--3c. 11. ax—ay—az; —bax—'[ay—6az; 4ax--9ay--8az. 
p+q+r; —2p-6q+3r; p+5q—8r. 12. 5х—7у+8; —y+6—4x; 9—3x48y. 

18. —am+6mn-4s; 6s—am—5mn; —2s—5mn--3am. 


14. 2a+3b; 6b—4c; —a+ 8c. 

15. 6m—3n; —4n+5p; —m—5p. 

16. 2a+3b; 5c—4; 8a+6; 7с—9. 

17. 2x—3y; 524-9; 6x—4; 3y—5. 

18. 8ga+3b—c; 5a—b+c; —a—b—c; Ta—b+4c. 

19. 7x+2y—4; 9y—6z4-5; —y--3z2—6; —5+8х—3у. 

20. —m-—n-—p; т+2п—5; 3p—6m-r4; 2n+5m-8. 

21. 5a*—3a"—'(a"; —8a*4-5a?»—9a^; —11a*4-5a"-4-16a^. 

99. :6т®%+1—7т*+2—5т* + 3; 4 0551-4175 + 2—8 +3; —5m?*1-4-3m* + ?--19m* * 9, 
23. 8х+у++и; —3x—4y—2z-3u; 4x+5y+32—du; —9x—y+2+2u. 
24. a+b—c+d; a—b--c—d; —2a+3b—2c+d; —3a—8b--4c—d. 

25. 5ab—3bc+4cd; 2bc+2cd—3de; 4bc—2ab--3de; —3bc—6cd—ab. 
26. a—b; b—c; c+d; a—c; c—d; d—a; a—d. 


3) Sumar 3x?—4xy--y?, —5xy+6x?—3y? y – 6у2— 8ху — 9х2. 


Si los polinomios que se suman pueden ordenarse con relación a una 
letra, deben ordenarse todos con relación a una misma letra antes de 
sumar. 


3х2 – 4xy y 
Así, en este caso vamos a ordenar en orden 6x?— 5xy—3y? 
descendente con relación a х y tendremos: 77 —9x*— 8ху-6бу 


—1ix)-—859. R: 


np ae py y 
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4) Sumar 
ab — bi + абз, — 2a?b? + 4ab? +2bt y 5a*b — 4ab? — Ga?b?— bt — 6. 
ab + ab?— bt 
Ordenando con relación a la a — 2a?b* + 4ab? + 2b* 
s da LLL Bea 0 . Sab — 6a*b? —4ab? — b*—6 
6a?b — 8a*b? + ab? —6. R. 
Ææ EJERCICIO 17 
Hallar la suma de: 
х2--4х, —5x-x?. 8. 3х-+-х3; —4Ax?-F5; —x94-4x?—6. 
a?+ab; —2ab+b?. 9. x2—3xy+y?; —2y?+3xy—x?; x2+3xy—y?. 
x*--2x; —x?+4. 10. a?—3ab+b?; —5ab-ra?—b?; 8ab—b?—2a?. 
a*—3a?; а2--4а. 11. —7х2+5х—6; 8х—9+4х2; —7х+14—х2. 
—х24+3х; x9--6. 12. а8—4а+5; `а8—2а2+6; а2—7а4+4. 
x?—4x; —7х+6; 3x?—5. 13. —x?-x—06; х3—7х245; —x?--F8x—5. 
т?+тп?; —3mn+4n?;, —5m?—5n*. 14. 08-48, 5a?b—4ab?; ad—7ab2—b3, 
15. x*cFxy*d-y5; —5x*y--x3—y*; 2х2—4х)2—5у2. 
16. —7т?п-+-4п3; m3--6mn?—n*?; —m3+7m2n+5n8. 
17. xi—x?-kx; x3-4x245; 7х2—4х+6. 
18. a*-a$--6; a5—3a5--8; a?—a?—]14. 
19. х°+х—9; 3xí—'7x?--6; —3x9?—4x--5. 
20. a3+a; а2--5: 7а24-4а; —8a?—6. 
21. х*—х2у2; —b5x5y--6xy5; —4xy9--y*; —4х2у2—6. 
22. ху+х?; —Ty?44xy—x?; 5y?—x?-F6xy; —6х2—4ху+у2. 
23. ad—8ax?+x*; За х-бах2-х3, 3a?—5a?x—x*; a9--14ax?—x?. 
24. —8a?m-4-6am?—m?; a?—5am?-4-m3; —4a?--4a*?m—3am?; Ta*m—4am?—6. 
25. x5—x$*y?—xy'; 2х5у--3х2)2--у5, 3x5y?—4xy*—»95; x5+5xyt+2y5. 
26. a^--a9--a?; a*--a?--6; 3a?--5a—8; —a5—4a*—5a-4-6. 
27. a*—b*; —a*b-ra?b?—ab*; —3a*--5a*b—4a?b?; —4a5b-4-3a?b?—3b*. 
28. m?—n?--6m?n; —4m?n--b5mn?--n?; m?*—n?*--6mn?; —2m3—29m?n-4-n3. 
29. a'—3a*-; 5a*--6a* 3; Тах-3--ах-5, ах-1-418ах-3, 
30. а*+?—ах+а*+1; —3a** 3—g*-1--q*-?: —4Q*4-4a* * 3—5a* *?; ах-ї--ах-2--ах * 2, 


(87) SUMA DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES FRACCIONARIOS 


1 2 1 3 3 1 E d 
1) Sumar сх + 2 ¿xy +3, т Y” p. 


Tendremos: 


1 17 
t A 


1 1 р Y 15 
je ын ¿y + ¿xy? + T —2. R. 


SUMA 9 
æ- EJERCICIO 18 "n 


Hallar la suma de: 


1. e + xy; E = jt. 

3. a? + zab; — žab +02; —iab — 102, 

3. х2 +Žxy; —ху+у% -15) +. 

4. qa – 55°; — ху T xy * Y 

b. та? +Zab – 62; za? — аЬ +$5% = ža? + саһ – 2. 

e феер po peras do pet 

T. а — за +b; ca?b — ab? — 28; 1048-1085 — 203, 

8. x*—x? 5; 7x0 —ix—8; хі 4 2x0 — ix. 

9. mi — mn? + 213; т?п + mn? — 2n; т-2 n — n3. 
10. х*+2х°у°+ ту; -16 + =х®у? -1ху - 295 -1х9 —ixiyt t t 
1. x*— 2х8 + exi —8x5-F xt E =x; = zx Е E = qx; = 2х3 + sx 4. 
12. саз + гах? - х8; - тайх - Tax? — сав, - зай T гайх - гах, 


8: 3 1 3 5 Vn 

13. a*'—a*-ra*; aaa; —qat— ¿04 6; — 2a — 6. 

14. x5—y5 ¡qady? — xy! — 699; ¿ty — qty — iyo; Dry — žy? — у, 
m- EJERCICIO 19 s 


Sumar las expresiones siguientes y.hallar el valor numérico del resultado 
para а=2, b=3, c=10, x=5, y=4, m-i, n=> 


1. 4x—5y; —3x+6y—8; —x-+y. 

2. x?—5x-8; —x*+10x—30; —6x?--5x—50. 

3. х*—у*; —5x*y*—8-4-2x*; —4x'4-7x*y --10xy*. 

4 3m—5n+6; —6m--8—20n; —20n+12m-12. 

Б. nx+cn—ab; —ab--8nx—2cn; —ab+nx—5. 

6. a*--b?; —3a?b--Bab?—b3; —5a*—Gab?--8; 3a?b—2D3. 

7. 21т3--1258: -9т2п--25т” 2: —14mmn?—8; 11mn?+10m2n. 
8. xiy +m; 2х5:1-- 2y*-2—9m*-*; 3y*-?—9m*. 

9. nN Aim 348; —5n*'-—3m*—--10; 405:14-5тх3-18, 

10. х3у-ху!--5, x*—x?*y*--5x*y—6; —6xy*--x*y*--2; —y'--3xy*4-1. 


3 AA 142 1 
11. A+ a —ab+-b?; -%5—-;®°. 
9 25 i 1. 5 1 1. X. as 
12. SW P ав ч —15тп+-; или =" 30mn-4-3. 
Es A E EN A O 
13. -**%т—-усп—2; -°®%т+6—тсп; bim+ gents 2en = ,U?m. 


14. 0.2a*--0.4ab*—0.5a?b; —0.8b3--0.6ab?—0.3a?b; —0.4a34-6—0.8a*%b; 0.243 
7-0.953--1.5a?b. ч 


ЉС... с 


EL CALCULO EN CALDEA Y ASIRIA (5,000-500) 
А. C.). No ha sido sino recientemente que se ha 
puesto de manifiesto la enorme contribución de los 
caldeos, asirios y babilonios al acervo matemático de 
la Humanidad. Ён tablillas descifradas hace muy poco 


tiempo (1930), figuran operaciones algebraicas con 
ecuaciones de segundo grado y tablas de potencias 
que requieren un dominio de la matemática elemen- 
tal, pero no supone esto que los caldeos tuvieran 
toda una concepción abstracta de las matemáticas. 


сартшо | 


38 LA RESTA O SUSTRACCION es una operación que tiene por obje- 
to, dada una suma de dos sumandos (minuendo) y uno de ellos (sus- 
traendo), hallar el otro sumando (resta o diferencia). 
Es evidente, de esta definición, que la suma del sustraendo y la dife- 


rencia tiene que ser el minuendo. 


Si de a (minuendo) queremos restar b (sustraendo), la diferencia será 
a—b. En efecto: a— b será la diferencia si sumada con el sustraendo b 
reproduce el minuendo a, y en efecto: a — b + b = a. 


(39) REGLA GENERAL PARA RESTAR 


Se escribe el minuendo con sus propios signos y a continuación el 
sustraendo con los signos cambiados y se reducen los términos semejantes, 


si los hay. 


1) De —4 restar 7. 


Escribimos el minuendo — 4 con su propio signo TALAR 
y a continuación el sustraendo 7 con el signo cambiado |. . ! 


y la resta será: —— ——— 


En efecto: —11 es la diferencia porque sumada х ndi dex 


con el sustraendo 7 reproduce el minuendo — 4: 


46 


RESTA © 47 
2) Restar 4b de 2a. 

Escribimos el minuendo 2a con su signo y a continua- 
ción el sustraendo 4b con el signo cambiado y la resta será: 
En efecto: 2a —4b es la diferencia, porque su- 

mada con el sustraendo 4b reproduce el minuendo: 


3) Restar 4a?b de — 5a*b. 

Escribo el minuendo — 5a*b y 
a continuaeión el sustraendo 4a*b 
con el signo cambiado y tengo: 
— 9a*b es la diferencia, porque sumada con  — 9a?b + 4a?b = — 5a?b. 
el sustraendo 4a?b reproduce el minuendo: 

4) De 7 restar — 4. 

Cuando el sustraendo es negativo suele incluirse den- 
tro de un paréntesis para indicar la operación, de este mo- 


do distinguimos el signo — que indica la resta del signo — 
que señala el carácter negativo del sustraendo. Así: 


1-(-4)=7+4=11. R. 


El signo — delante del paréntesis está para indicar la resta y este sig- 
no no tiene más objeto que decirnos, de acuerdo con la regla general para 
restar, que debemos cambiar el signo al sustraendo — 4. Por eso'a conti- 
nuación del minuendo 7 escribimos + 4. 


5) De 7х3у* restar — 8x*y*. 

Tendremos: 7x*y* — (— 8x3y*) = 7х%у* + 8x*y! = 15x*y*. К. 
6) De —¿ab restar — łab. 

Tendremos: —jab—(—¿ab)=—jab+3ab=Jjab. R. 


CARACTER GENERAL DE LA RESTA ALGEBRAICA 


En Aritmética la resta siempre implica disminución, mientras que la 
resta algebraica tiene un carácter más general, pues puede significar dis- 
minución o aumento. 

Hay restas algebraicas, como las de los ejemplos 4 y 5 anteriores, en 
que la diferencia es mayor que el minuendo. 

Los ejemplos 4, 5 y 6 nos dicen que restar una cantidad negativa equi- 
vale a sumar la misma cantidad positiva. 


ю- EJERCICIO 20 


De: 
1. —8 restar 5. 6. 2a restar 3b. 11. —9a? restar 552. 
2.-1 5 4. T. 8b » 2, 12. —7xy »  —b5yz 
3. 8 3 11: 8. 4x m 6b. 13. 3a " 4a. 
4. —8 9 —11. 9. —5a 33 6b. 14. 11m? ^ 95m? 
5. -1 Em —9. 10. —8x ” —3. 15. —6x?y ” —х?%у. 
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16. 11a*m?restar —7a?m?. 22. ба" restar —ба". 27 -i restar 4, 

17. —8ab? » —8ab?, 23. —45а*—1 M —60a*-1 28 xd 25 

18. 31x*y » -46х2у. 94. 54b»-1 —86b»-1 187, " =$ 

19. —84a?b ,  —84a?b б 29. 4, m 

20. Barr, 5bx+2, 25. —35m* — , — —60m*. тэ E LA 

21. —8x*+2 |, 11. 26. 5 »” р 30. ——ab? „ а. 

Restar 
Б 3 de  —2. by —a de 3a. 55. 54a**? de  —85a**? 
=] » Ч. —3b ” —4b. 

33. —5 ww 4. 45. lls? „ 54x3, 56. —6a я 3 

34. —4 " 5. 46. 14ab , T8a?b. 

36. —7 » =i. 47. —43a*y „ —54а?у. 57. —5 "nma 

36. —5 " 2a 48.  9ab » —ab. 5 

37. b »  -—3x. 49. —31x »  —81x5. 3 шаа 

а гэн H =2n 50. a* 54 ” --8ах. 58. "ши » 19^ 5 
» —6a m 3b 51. —'[a**1 » 38110571. o 5 

40. —5a* . Ub 52. 9m* 5 105т' 59. – 50202 „ a5. 

41. —9 ” —7а. 53. 18a*1 n —31a*-, " 

42. —25 hs 25ab. 54. —19m* »  -996m* 60. 45% „ -тса 


11. RESTA DE POLINOMIOS 


Cuando el sustraendo es un polinomio, hay que restar del minuendo 

cada uno de los términos del sustraendo, así que a continuación del 
minuendo escribiremos el sustraendo cambiándole el signo a todos sus 
términos. 


Ejemplos 


(1) De 4x — 3y + 2 restar 2x + 5z — ó. 
La sustracción se indica incluyendo el sustraen- 
do en un paréntesis precedido del signo —, ай---9 
Ahora, dejamos el minuendo con sus propios sig- 
nos y a continuación escribimos el sustraendo 
cambiándole el signo a todos sus términos y ten- 
dremos: 


Reduciendo los términos semejantes, tendremos: 


En la próctica suele escribirse el sustraendo con sus signos peman debo- 
jo del minuendo, de modo que los términos semejantes queden en columna y 
se hace la reducción de éstos, separándolos unos de otros con sus propios signos. 


” 4x —3y + z 
Así, la resta anterior se verifica de esta manera: ———9 — 2х — 52+ 6 


2х — 3у:—42 4-6; R. 


ON Pra Go po pa 


RESTA e 49 


PRUEBA 

La diferencia sumada con el sustraendo debe dar el minuendo. 

En el ejemplo anterior, sumando la dife- 2x — Зу — 4z + 6 

rencia 2x — Зу — 42 + 6 con el sustraen- 2x + 52 —6 

do 2х + 52 — 6, tendremos: 4К--3) 4 2 (minvénda): 
(2) Restar — 4a*b — ab? + 6a?b? — a?b* — ЗЬ de 8а*Ь° + a^ — 4a?b! + babë. 

Al escribir el sustraendo, con sus signos cambiados, debajo del minuendo, 

deben ordenarse ambos con relación a una misma letra. 

Así, en este caso, ordenan- аб + 80352 — 4a?b* + 6ab^ 

do en orden .descendente + 4о5Ь - 6a?b* + а?Ь* + ab^-F3b* 

ión а la a ten- - 
соп relación а la а lem X e ab E 6858-6086 — ЗӨВ, + Jobi R 
4 ска suma- g6.L 4а5Ь + Bab? — 6o*b* — 3a?b* + Zab5 + 3b* 
а con el sustraen- — 4а5Б + 6adb3— a?b* — ab5— 3b9 

do, debe darnos el кй > 

minuendo: "АМ + 84552 — 4a?b1 + баЬ® (minuendo). 
(3) Restar — 8a?x + 6 — 5ax? — х? de 7a? + 8o?x + 7ах? — 4 y probar el resul- 


tado por el valor numérico. 
7ах2-- 8a?x + 705 — 4 
Efectuemos la resta ordenando con relación x*-- бах? + 8a?x = 6 


a la x: х5 + 12х24 1602х +708 — 10. R 


La prueba del valor numérico se efectóa hallando el valor numérico del mi- 
nuendo, del sustraendo con los signos cambiados y de la diferencia para 
un mismo valor de las letras (el valor de cada letra lo escogemos nosotros]. 
Reduciendo el valor numérico de minuendo y sustraendo con el signo cam- 
biado, debe darnos el valor numérico de la diferencia. 


Así, en el ejemplo 7ах? + 8a?x4-7a?— 4 = 28-16-7- 4= 47 
anterior para a=1, A+ бах? + 8a?x - 6 = 8420-416 - 6-38 


x=2, tendremos: // х3 + 12ax* + 160%x + 7a? — 10 = 8--48-4- 32-7 — 10 — 85 


W- EJERCICIO 21 


De: 
a+b restar a— b. 9. х7-х2--0 restar 5x?—4x4-6. 
2x—3y restar —x--2y. 10. y?+6y3—8 restar 2y1—3y?-F6y. 
8a--b restar —3a-4-4. 11. a*—6ab?--9a restar 15a?b—8Ba--5. 
x?—3x restar —5х+6. 12. x*+9xy?—11y* restar —8x%y—6x*y*4-20y*. 
aó—a?b restar 7a?b+9ab?. 13. a+b+c—d restar —a—b+c-d. 
x—Y+2 restar x—y-4z. 14. ab+2ac—3cd—5de restar —4ac+8ab—5cd+5de. 
X--y—z restar —x—y-+2. 15. x$5—9x-F6x?—19 restar —11x?--21x—43--6x?. 


x?-py?—3xy restar —y?--3x?—4xy. 16. y?—9y*--6y?—31 restar —11y*+31y*—8y*—19y. 


17. 5m?—9n?--6m?n—8mn? restar 14mn*-21m*n+5m*-18. 

18. 4x3%y—19xy3+y*—6x?y? restar —x1—51xy9--32x?y?—25x*y. 
19. m*+m%n?—9m*2n*+19 restar —13m?n?--16mn?—30m*?n*—61. 
20. —a5b--6a?b?—18ab5--42 restar —8a9--959—11a*b5?—11a?b*. 


- 


€ «0 9o 7-319» a a он 
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21. 1—х?+х*%—х%+3х—6х° restar —x9-4-8x1—30x?-4-15x—24. 
22. —6x*%y948x5—23x%y+80x%y?—18 restar —7y54-9xy*--80—21x*y?—51x* "d 
23. m$5—8m*n?--2]m?n*--8—6mn* restar —23m*n-4-14m?n?—24mn?--8n9—]14. 
24. x'—8x4c16x5—23x?—15 restar —8x9-4-25x1!—30x?--51x—18. 
25. 9a*—15a*b?4-31a?b*—b$--14 restar 25a5b—15a:5?--53a*b?—9ab5--3b9. 
20. ах+-ах+1—а4х +2 restar ba*—6a* *1—aq**2, 
27. m*—m*---3m*-? restar 3m^*!—4m*4-5m?—?--8m*-?., 
28. am»*4—"7g7-*?—8gm--6a0"-! restar —5a"*3—]4a7-*?—]]a" *1—8qm-1, 
29. x"*?—'x*--9x*-1--25x*-? restar —11x^*!--19x^4-45x*-! J-60x*-*. 
30. m"^*!—6m*-?--8m^-35—19m*?—5 restar 8m"+5m"24+6m"34+m"49m"5, 
Mm EJERCICIO 22 
Restar: 
a—b de b—a. 11. m?—n?—3mn de —5m?—n?--6mm. 
x—y de 2х--3у. 12. —x*—x-F6 de —8x*-F5x—4. 
—5a+b de —7а+5. 13. m*+14m*+9 de 14m?—8n--16. 
x2—5x de -х2-6. 14. ab—bc+6cd de 8ab--5bc--6cd. 
х3-ху? de x?y4-5x)?. 15. 25a?b—8ab?—b? de a?—9a?b—b?, 
6a?b—8a* de Ta?b+5ab?. 16. xy?—6y*--4 de 6x?—8x?y—6xy?. 
a—b+2c de —a+2b—3c. 17. m?+7n—8c+d de mi-ón+11c+14. 
т—п+р de —3n+4m+5p. 18. Ta*b--5ab?—8a?b?--b* de 5a*+9a*b—40ab3+6b1, 
—x4y—z de x43y—6z. 19. 6х8-9х--6х2-1 de х5-8х4--25х2--15. 
3a*+ab—6b?* de —5b?--8ab-ka?. 20. x5—x*y9--6xy'*--25y* de —3xy*—8x*9?—1955--18. 
21. 25x--25x3—18x*—11x5—46 de x?—6x4-8x?—9-4-15x. 
22. S8a*b--a?b?—15a*b?—454ab*—8 de a^—26a?b?--8ab1—D5-4-6. 
23. 23y*+8y*—15y5—8y—5 de y"--y*--y?4 9. 
24. 7х'+5х5—23х%+51х+-36 de x5—x9--3x*—5x?—9. 
25. y*—60x159--90x*y*—50xy9—x?y5 de x'—3x59?--35x199—8x?y54-60. 
26. a**3—5a**1—6a* de a**3—8a**1—5. 
27. 8a"-4-5a^-?4-7a^--a?-* de -80 -4-16а"-4--15а"-2--а8:3, 
28. 3lx**i—9x*'*t?—x**5—18x*7-1 de 15x**3--5x* *?—6x*--41x*. 
29. 120"-2-д49-1-а8--8а2-4 de 9q"-1—2]1a"-24-26a"-54-14q5. 
30. —m***—6m**1—23m**?—m*? de —15m**54-50m** 1—14m*—6m*- -8m*2. 
1 
(4) De 1 restar x* +x + 5. —-5—x—x* 
—4—x-—x* R. 
x*-F x5 
El sustraendo х? + х 4-5 sumado con la di- 2348-15-44 
ferencia'—4 —x —x? nos da el minuendo: — — 
1 (minuendo). 
(5) Restar 9ab* — 11a*b + 8a?b? — b* de at — 1. 
Tendremos: at -1 
11la3b — 8a*b? — 9ab? + bt 
at + lla?b — 8a?b? — 9ab* + bt — 1. В.. 
W EJERCICIO 23 
De: 
1. 1 restar a—1. 3. —9 restar 3a--a?—5. 5. 1 restar a?—a?b -ab?. 
2. 0 restar 4—8. 4. 16 restar 5xy—x*?--16. 6. x? restar —x5—8x?y—6xy?. 
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7. аз restar —8a*b+6a0*—b3, 

8. y* restar -0х2у--7х2)7-8ху. 

9. mi restar a?m—a*4-,a?m?—18am?-4-5m*. 

10. 16 restar b—a--c4-d—14. 

11. x?—1 restar ху+)#. 

12. a?4-6 restar 5a?b—8ab?4-b?. 

13. Restar —5x?y--17xy?—5 de VHS 

14. Restar 9x*y—15x)3—8x?y? de х*—1. 
15. Restar “114464-90258-1 Ga*b? Aab* de a54-b5. 
16. Restar 5x?—25x de x*+x?+50. 

17. Restar 9y5417y'—y*--18y? de y9--y—41. 

18. Restar —15a5b--17a3b3—14ab5—b* de a9--9a*b?--a?b*. 
19. Restar —x*4-5x—34 de xi+x3-11x. 

20. Restar m?n--7mn?—3n? de m*—1. 


(42) gesta DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES FRACCIONARIOS 


| Ejemplos | 


3 1 2 3 1 
(1) De a == PE Y a. 
Tendremos: Se 


$254, 2 
27o 4^ yt РУК?" 


Эг Жн ® 
zd л 2ху2 + гу R. 


(2) Restar — 4a?b? — аЬ + заль —9 de — cob + ža?b? — 8. 
Tendremos: sob? — “ab —8 
4b? — 20224 Lob 9 
4a*b* — гаЗь?— zob + 1, OR 


mM EJERCICIO 24 


De: 
1 1 1 2 1 ? 4 2 1 
43-43 EN I NAMES 2р9 WIL 7. md па ыр чиг, 
1. -ра! restar — 7a? — ab + -cb*. 4 74 — b restar та + o > 
4 2 5 5 3 5 1 
2 — haya LS Si 4. 
2. 15 restar —xy гу — 4 5. ¿xy? restar —xy + 15) 


3 3 1 2 5 2 = 1 3 1 
—bc restar — —ab + —bc — —cd. —m? -+ —n? restar — т?п + —mn? — —n?. 
5 4 6 n n И] 2 8 5 


Ax 


хэ 


ые E E г::5:88 P PERLE MEC 
;4* + ab —--b? restar a? 4-74 87 
3 5 1 3 538 
—xy2 $ — 2 ES 2 ——xy. 
8. х? + xy y" restar PE + 2у mj 
5 
9 +4 => ТӨВ ЙГ ОЧ) 


1 4 89.2 5 í М 
3 + —mn? — ^—-п3 аг — m2 MO MEA 
10. т + nn ,? restar — =-т?п + = + ^ 


1. Me Ž хзу - Lys + 2% restar х? + ty — xy + y 


5 


2 3 T 8 а. SEDE р] ыс 
12. ч°»°?—ъ°©+у@ restar x RE 1 + 


W- EJERCICIO 25 


Restar: 
1. Ža? de Ža? — Ža. 4 Ža—Żb+ŻŽc de a+b- c. 
2. та – 20 de 8a + 6b — 5. 5. m+mn-— р de т + п + p. 
3. а?у de хз + 22у — 6. 6. 4 — саһ +6 de Ža?b + Таһә – >. 
7. -mt + т? n? — 2 тп? ае men + E ment + mn? — 6. 


EP — OEA AAA 


T 23 ia 1 2 dis 4.) NM 
8. xt y хуулан! de ey тау quu y Puy eost. 


: e7 3 2 5 1 1 7 2 
10. ээг Xon + qu Lx ЭР E 6 de y == Y + A j'í— A. 

2 1 3 a 5 
11. — ¡e + int — nin? +3 ment —=— de Ž min? — mni + rs nê. 


: 2 5 e + с? asas саадыг Т A 
18. — ed + ds — A ctgt + Lodi de e ed — ld tl cd? + cd — 35. 


æ- EJERCICIO 26 


Efectuar las restas siguientes y hallar el valor numérico del resultado 


sli 


para a=1, b=2, c=3, x 24, y=5, m=>, n= 
De: 

a?—ab restar 3ab4-D?. 

a?--b? restar —5a?b-4-Gab?—9b23, 

E restar Lb -Že a. 

3m?—5n? restar m?--8mmn-4-10n?. 
x:—18x?y?--155* restar —16x3y—6xy3+9y1. 
a?—'[am?--m? restar —5am?--8a?m —5m3. 


2 1 1 1 1 
--а2 EH 08 2 Macy “© - 
ҮН габ 2? restar —a +ab Td 5 


9 73 m9 р юм 


2 E x 4 1 1 1 
—m?n + —mn? — —n? restar — m? — —m?n — mmn? — 3, 
3 4 2 6 4 2 
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Restar: 
9. а*62—5азьз de a5—3a2b*--b5. 11. 11a?b—9ab?--b? de аз. ` 
10. 15ab de —ab+10mn—8mx. 12. Ix Ix de 2,4, 


з 3 1 
13, 25-38 y de x*4- ад) - ху. 


14. ах — 9aq*3-r ax? de ax. arg 4 gr, 
5 в 


SUMA Y RESTA COMBINADAS 


(43) SUMA Y RESTA COMBINADAS DE POLINOMIOS 
CON COEFICIENTES ENTEROS 


Ejemplos 


(1) De a? restar la suma de 3ab — 6 y За? — 8ab + 5. 


3a? — 8ab 4- 5 
Efectuemos primero la suma: 3ab — 6 
3a? — 5ab — 1 
2 
Esta suma, que es el sustraendo, hay que restarla de о? que 2 392 бар] 
es el minuendo, luego debajo de o? escribo 3a? — 5ab — 1 —————— 
con los signos cambiados, y tendremos: —20%+5 +1. Е. 


(2) De х%—4х°у-+„5у$ restar la suma de —x3+5x2y — бху? + уз соп 
—6х?у + 9xy? — 16y3, 
— х8 + 5х2у — бху? + y? 
Efectuemos primero la suma: — 6x?y + 9xy? — 16y3 


== 03 Sy, 


Esta suma, que es el sustraendo, tengo que restarla x$ — 4x? + 5у® 
de х — 4x?y + 5y* que es el minuendo, luego de- х3 + х?у — 3xy? + 15y? 
bajo de este minuendo escribiré el sustraendo con 3 "o " 
los signos cambiados y tendremos: 2x* — Зх?у — Зху? + 20у%. R. 


(3) ре la suma de х? + 4x? — 6 y — 5х2 — 11х + 5 restar x* — 1. 


x8 + 4x2 -6 
Efectuemos la suma: — 5х2 = 11х + 5 


х8 — х2 — 11х— 1 
: ; х3 — х°—11х—1 
Esta suma es el minuendo, luego debajo de ella es- 


33 ; Я — xt E 
cribiré el sustraendo x* — 1 con los signos cambia- 
dos y tendremos: — хе х8 — х2 — 11х R. 


54 0 


pal m @ 
tor с осот С› л > CO tO ES 


[un 
9o 


14. 


ALGEBRA 


EJERCICIO 27 


De a? restar la suma de ab-Fb? con a?—5b?. 

De 1 restar la suma de a+8 con —a+6. 

De —7х2у restar la suma de 4xy?—x? con 5x?y--y*. 

De 5m* restar la suma de —3m?n--Amn?—n? con 3m*n—4mmn?45n?. 
De ба restar la suma de 8a4-9b—3c con —7a—9b--3c. 

De a--b—c restar la suma de a—b--c соп —2a4-b—c. 

De m—n-p restar a suma de —m+n—p con 2m—2n--2p. 

De x?—5ax--3a? restar la suma de 9ах-а2 con 25x?—9ax-4-1a?. 

De a?—] restar la suma de 5a?--6a—4 con 2a?—8a-4-6. 

De x*—] restar la suma de 5x?—9x?--4 con —11x*—'7x?—6x. 

De a?--b? restar la suma de —7ab5?--35a?b—11 con —7a?--8ab?—35a?b-i-6. 
De n5—'Tn?--4n restar la suma de —11n*+14n2?—25n+8 con 19n?—6n* 
+9п—4. 

De aí$—8a?m?--m* restar la suma de —6a?m--5am?—6 con 7а*—11а2т? 
—5a*m —6m*. 

De x5—30x*y?--40xyi--y? restar la suma de —4x*y--13x?y?—9xy* con 
—6x5-F8x5y?--xy*—2y5. 

De la suma de a+b con a—b restar 2a—b. 

De la suma de 8x+9 con 6y—5 restar —2. 

De la suma de x?—6y? con -Тху--40у2 restar —9у2+16. 

De la suma de 4a?+8ab—5b? con a?+6b?—Tab restar 4a?--ab —b?. 

De la suma de x3—y3 con —14x?%y+5xy? restar —3x*+19y*. 

De la suma de xt—6x?y?+y* con 8x?y?--31y* restar xi--2x*y?--32y!. 

De la suma de ni—6n5+n? con 7Tn3—8n—n*-6 restar —3ni-n*-8n94109. 
Restar e dnd de la suma de a?—3a?b?--6ab* con 22a*b--10a?b? 
—11ab:—b5. 

Restar 5—m* de la suma de —5m?--4m?—2m con —m?--8m--4. 

Restar —4 de la suma de 7a?—11ab-4-b? con —Ta?+11ab+b?—8. 

Restar a—b—2c de la suma de 3a—4b+5c; —7а+80—11; -а-25--1с. 
Restar at-3a3+5 de la suma de 5a?-2-14a?—19a--8; а5+9а—1 y —a*--3a?—1. 
Restar la suma de mí-410m?n?--15n* con —11m?n—14m?n?—3mmn?-mn* 
de 6m*--1m?n?--8mn?—n*. 

Restar la suma de 4a54-4a?b?--8ab:—b5; —Ta*b--15a?b9—25ab*--3b5 y 
—b5ab*--3a?b5—a3b? de 3a5—6a?b?—21ab*—6. 

Restar la suma de x54-y5 соп 3x*y--21x5y?--18x?y9—y5 de x5--32x1y—26x5*y? 
T18x?y3—2xyt4-y5. 

Restar la suma de 3a*4-0a* con a*—7a*--ra*-? de 8ах + 2—7ах+1—ах 
+12, 


(4) Restar la suma de 5х*у2 + 6x?y* — 5y% con — 3x9 + x?y* — 11у de la suma 
de x9 + 2x?y* — уб con — 4xty? + 3x?y* + 3y*. 


5х%у? + 6x2y* — Бу? 
Efectuemos la primera suma que será el — 3х6 + х?у* — ily’ 


sustraendo: — 3x8 + 5xty? + 7x?y* — 16y* 

хб 42x?y* — y$ 
Efectuemos la segunda suma que seró el mi- — Axty? + 3x?y* + Зуд 
P FCR UMEN лелер a 


x9 — 4х*у? + 5xy* + 2y9 
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6 — 4x 2,4 в 
Como esta suma es el minuendo escribimos debajo ад ан he T 25. 3 id 


de ella, con los signos cambiados, la suma anterior 
que es el sustraendo y tenemos: Г 4х8 —9х%у? — 2x*y* + 18у°. К. 


m- EJERCICIO 28 

1. De la suma de х2--5 con 2x—6 restar la suma de x—4 con —x4-6. 

2. De la suma de 3a—5b--c con a—b—3c restar la suma de 7a--b con —8b—3c. 

3. De la suma de x?--] con 5x?--7—x? restar la suma de 9x+4 con —3x?—x4-1. 

4. De la suma de a*+] con 28-41 restar la suma de at+2 con a—2. 

5. De la suma de ab--bc--ac con —Tbc+8ac—9 restar la suma de 4ac—3bc 
+5ab con 3bc+5ac—ab. 

6. ` : la suma de a?x—3x? con a%+3ax? restar la suma de —5a?x+1lax? 
—11х3 con a?--8x3—4a?x--6ax?. 

7. De la suma de x*+x2—-3; —3x-F5—x?; —5x?-F4x--x* restar la suma de 
—[x9--8x?—3x--4 con x*—3. 

8. De la suma de mí—n*; —7mn*-17m?n—4m?n? y  —m*-4-6m?n?—80n* 
restar la suma de 6—m* con —m?n?--mn?—4. 

9. De la suma de a—7--a?; a^—a*—6a?--8; —5a?—11a--26 restar la suma 
de —4a?--a?—a* con —15-4-16a?—8a?— 7a. 

10. Restar la suma de 3x*—y* con —11ху+9у2—14 de la suma de x?—3xy 
—y? con 95?—8xy--19x?. 

11. Restar la suma de a—1 con —a+1 de la suma de a?—3; a—4; —3a+8. 

12. Restar la suma de a?--b?—ab; 7b?—8ab--3a?; —5a?—17b?+11ab de la 
suma de 35?—a?--9ab con —8ab—7b?, 

13. Restar la suma de m*—1; —m3+8m2—6m+5; -1т-т324-1 de la suma 
de m5—16 con —16m*--7m?—3. 

14. Restar la suma de х5—у5; —2х*у+5х2у2—7х2у:—3у5; 6ху*—7х3у2—8 de la 
suma de —x*)?--7x*y--11xy* con —xy*-1. 

15. Restar la suma de 7a*—a49—8a; —3a5--11a?—a?--4; -—6a*—11a?—2a-F8; 
—5a*--5a?—4a--) de la suma de —3at+7a?—8a+5 con 5a5—7a?--41a* 
—b0a4-8. 

16. Restar la suma de 45-7a?x?.-9; —20a*x--21a?x9—19ax*; х5—7ах*+9а%х? 


—80 de la suma de —4x5+18a%x2—8; —9a*x—17a*x?--lla?x?; 454-36. 


SUMA Y RESTA COMBINADAS DE POLINOMIOS 
CON COEFICIENTES FRACCIONARIOS 


| Ejemplos | 


(1) De а? - zb? restar la suma de то? + zb? - sab con — ot žb? - ab. 


20° – аЬ zb? 
Efectuemos la suma que será el sustraendo: — — 
ш -łat —lab + ipe 


5 1 
ze" - ab+ 195 


ө эн 


1 4 $2 
У . 1 3 Ka 29 - gb 
Debajo del minuendo dies p escribimos el : à 
resultado de esta suma con los signos cambia- =? +ab— ib* 
dos y tendremos: 0 0 0 7 


— со? +ab— ша, R. 
(2) Restar la suma de im E mp? +6 con ¿mn + mn? - НЫ de la suma de 


2 1 2 3 1 1 
-m3 + =p3 —= 2 -m?n + -mnm? —- 
gm РШ ;mn con 1m n тп 5 


2 1 
-m? e zmn? + zn* 


3 3 1 
Efectuamos la segunda suma que será ¿mn + ¿mn? сэг 
el minuendo. 

E 1 


3 1 1 
XI t ISO ME MEN 
‚т Tim тп "zn : 


1 
=m? ний. +6 
Efectuamos la primera suma que será min "Y tmn? — gt 

el sustraendo: 


3 $2 1d 3 
zm? + -тёп + тп —=п% + 6 
^ 3 24 8 


2 3 1 1 1 
A och тений ал 3 
ўт? + ¿mn ¿mn? + ;n = 
: a 3 1 3 
Ahora, de la primera suma = т? — тп — тп + п — 6 
restamos esta última suma у —— саана лан o aes 
tendremos: 1 13 1 31 
m8 c TN RE 
ist 120 MN +¿n 5 R. 


E» EJERCICIO 29 


3 1 2 8 
. De сүй restar la suma de ab con — 04h. 


1 
ls 3 2 3 3 » 55 
2. De а? + а? restar la suma de —a — 6 con ¿a? — ~-a. 
ә 


1 1 2 2 Ф 
3. Restar 2—60 de la suma de а + 3b con 6 — а — b. 
E 
1 1 3 2 1 t 
4. Restar la suma de —х3 + — — —x? con 6 — —x + —x? de —— x*. 
3 5 Ч 9 14 6 
7 8 2 1 1 8 
5. De la suma de 50 соп EEG restar grg 49 
1 2 1 2 1 5 2 
6. Restar um == => == -— 
la suma de ——-x-—y—-z con 3—2 — у de 54-4 
7) De 24333 з ера. Зора 12р. 5 кал 233 
+ De -а%— 0% restar la suma de — -za b+-ab?—b3 con ca*b — ab? —-b?. 


10. 


11. 


13. 
14. 


өөрөө 


11. 
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De la suma de Hab con o ie restar la suma de bic con 


1 5 
1 34 Тог 3 8: 221 
Restar la suma de e +0 Жүр con A A de la suma de 
1 2 1 29 1 1 
32:45, 2-5 — 2 —g9 — = 
ms 20+ 4 con — 40° +5 8" 


De la suma de таг = „ху Ts Ly con — 19 = i" T + restar la suma 
2 2 1 17 22 3 1 

de Y A YA A 

Restar la suma de 243 - n2 con — Zarb + Hab? + zb de la suma de 

15. 1 1 5 1 3 f 

$0 b ¿avi com ay mato — E — T 


5 2 1 1 2 3 
De e Е zni restar la suma de ,m*n* - ¿ma? —n*; тт! — ¿mn 
2 re E 1 1 2 
—-,m*n*-F-n' con im! — món + men? — ¿e 
3 


1 a 1 1 1 3 
De 5 restar la suma de A+ zy PE SAS 


3 3 5 3 
Restar 2 za at de la suma de A — та + a; — 5a +5- 2а?; -Ža 


й. 4 "NEA. 8 
+30 иг цагг 


EJERCICIO 30 


Hallar la expresión que sumada con x3—x?+5 da 3x—6. 

Hallar la expresión que sumada con —5а+90—6с da 8x49. 

¿Qué expresión sumada con 42-83 da —8a*b-F5ab?—4b*? 

Para obtener como resto x—5, ¿qué expresión debe restarse de x?—4x?--8? 


¿Qué expresión hay que restar de m*—3mn?-F6n* para que la diferencia 
sea 4m?n?—8? 


Si 4x9—9x+6 es el resto y 5x?--4x—8 el sustraendo, ¿cuál es el minuendo? 
¿De qué expresión se ha restado a?— b? si la diferencia ha sido 4a?--8ab?—11? 


Siendo el sustraendo ixi» icuál ha de ser el minuendo para que 
la diferencia sea —4? 

¿Qué expresión hay que sumar con —7ху+5х2—8у? para que la suma sea 1? 
Si 9m?—8m?n--5mn?—n? se resta de лз, ¿qué expresión hay que sumar 
а la diferencia para obtener m?? 

Si a?—5a--8 es el sustraendo de una diferencia y el resto es —a*4-5a—8, 
¿de qué expresión se ha restado la primera? 


THALES DE MILETO (640-535 A. C.). El primero misterios de la religión, egipcia. Se le atribuye el haber 
y más famoso de los siete sabios de Grecia. Su vida predicho el eclipse de Sol ocurrido en el año 585. 
está envuelta en la riia de la leyenda. Fue el pri- También se le atribuye el haber realizado la medición 
mer filósofo jónico. Recorrió Egipto, donde hizo es- de las pirámides, mediante las sombras que proyectan. 
tudios, poniéndose en contacto de este modo con los Fue el primero en dar una explicación de los eclipses. 


CAPITULO | t 
SIGNOS DE AGRUPACION 


Los signos de agrupación o paréntesis son de cuatro clases: el parén- 
tesis ordinario ( ), el paréntesis angular o corchete | |, las llaves | | 
y el vínculo o barra — 


USO DE LOS SIGNOS DE AGRUPACION 


Los signos de agrupación se emplean para indicar que las cantidades 
encerradas en ellos deben considerarse como un todo, o sea, como una sola 
cantidad. 


Así, a--(b— c), que equivale a a+ (+ b — c), 


indica que la diferencia b — c debe sumarse con a, 
y ya sabemos que para efectuar esta suma escribi- a+(b=c)=a+b-—c. 
mos a continuación de a las demás cantidades con 
su propio signo y tendremos: 
La expresión х-(-2у-2) 
indica que a x hay que sumarle — 2) +2; 
luego, a continuación de x, escribimos 
—2y-z con sus propios signos y tendremos: 
Vemos, pues, que hemos suprimido el paréntesis precedido del sig- 


no +, dejando a cada una de las cantidades que estaban dentro de él con 
su propio signo. 


58 
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La expresión 
a — (b - c), que equivale a a — (- b + c), 
indica que de a hay que restar la suma b+c y como 
para restar escribimos el sustraendo con los signos cam- 
biados a continuación del minuendo, tendremos: | ^ 


La expresión x—(—y-z) 
indica que de x hay que restar — у z; luego, есу ту=+у—& 
cambiando los signos al sustraendo, tendremos: 


|. a—(btc)-a—-b-c. 


Vemos, pues, que hemos suprimido el paréntesis precedido del sig- 
no —, cambiando el signo a cada una de las cantidades que estaban ence- 
rradas en el paréntesis. 

El paréntesis angular | |, las llaves | | y el vínculo o barra 
tienen la misma significación que el paréntesis ordinario y se suprimen 
del mismo modo. 

Se usan estos signos, que tienen distinta forma pero igual significa- 
ción, para mayor claridad en los casos en que una expresión que ya tiene 
uno o más signos de agrupación se incluye en otro signo de agrupación. 


l. SUPRESION DE SIGNOS DE AGRUPACION 


(ат) REGLA GENERAL PARA SUPRIMIR SIGNOS DE AGRUPACION 

1) Para suprimir signos de agrupación precedidos del signo + se deja 
el mismo signo que tengan a cada una de las cantidades que se hallan den- 
tro de él. 

2) Para suprimir signos de agrupación precedidos del signo — se cam- 
bia el signo a cada una de las cantidades que se hallan dentro de él. 


| Ejemplos (1) Suprimir los signos de agrupación en la expresión: 


a+ (b — c) + 2a — (a + b). 
Esta expresión equivale a 
Como el primer paréntesis va precedido del signo + lo suprimimos dejando 
a las cantidades que se hallan dentro con su propio signo y como el segundo 
paréntesis va precidido del signo — lo suprimimos cambiando el signo a las 
cantidades que se hallan dentro y tendremos: 

a+(b—c)+20—la+b)=a+b=c+2a—a—b=2a—c. В. 

Suprimir los signos de agrupación en 5x + (— х — y) —[— y + 4x] - 4x — 6}. 


El paréntesis y las llaves están pre- 
cedidas del signo +, luego los supri- 


(2 


- 


mimos dejando las cantidades que 5x +(- х= у) —[ —-y- 4x] - 1x— 6} 
se hallan dentro con su propio signo (—Á — € — 

y como el corchete va precedido del es é. R 

signo —, lo suprimimos cambiando el E N 


signo a las cantidades que se hallan 
dentro, y tendremos: 00000 


60 Ф 


(3 


— 


ALGEBRA 


Simplificar т + 4п —– 6 + Зт – п + 2т — 1. 


El vínculo o barra equivale a un paréntesis que encierra a las cantidades que 
se hallan debajo de él y su signo es el signo de la primera de las cantidades 
que están debajo de él. 


Así, la expresión anterior equivale a: т + (4п — 6) + 3m — (л + 2т — 1). 
m 4n — 6 + Зт – п + 2m — 1 
Suprimiendo los vínculos, tendremos: =m>+4n—6+3m=n-—2m>+1 
=2m+3n—5. R. 


m- EJERCICIO 31 
Simplificar, suprimiendo los signos de agrupación y reduciendo términos 


semejantes: 
1. x—(x—y). 9. x?-y?—(x?--2xy-4-y?)-- [—x?+y2]. 
2. X*F(—8x—N*-E5). 10. (—5m+6)+(—m+5)-—6. 
8 uam dE 11. x+y+xy HIP) г 
4. 4m—(—2m—n). 12. a—(b+a)+H—a+b)-(—a+2b). 
5. 2х+3у—4х-+3у. 13. —(x?—y9)xy--(—2x*--3xy) — [75?4-xy]. 
6. a+(a—b)+(—a+b). 14. 8х°+[—2ху+у?]—{ —x?-- xy —3y? 4 —É(x?—8xy) 
7. 4?--[—b?--2a?]— [a?— 02]. 15. —(a+b)+(—a—b)-(—b+a)+(3a+b). 
8. 2а—{—х+а—1}—{а+х—38|. 


(4) Simplificar la expresión: 3a +4 —5x— [—a + (9x —a х)] |. 


(5 


- 


Cuando unos signos de agrupación están incluidos dentro de otros, como en 
este ejemplo, se suprime uno en cada paso empezando por el mós interior. 
Así, en este caso, suprimimos primero el vínculo y tendremos: 


/3a*4 —5x—[—a- (9x -a—xJ]] 
Suprimiendo el paréntesis, tenemos: За + | — 5х — [—a --9x — a — x] a 
Suprimiendo el corchete, tenemos: За + { —– 5х + а – 9х +о + x, 
Suprimiendo las llaves, tenemos: 3a — 5х + а — 9х - a + х. 


Reduciendo términos semejantes, queda: 5a — 13x. R. 


Simplificar la expresión: 
= [-3a—4b+ [—a- (2a — b) — (—a - b)] + 3b] + 4a]. 
Empezando por los =|—30=Jb+ [—a+20—b+a—b]+3b + 40] 
más interiores que —|[—3a—4ib-—a-F2a—b-Fa—b +3Ь |+ 4a] 
son los parénte- — |—3a—b-Fa—2a-- b—a-- b —3b- 4al 
sis ordinarios, te- 3a+b—a+20—b+a—b-+ ЗЬ — 4a 
nemos: a+2b. К. 


т- EJERCICIO 32 
Simplificar, suprimiendo los signos de agrupación y reduciendo términos 


semejantes: 
1. 2a4+[a—(a+b)]. 4 4х°+[—(х9—ху)-+(—8у°+2ху)—(—8х#+ y?)]. 
2. 3x—[x+y—2x+y]. 5. а+{(—2а+&Ь)—(—а+Ь—с)+а|. 


3. 2m—[(m—n)—(m-n)]. 6. 4m—[2m--*n—3]--[-4n —2m41]. 
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7T. 2x+[—5x—(—2y+34—x+9 })]. 
8. х?—{—7ху+[—у?-+(—х°-+3ху—2у)]. 
9. —(a+b)+[—3a+b—4—2a+b—(a—b)p+2a]. 
10. (+9) 244x429 +[=x—yx]p- 
11. —(=a+b)+[-(a+b)-(-2a+3b)+(—b+a—b)]. 
12. 7m*—¿—[m*%4+3n—(5—n)-(-3+m2)]p-(2n+3). 
13. 2a—(—4a--b)—| —[—4a--(b—a)—(—b--a)] )- 
14. 3x—(5y+[-2x+4y9—6+x }|—(—х+у)]). 
15. 6c—[—(2a4-c)-4 —(a4-c)—2a—a--c H-2c]. 
16. —(3m-4n)—[2m-H —m-- (2m —2n—5) j —(n--6)]. 
17. 2a-H-—[5b--(3a—c)4-2—(—a--b—c-F4)]- (—a--b) ]. 
18. —[-3x-(—x—2y—3)]-H —(2x+y)+(—x—3)+2—x Fy}. 
19. —[—(—а)]—{[+(—а)+{—[—5+с]—[+(—с] 
20. —i-[-(a--5)]t-1-[7(75—a)] t ab. 
21. ——[-(a+b—0)] t1 [7 (c—a4-5)] H+ [74 —а+(—Ь)}]. 
22. —[3m-H —m—(n—m+4) 54 —(m+n)+(-2n+3) |. 
23. —[х+{—(х+у)—[—х-+(у—)—(—х+у)]—у!]. 
24. —[—a- —a+(a—b)—a—b+c—[-(—a)+b]H]. 


11. INTRODUCCION DE SIGNOS DE AGRUPACION 
(48) Sabemos que ————————————  a-(-b-ctc)-a—-b-cc 


luego, recíprocamente: ——————o 4—0 +с=а+(— 0 +0). 

Hemos visto también que ———— а- (0-с) =а- 0 +с 

luego, гесїргосашеше:-----» а—Ё&ё+с=а—(Ь— с). 

atb—c—d—e-a-c(b-—c)-(d« е). 
Lo anterior nos dice que los términos de una expresión pueden agru- 

parse de cualquier modo. 


Esta es la Ley Asociativa de la suma y de la resta. 
Podemos, pues, enunciar la siguiente: 


Del propio modo, 


(49) REGLA GENERAL PARA INTRODUCIR CANTIDADES 
EN SIGNOS DE AGRUPACION 


1) Para introducir cantidades dentro de un signo de agrupación pre- 
cedido del signo + se deja a cada, una de las cantidades con el mismo sig- 
no que tengan. 


2) Para introducir cantidades dentro de un signo de agrupación pre- 
cedido del signo — se cambia el signo a cada una de las cantidades que se 
incluyen en él. 
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| Ejemplos 


(1) Introducir los tres últimos términos de la expresión: x? — 2x? + Зх — 4 en un 
paréntesis precedido del signo +. 
Dejamos a cada cantidad con el signo que 
liene y tendremos: 


(2) Introducir los tres últimos términos de la expresión: x? — o? + 2ab — b? en un 
paréntesis precedido del signo —. 
Cambiamos el signo a cada una de las tres 
últimas cantidades y tendremos: 


Ææ EJERCICIO 33 


1. a—b+c—d. 
Introducir los tres últimos términos de las 2. x*—8xy—5?--6. 
pan siguientes dentro de un paréntesis pre- 3. х%+4х2—8х+1. 
cedido del signo +: 4. a*—ba?b--3ab?— 05. 
б. xfi—x*F2x*-2x-1. 
6. 2a+b—c+d. 
Introducir los tres ültimos términos de las 7. x*'-x*-3x-4. 
expresiones siguientes dentro de un paréntesis 8. x3—5x*y--3xy*—)?. 
precedido del signo —: 9. a*—x3—2xy—)*. 
10. а%+Ь%—2Ьс—&. 


(3) Introducir todos los términos menos el primero, de la expresión 


VETT vss TU NM 
“(44:18 Ñ | — 2a + 3 ) 1 


en un paréntesis precedido del signo —. 


52-14 


Cambiaremos el signo a 2b y pondremos — 2b, y cambiaremos los signos que 
están delante de los paréntesis, porque cambiando estos signos cambian los 
signos de las cantidades encerradas en ellas, y tendremos: 


он 


| EJERCICIO 34 


Introducir todos los términos, me- E 165. еч ААС 
nos el primero, de las expresiones si- 87 21-42 ^ [(x3—xy)4-y?] | 
guientes, en un paréntesis precedido del 4. PES +[—4х 42|-3х-(2х--3). 
signo —: 5. 2a*30—|—2a- [at (b—a)]]- 

I h : TW 6. —2a-(—3a-b). 

ntroducir las expresiones siguien- Т. 9x*-3xy—(y*-xy)-(—x*4-y?). 
tes en un paréntesis precedido del 8. x'—[-3x*--4x—2]. 
signo —: 9. [m*(3m*+2m+43)]+(-2m+3). 


TEBAS 


METAPONT 


f Y 


Энд 
17 - 
гь 


>м 


E T. 
| A E б Э 3 Р м? - ! | Í =, 


PITAGORAS (585-500) A. С.). Célebre filósofo una sociedad secreta de tipo político-religioso, la cual 
os y muerto en Metaponte, alcanzó gran preponderancia, Fue el primero en co- 

sus primeros estudios en su cíu- locar a la base de las especulaciones filosóficas, los 
pto y otros países de Oriente. | conceptos | fundamentales de la matemática, Hizo 
de Crotona, que era Пе! número el principio universal por excelencia. 


e 
(15429272! 


CAPITULO 


MULTIPLICACIÓN 


ULTIPLICACION es una operación que tiene por objeto, da- 


das do cantidades llamadas multiplicando y multiplicador, hallar una 
tercera cantidad, llamada producto, que sea respecto del multiplicando, en 
valor absoluto y signo, lo que el multiplicador es respecto de la unidad 
positiva. 

El multiplicando y multiplicador son llamados factores del producto. 


El orden de los factores no altera el producto. Esta propiedad, de- 

mostrada en Aritmética, se cumple también en Algebra. 

Así, el producto ab puede escribirse ba; el producto abc puede escri- 
birse también bac o acb. 

Esta es la Ley Conmutativa de la multiplicación. 


(52) Los factores de ur producto pueden eme de e pigner modo. 


Así, en el producto _ 
abcd, tenemos: 


Esta es la Ley Asociativa de la multiplicación. 
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LEY DE LOS SIGNOS 

Distinguiremos dos casos: 

1) Signo del producto de dos factores. En este caso, la regla es: 

Signos iguales dan + y signos diferentes dan — 

En efecto: 

1: (+ a) х (+ b) = + ab, 
porque según la definición de multiplicar, el signo del producto tiene 
que ser respecto del signo del multiplicando lo que el signo del multipli- 
cador es respecto de la unidad positiva, pero en este caso, el multiplicador 
tiene el mismo signo que la unidad positiva; luego, el producto necesita 
tener el mismo signo que el multiplicando, pero el signo del multiplicando 
es +, luego, el signo del producto será +. 

2. (— a) x (+ b) = — ab, 
porque teniendo el multiplicador el mismo signo que la unidad positiva, 
el producto necesita tener el mismo signo que el multiplicando, pero 
éste tiene —, luego, el producto tendrá —. 

3. (4- a) x (— b)  — ab, 
porque teniendo el multiplicador signo contrario a la unidad positiva, 
el producto tendrá signo contrario al multiplicando, pero el multipli- 
cando tiene +, luego, el producto tendrá —. 

4. (— а) x (— b) - - ab, 
porque teniendo el multiplicador signo contrario a la unidad positiva, 


el producto ha de tener signo contrario al mulitplicando; pero éste tiene —, 


luego, el producto tendrá +. + por 4 da 4. 


Lo anterior podemos resumirlo diciendo que — - por — da +. 
+ por — da — 
— por + da —. 


2) Signo del producto de más de dos factores. En este caso, la regla es: 


a) El signo del producto de varios factores ев + cuando tiene un nú- 
mero par de factores negativos o ninguno. 
Así, (—4) х (— b) x (— c) x (— d) 2 abcd 
En efecto: Segün se demostró antes, el signo del producto de dos fac- 
tores negativos es +; luego, tendremos: 
(—a) x (- b) x (Cc) x (d) = (-a.—b)x (- c.—d) =(+ al)x(cd)- abcd. 


b) El signo del producto de varios factores es “cuando tiene un nú- 
mero impar de factores negativos. 

Así, (—a)x(=b)x(=c)=-—abc. 

En efecto: 

(=a)x(=b)x(-c)=[(-a)x (- b)] x (—c) =(+ ab) x (- с) = — abc. 
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LEY DE LOS EXPONENTES 


Para multiplicar potencias de la misma base se escribe la misma base 
y se le pone por exponente la suma de los exponentes de los factores. 

Así, аха X а? = а? = а. 

En efecto: at X а? X а? = aaaa х ааа X аа = aaaaaaaaa = a. 


(ss) LEY DE LOS COEFICIENTES 

El coeficiente del producto de.dos factores es el producto de los coe- 
ficientes de los factores. 

Así, 3a x 4b — 12ab. 


En efecto: Como el orden de factores no 
JP 


altera el producto, tendremos: 


(56) CASOS DE LA MULTIPLICACION 

Distinguiremos tres casos: 1) Multiplicación de monomios. 2) Mul- 
tiplicación de un polinomio por un monomio. 3) Multiplicación de po- 
linomios. 


I. MULTIPLICACION DE MONOMICS 


REGLA 
e» Se multiplican los coeficientes y a continuación de este producto se 
escriben las letras de los factores en orden alfabético, poniéndole a cada 
letra un exponente igual a la suma de los exponentes que tenga en los 
factores. El signo del producto vendrá dado por la Ley de los signos (53). 


. (1) Multiplicar 2a? por Зо. 
Ejemplos 2o? X 308 22 х 3a?*3 = 605, R. 
El signo del producto es + porque + por + da +. 


(2) Multiplicar — xy? por — 5mx%y3 
(— ху?) x(— 5тх*уз) = 5mx 1*4 yas 5m х?у?. R. 
El signo del producto es + porque — por — da +. 
(3) Multiplicar 3a?b por — 4b*x. 
3a?b x (— 4Ь2х) = — 3 х 4a?b!*?x = — 12a?b?x. В. 
El signo del producto es — porque + por — da —. 
(4) Multiplicar — ab? por 4a"b^c?. 
(— ab?) X 4a"b^c$ = — 1 х 4gl*mp?*nc8 = — 4gm«lpns203,— R. 
El signo del producto es — porque — por + da —. 
В EJERCICIO 35 


Multiplicar: 


1. 2 por —3. 3. —15 por 16. 5. 2x2 por —3x. 7. —bx*y por xy?. 
2. —4 por —8. 4. ab por —ab. 6. —4a*b por —ab?. 8. a?b3 por Зах. 
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—4m? por —5mn?p. 13. —15x!y? por —16a?x?. 17. a"b" por —ab. 


UP per Mes 14. 3a?b? por —4x*y. 18. —5a"b^ por —6a?b?x. 
—x2y3 por —4y*2. 15. Зах рог 7b3x?, 19. хулс рог —xmynx. 
abc por cd. 16. —8m*n* por —9a?mx*. 20. —m*n* por —6m?n. 
(5) Multiplicar a**!b**? por — 3a**2b3, 

( a**1b*?) х | "- Za*+2p3 ) = -- 3g 125x243 = — Зо?х+8рх+5, R. 


(6) Multiplicar — a"*1b?-? por — 4g-25?»«4. 
( лэн gipna-2) x (— 4q 3-252044 ) = 4g?m-1p3n«2. R. 


EJERCICIO 36 
Multiplicar: 


G»por' quet, 6. 3x59? por 4xm*1ym:2, 

—yi por —х* +. Ч. 4ха+2ра+4 рог —B5bx**5bs41. 
4arbx por —ab*' 1. 8. a"b"c por —a"p?», 
—qn+1pn=2 Or qn * 2bn. 9. x is nda por e o ll 
—3a^ + 4þn+1 por —4A4qn *2b5n 43. 10. —bm*n'-c por —'[m?*—g*4, 


(7) Multiplicar sab por — om. 


2 usas О ар 21705 
(са? )(— сат) = 5 Хат = ¿bm R. 


«4. 5 „ 3 
(8) Multiplicar — ғұ? por о s 
Ын а 5 3 + 48-43 
| аж oy ) | ‚= i; - ) = 3 х zx" ари 8-1 PV, mi ambi R 


EJERCICIO 37 


Efectuar: 
P 4 1 3 
;« por —a?b. T. a por —a". 
2 5 К 5 
3 1 3 2 
— —m? — —a?m?. Б ONES S ЛА 
.m?n por — atm 8 та" po sî 
2 3 5 3 
2278 qe | amb nor: = abir 
y? por — —a?x*y. 9. a p is ab?c 
1. ist * ania 2 axpm+1 3 ax ipm 
— т?п por — —a?m?n. 10. —-—a*b por == aba, 
8 5 9 5 
T 2 2 4 
— — —q? .o—gqnpn т— 2mpn. 
gabe por 7a. 11. —a"b" por ——a 
3 5 2 44 
— —x 31 ——a?by5 — —qx+1px-3(2 — —q" 32 
¿y? por —-a?byS, 12. (A+ 1936? por — asb, 


PRODUCTO CONTINUADO 
Multiplicación de más de dos monomios. 


Ejemplos (1) Efectuar (2а) (— 3a?b) (— ab?). 
(20) (— 3a?b) (— ab?) = ба*Ь*. В. 


El signo del producto es + porque hay un número par de factores negativos. 
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(2) Efectuar (— х2у) (— х=) (— 3a?y^). 
(y) (— ix") (—do?y") = — фаху, R, 
El signo del producto es — porque tiene un número impar de factores negativos. 


Æ- EJERCICIO 38 
Multiplicar: 
1. (а)(—За)(а?). 7. (La hat —3atb* * 1). 
2. (3x?)(—x5*y)(—a?x). 
3. (—mny—3m3)(—5mn:). : жалгын am’). 
2 „3..2 2 . —4ü^)( —06 a). 
4. (4a?)(—5a*x?)(—ay"). 10. (—3b?)(—4a*by(ab)(—5a*x). 
5. (—a")(—2ab)(—3a?b"7). 11. (a"b*(—a?)(—2ab)(—3a?x). 
6. (ex atm). 12. (YO AN 999). 


iI MULTIPLICACION DE POLINOMIOS POR MONOMIOS 


(59) Sea el producto (a + b)c. 
Multiplicar (а + b) por c equivale а tomar la suma (a+ b) como su- 
mando c veces; luego: 


(ач b)c — (а+ b) + (a - b) t- (a -- b)..... с veces 
=(a+a+a..... c veces) + (b+b+b....c veces) 


— ac + bc 
Sea el producto (a — b)c. 
Tendremos: (a — b)c — (a — b) + (a — b) + (a — b)....c veces 
= (а+а+а...с veces) — (b + b c b...c veces) 
= ac — bc. 


Podemos, pues, enunciar la siguiente: 


(во) REGLA PARA MULTIPLICAR UN POLINOMIO 

POR UN MONOMIO 

Se multiplica el monomio por cada uno de los términos del polino- 
mio, teniendo en cuenta en cada caso la regla de los signos, y se separan 
los productos parciales con sus propios signos. 

Esta es la Ley Distributiva de la multiplicación. 


: (1) Multiplicar 3x? — 6х +7 por 4ax?. 
Ejemplos Tendremos: (3х2 — 6x + 7) X 4ax? = 3x? (4ax?) — éx (4x2) + 7 4ax?) 
= |2ax* — 24ax* + 28ax?. R. 


3x? — 6х +7 


2 5 4 Fa 4ах? 
La operación suele disponerse así: 


12ax* — 24ax? + 28ax?. 


осол оюк 
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de ix 


(2) Multiplicar a?x — 4a?x? + 5ax? — x* — 2a?x 
— 7 ———————————— 
por 2a*x. — 2a^x? + Batx — 10o?x* + 2х5. R. 


(3) Multiplicar x**ly — 3x*y? + 2x*-1y3 — x*-2y* por — 3x?y™, 


хапу = Зх%у? + 2x*-1y3 == ха-2уќ 
СЭН 3x?ym 


E Зх” зун! + 9хээ3 лнэ ps Gulya ES 3x^ym, R. 


EJERCICIO 39 


Multiplicar: 

3x3—x* por —2x. 10. q"—a*-1--a*-? por —2a. 

8x*y—3y? por 2ax3, 11. xm*i43xm-xm-!por 3x2m, 
х2—4х+3 por —2x. 12. qwb^--Eam-ip» *1—9-25»*? por 3a?b. 
a?—4a*--6a por 3ab. 13. x3—3x*--5x—6 por —4x?. 
a*—2ab--b* por —ab. 14. q!—6a*x--9a?x?—8 por 3bx3. 
x5—6x*—8x рог 3a*x?. 15. а"+3—34"+2—44%+1—а" por —a?x?. 
m'—3m*n?4-[n* por —4m?x. 16. x!—6x*--8x?—7x-5 por —3a*x*. 
x?—4x*y--6xy* por ax*y. 17. —3x*--5x?y—' 1xy?—4y* por ба?ху?. 
a^—5a*b—8ab* por —4a*m*. 18. x**5—3x**t- x**3—5x**! por —2x?. 


19. q5—3a95b7--a*b*—3a?b9--b9 por —5a*y?*. 
20. a b»-4- 34-1 [» + 2 241:—2[n + 4. qm—3pn +6 por 4a" b?, 
(4) Multiplicar ey? - Dey! + 2ув рог — Sets? 
Zyty? те xy + yo 


—?,2,3,2 
¡xy 


4 2 5 
— —g?*y yt —с?х%уб — 2 2,3,8 
xy + io xy yr. R. 


EJERCICIO 40 

Multiplicar: 

а - Lb por tat. 6. За-55-6с por — Байх, 

Ža - 16 por — Sab. T. E — x»? + i" por TM. 

ta - ib + E por — fac. 8. Za - ies Ed Le - Бу por — Lam. 
Lat + Hab - lp por 3a?x. 9. imi + mn — nn? - E por men. 


11 


1 2 5 
teca ue ТУ рог i». 10. —xe— LEA * чэн - nt рог — za*xty?. 
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IIl. MULTIPLICACION DE POLINOMIOS РОК POLINOMIOS 


Sea el producto (a+ b — c)(m + n). 
Haciendo m + n = y tendremos: 
(a+ b — c) (т+ n) = (a+ b — с)у = ay + by — cy 
(sustituyendo y por т + 
su valor т + n) 


Podemos, pues, enunciar la siguiente: 


(62) rea PARA MULTIPLICAR DOS POLINOMIOS 


eus Ni 


Se multiplican todos los términos del multiplicando por cada uno de 
los términos del multiplicador, teniendo en cuenta la Ley de los signos, y 
se reducen los términos semejantes. 


(1) Multiplicar a — 4 por 3+a. 


Ejemplos Los dos factores deben ordenarse con relación a una 
misma letra. 
Tendremos: d —4 a—4 
а +3 a+3 
ala) — 4(a) osea a?— 4а 
+ 3(a) — 3(4) 3a — 12 
ad?— a—12. R. 


Hemos multiplicado el primer término del multiplicador a por los dos térmi- 
nos del multiplicando y el segundo término del multiplicador 3 por los dos 
términos del multiplicando, escribiendo los productos parciales de modo que 
los términos semejantes queden en columna y hemos reducido los términos 
semejantes. 


— 


(2) Multiplicar 4x — Зу por — 2y + 5x. 


Ordenando en orden descendente con relación a la x tendremos: 


4x — Зу 4x — Зу 
Sx-.— 224 5x = 2y 
4x(5x) — 3y (5x) о sea 20x?— 15xy 

— 4х(2у) + 3y(2y) — 8ху + бу? 


20x? — 23ху + 6у?. R. 


EJERCICIO 41 

Multiplicar: 

а+8 por a—1. 6. —a—2 por —a—3. 11. —a+b por —4b+8a. 
a—3 por а+1. T. 8х-2у por у+2х. 12. 6т—5п por —n+m. 
х--5 por x—4. 8. —4y+5x por —3x+2y. 13. 8n—9m por 4n+6m. 
т—6 por m—5. 9. 54-15 por a+-3b. 14. —7у—3 por —114-2y. 
—x43 por —x45. 10. 7x—3 por 4--2х. 
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(3) Multiplicar 2+ a? — 2a — a? por a+1. 


2—2a + а? — а? 
1+ a 
Ed tem gr ж ий icd 
2 i 2a — 2a? + à? — at. 
2 - q? —a*. R. 


(4) Multiplicar бу? + 2x? — 5xy por 3x? — 4y? + 2xy. 
2x? — бху + 6y? 
? 3x?4- 2ху — 4y? 
6x* — 15х3у + 18х2у? 
4x$y — 10x?y? + 12xy? 
— 8x?y? + 20ху? — 24y* 


Ordenando en orden descendente 7 
con relación a la x tendremos: 


бх — 11у + 32xy* — 24у*. R. 
(5) Multiplicar x — 4х2 + х — 3 рог х — 1 + 4x?. 
x*—4x? + x—3 
x 4t — 1 
Ordenando en orden descendente x--4 de a5 3 
con relación a x, tendremos: 4x5 — 16х* + 4х? — 12x? 
— x3 + 4x?— х + 3 
x9 —]5x* - 8х2—х +3. К. 
(6) Multiplicar 2x — y + 3z por x — 3y — 4z 
2% — у 32 
x =3y4"=4z 
2x! — ху +3xz 
— бху + 3y? — 9yz 
— 8х2 + 4ух — 1222 


2x? —7xy — 5xz + Зу? — 5yz — 122°. R. 


> EJERCICIO 42 
Multiplicar: 

1. x2+xy+y? por x—y. 13. х2--2х2-х por х2—2х+5. 

2. а?+Ь°—2аЬ por a—b. 14. m?—3m?n42mn? por m?—2mn—8n?. 

3. a?+b?+2ab por a+b. 15. x*-Hl4x por x?—x—1. 

4. x3—3x?+1 por x43. 16. 2—3x?-Fx* por x?—2x-F3. 

5. a*—a-ra? por a—1. 17. m?—4m-Fm?—1 por m3+1. 

6. mi+m?n?+nt por m?—n?, 18. a$—5a-2 por a?—a+5. 

T. х%—2х2+3х—1 por 2х+3. 19. x*—2xy+y? por xy—x?+3y?. 

8. 3y*+5—6y рог y?+2. 20. л2—2п+1 por n?—1. 

9. т3-т2--т-2 por ат+а. 21. a3—3a?b-F4ab? por a?b—2ab?—1003, 
10. 3a?—5ab+2b? рог 4a—5b. 22. 8x93—959--6xy?—12x?y por 2x+3y. 
11. 5m*—3m?n?rn* por 3m—n. 23. 2у8+у—3у2—4 por 2y+5. 


12. а?+а+1 por a?—a—1. 24. 3x?—a*--2ax? por 2a?—x?—3ax. 


ERES 


х3-4х2у--2х2у2--ху) por —y*—xy—x*. 31. 
2a—5a?--a?—3 por a?—2a—7T. 32. 
т3--3-гт24-т3 por m?—2m-4 3. 33. 
a*—3a?b?-Fa*b —ab?--b* por a?—2ab--0?. 34. 
E tw pe i Jm x?—2y?-- xy. 35. 
7°—2у+1 por y*—2y?+ 36. 
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mi—3m?--4 por 3m*—2m4 1. 
а3—а-+-а?+1 por a*43-a?—2a—1. 
8x5—12x?y—6xy?--y? por 3x*--45?—2x. 
5a'—3a-F2a?—4a*—1 por at—2a*4-2. 
x1—x*-x?—x-Fl por х3—2х°+3х+6. 
3a3—5a-4-24?—4 por а?+а%—2а4-1. 


87. 5y1—3y*-45y*4-2y por y!—3y?—1. 

38. m—2m?n-3m?n?—4n* por n*—5mn?--3m*?n— m*. 
39. x9—3x:y?—x?y*--)9 por x5—2x3y243xy1. 

40. 3a5—6a*--2a?—3a--2 por a!—3a?4-4a—5. 


41. a-b—c por a—b+c. Ы 


42. х+2у— рог x—y-cz. 
43. 2x—3y+52 por y+2:—x. 
44. x*try*Fz—xy—-xz—yz por x+y-+2. 


(вз) MULTIPLICACION ОЕ POLINOMIOS CON 
EXPONENTES LITERALES 


Ejemplos 


o2 = 2g — 4g" 
а? —2a 
(1) Multiplicar a?*? — 40% — 2a”*! por a? — 2a. unas 
=> 20553 + 4а"*2 + 8ат+1 
ан € 4gm*8 + 8a. R. 
(2) Multiplicar x**? — 3x* — x**! + x*-1 por x**! + х? + 4x*-1, 

x"? РЕ xati мын 3x* + х®-1 

x*l + x* + 48-1 

х2а 8 — х2%+2 яавч 3x?» + x?* 


Mb EJERCICIO 


х2842 хэв х2а+1 === 3x2" + х28-1 


4301 — 4399 — 1030-1: 439-2 
yes — бх2а — 1128-1 H 428-2, р, 


43 


Multiplicar: 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
1 
8 
9. 
10. 
11 
12 
13 
14. 


ах—ах + 14-ах +2 рог а+1. 

x"* 142x" + 2_xn +3 por х?+х. 
m*-Fm**14m**?—m^ por m?—2m-3. 

an + 2-404"4-За" +1 рог аа" + 1 

хэ -x*-J-2x* +1 рог x**3—9x2a41, 

3a*-3—2a*-1-a* por a*--2a—1. 

Зах? 1+ах—9ах-2 рог aia A+ ar 2 

m? *1—9m**?—m**?--m** * por m*-3—m?*--F-m*-?, 
x8—1--9x2-2.— 03.4 xa—1 por -3Х5-04-х7-1-х9-2, 

азр —4"-152--992-2583—gn-3p4 por a" b?—q»-?p4. 
a*3-b* por a™+b™. 

a*3—b^-3 por a—b. 

а? + 1 5g42m + ?--3a?m por аЗт—3--6а3®—1.—80$ш—2. 

ха + ®ух—1-4-8х^у* *l—áx*t* E por —2x?5719:-2—]0x?* -Зух--фх2а-2ух-А, 
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(64) MULTIPLICACION DE POLINOMIOS CON 
COEFICIENTES FRACCIONARIOS 


. 31 ,5 1 
| Ejemplos E 
2 4 


1 1 2-4 
ipli а „= m. 1 
(1) Multiplicar Y рог 3x — у Sly 


1 4 
Буй bo pr UP 
zx LYTE К. 


2 йл 4 6.20 
== k=====, 


(2) Multiplicar то? + 26° E žab por то? 2 заь =: т. 


1 1 1 
зад - -ab T 56° 


5 


з 1 1 
Mo 22553 
: zab 15 


1 3 3 
2-4.:3 4 3 ¿242 
а zd b iab 
1 1 1 
— B „йрй. tops 
¿b+ га 195 
1 1 1 
= =gh + —ah9 — =h4 
eb + ab 49 


1 19 4T 
A d SE 3 
19 568 b+ 


1 1 
213... 8-4 
i9 b ¿ab ,b*. R. 


Ш- EJERCICIO 44 
Multiplicar: 


1 1 1 1 2o 1% LANDS 5 
— — — A —D. -| - БЭ -- —— r n — mn. 
z2 3? por a +-7b 5. ¿m*4+-mn—-¿n* por т? + 2 
2 5 1 3 1 2 1 
T —x. —x2 = е-и г 2x3 — —x 3 
х — =) por yx 6. х2 + х — = por 2 2х +2 
а A 1.5 2 3 1 3,224 $ à @ 
— — — - — — Š ы — i -“-- Pies — ах ^. 
AED рогу T. ax — —х? + -та? por үх T 
1 
8 


2 1 3 2 1 1 1 2 5 
E UN 2 ра е „9 лз NINE ЖЕ Biya a: 2, 
pa ab 4 —b por та z0 САЎ x por 2? — xy 29 


3 1 2 1 2 5 2 
10. —m? — —m?n + —тт2 — —n? por =m? + —n? — —mn. 
4 Quer QUO PE MES 3 
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MULTIPLICACION POR COEFICIENTES SEPARADOS 
La multiplicación de polinomios por el Método de coeficientes sepa- 
rados abrevia la operación y se aplica en los dos casos siguientes: 


1) Multiplicación de dos polinomios que contengan una sola letra y 
estén ordenados en el mismo orden con relación a esa letra. 


Ejemplos (1) Multiplicar 3x? — 2x? + 5x —2 рог 2x* + 4х —3 
por coeficientes separados. 
lO 5—2 
DA ER 
Escribimos solamente los coeficientes con sus 6— 4+F10= 4 
signos y efectuamos la multiplicación: мэт. 412— 8-E20— 8 
— 9-b (8-15:56 


6-8-7-22-23-6 


Como el primer término del multiplicando tiene x? y el primer término del 
multiplicador tiene x?, el primer término del producto tendrá x? y como en los 
factores el exponente de x disminuye una unidad en cada término, en el pro- 
ducto el exponente de x disminvirá también una unidad en cada término, lue- 
go el producto será: 


(2) Multiplicar а — 6a? + 2a —7 por a? — 2a + 4 por coeficientes separados. 
]-b0—62— 7 


Escribimos solamente los coeficientes, TEO JAA 

pero como en el multiplicando falta ias 

el término en a? y en el multiplica- 1+0-—6+2- 4 

dor falta el término en a*escribimos -2-0-12- 4+14 

cero en los lugares correspondientes +4+ 0—24-- 8—28 


a esos términos y tendremos: 1+0—8+6+ 5—28 + 22 — 28 


Como el primer término del multiplicando tiene a* y el primero del multipli- 
cador tiene aë, el primer término del producto tendrá a? y como en los facto- 
res el exponente de a disminuye de uno en uno, en el producto también dis- 
minuirá de uno en uno, luego el producto será: 


OBSERVACION 


Si en ambos factores el exponente de la letra comón disminuye de dos en dos, 
de tres en tres, de cuatro en cuatro, etc., no es necesario poner cero en los 
lugares correspondientes a los términos que falten; sólo hay que tener presen- 
te que en el producto, los exponentes también bajarán de dos en dos, de tres 
en tres, de cuatro en cuatro, etc. 


2) Multiplicación de dos polinomios homogéneos que contengan sólo 
dos letras comunes y estén ordenados en el mismo orden con relación a una 
de las letras. 
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Un polinomio es homogéneo cuando todos sus términos son homogé- 
neos, o sea, cuando la suma de los exponentes de las letras en cada término 
es una cantidad constante. 

El producto de dos polinomios homogéneos es otro polinomio ho- 
mogéneo. 


Ejemplo Multiplicar a* = Баёт + 7а?т? — 3m* por 3a? — 2m? 


por coeficientes separados. 


El primer polinomio es homogéneo, porque la suma de los exponentes de las letras 
en todos los términos es 4 y el segundo también es homogéneo, porque la a tiene 
de exponente 2 y la m también tiene de exponente 2. 


Escribimos solamente los coeficientes, poniendo qz а 7E 10: 3 
cero еп el multiplicando еп el lugar correspon- t 0—2 | Е 
diente al término en am? que falta y ponien- 
A 415 +21 + 0-9 
do cero en el multiplicador en el lugar corres —2410—14—04-6. 


pondiente al término en am que falta, y ten- цасан Ээ E 
(ШО Эней еы аныыр 3-15-19--10-23-0-6 


El primer término del producto tendrá аё y, como el producto es homogéneo, la 
suma de los exponentes de las letras en cada término será 6. 

Como en los factores, el exponente de a disminuye una unidad en cada término 
y el de m aumenta una unidad en cada término, en el producto se cumplirá la mis- 
ma ley, luego el producto será: 


Заб — 155m + 19am* + 10a?m* — 2302т* + бт. R. 


> EJERCICIO 45 
Multiplicar por coeficientes separados: 


l. х3-х2-х por x?—1. 

2. х++3х3—5х2+8 por x3—2x?—7. 

3. a*--3a3b—2a?b?--5ab*—b* por a?—2ab4+b2. 

4. m*--n*--6mn?—5m?n. por m?*—4mn?—n*. 

5. x1-8x243 por xt+6x?—5. 

6. q9—3a*—6a?--10 por 45—4454-3a:—2a?. 

T. x9—4x9--3x35—2 por 3x9—8x-4-10. 

8. тї2-Тт"--9т3-415 por m!9—5m!?--9m*—4m*--3. 
9. x5—3x'y—6x*y?—4x?y3—y5 por 2x?--4y?. 

10. 645—4a?--6a—2 por a*—2a?--a—7. 

11. qa9—3n*g-5n*—8n--4 por ni—3n?--4. 

12. 3xi—4x3y—y! por x3—5xy?4-3y?. 

13. х99--5х6у1--3х2)8--6у!) por x9—4x*y?4-y9—5x2y. 
14. qm—3gm-14-5a"-? por 02-56. 

15. ах+2—ђах+1—7ах—1 рог ах4-6ах+14-7ах * 9, 

16. xs*2—5xs—6x*-? por 6x**l—4x*4-2x*-1--x*7?. 
17. а?х+®—д?х—3а9х+1—5д?х-1 por 3a9*-1—583*-- a+, 
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PRODUCTO CONTINUADO DE POLINOMIOS 


| Ejemplo бэйнэг 3454-31-23 54-11 


Al poner los factores entre paréntesis la multiplicación está indicada. 

La operación se desarrolla efectuando el producto de dos factores cualesquiera; este 
producto se multiplica por el tercer factor y este nuevo producto por el factor 
que queda. 

Así, en este caso efectuamos el producto 3x(x + 3) = 3x? + 9х, Este producto lo 
multiplicamos por x — 2 y tendremos: 


3x? + 9x 3x? + 3x? — 18x 
х —2 х1 
шингээнэ Este producto se 7 — — 
3х8 + 9х2 multiplica рог x + 1: 3x* + 3х3 — 18x? 
— 6x? — 18x 3x8 + 3x? — 18x 
3x? + 3x? — 18x 3х* + 6х3 — 15x? — 18x. Б, 


En virtud de la Ley Asociativa de la multiplicación, podíamos también haber hallado 
el producto 3x(x + 3); después el producto (x — 2) (x + 1) y luego multiplicar am- 
bos productos parciales. 


| EJERCICIO 46 
Simplificar: 
1. 4(a4-5)(a—3). 8. (x?—x--1)(x?--x—1)(x—2). 
2. 3a*(x4-1)(x—1). 9. (a»—3)(a"-4-2)(am-1—1). 
3. 2(a—3)(a—1)(a--4). 10. a(a—1)(a—2)(a—3) 
а. (х°++1)(х®—1)(х°+1). 11. (х—8)(х+4)(х—5)(х++1). 
5. m(m—4)(m—6)(3m--2). 12. (x?—3)(x?--2x--1)(x —1)(x?--3). 
6. (a—b)(a?—2ab-F-b?)(a-4-b). 13. 9a*(3a—2)(2a--1)(a—1)(2a—1). 
7 3x(x?—2x-4-1)(x—1)(x--1). 14. a*(a* * 14-b* * 2) (ax *1—bx * 2)bx. 


MULTIPLICACION COMBINADA CON SUMA Y RESTA 
1) Simplificar (x + 8)(х — 4) + 3(x — 1)(x + 2). 
Efectuaremos el primer producto (x + 3)(х — 4); efectuaremos el segun- 


do producto 3(x —1)(x--2) y sumaremos este segundo producto con el 
primero. 


Efectuando el primer producto: (х + 3)(х — 4) = x?— x — 12. 


Efectuando el segundo 
producto: 


Sumando este segundo producto con el primero: 
(x? — x — 12) + (3x? + 3x —6) = x? — x — 12 + 3x? + 3x — 6 = 4х2 +2х — 18. R. 


ооо асс мн 


ha 
e 
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2) Simplificar x(a— b} — 4x(a + by. 

Elevar una cantidad al cuadrado equivale a multiplicarla por sí mis- 
ma; así (a — Б)? equivale а (a — b) (a — Б). 

Desarrollando x(a— by. 

x(a — by? = x(a? — 2ab + b?) = a?x — 2abx + b?x. 
Desarrollando 4x(a + by. 
4x(a + b)? = 4x(a? + 2ab + b?) = 4a?x + Babx + 4b?x. 

ax — 2abx + b?x — (4a?x + Babx + 4b?x) 


Restando este segundo 
producto del primero: — "d 


Mb EJERCICIO 47 


Simplificar: 

4(х--3)--5(х--2). Li. 
6(x?--4) —3(x?--1)3- 5(x?--2). : 18. 
a(a—x)-4-3a(x-4-2a)—a(x—3a). 13. 
х2(у2+-1)-+у2(х2+-1)—8х2у2. 14. 
4m3—5mn*43m*(m*+n*) —3m(m*—n?). 15. 
Ey) yq) a). 16. 
5(х+2)—(х+1)(х+4)—6х. 17. 
(a4-5)(a—5)—3(a4-2)(a—2)4-5(a-4-4). 18. 
(a+b)(4a—3b)—(5a—2b)(3a-+b) 19. 
—(a+b)(3a—6b). 

(а+с)2—(а—с)?. 20. 


Q 


CON PRODUCTOS INDICADOS 


= а?х — 
= — За?х — 10abx — 3b?x. 


2abx + b?x — 4a?x — 8abx — 4b?x 
R. 


3(x-y)*—4(x—yy-F3x?—3y?. 
(m+n)?-(2m+n)+(m—4n)?. 
х(а+х)+3х(а+1)—(х+1)(а+2х)—(а—х)2. 
(a+b—c)?+(a—b+0)—(a+b+0c). 

(x*--x —3)1—(x?—24- x)?-F(x?-x—3)*. 
(х+у+)?—(х+у)(х—у)-+8(х?++ху+у?). 
[х-+(2х—8)][3х—(х-Е1)]+4х—х°. 
[3(x+2)—4(x+1)][3(x+4)-2(x+2)]. r 
Цагаа sy terminus 
—8(m-—n)]. 


[(х+у)#—3(х—у)*][(х-+Еу)(х—у)+х(у—х)]. 


SUPRESION DE SIGNOS DE AGRUPACION 


Ejemplos (V) :Simplilicar-Sa 4-1 a—2 [a-- 3b [a -b)] E 


Un coeficiente colocado junto a un signo 
de agrupación nos indica que hay que mul- 
tiplicarlo por cada uno de los términos en- 
cerrados en el signo de agrupación. Así, 
en este caso multiplicamos — 4 por a + b, . 
y tendremos: 


En el curso de la operación podemos reducir térmi- 


nos semejantes. 
jantes dentro del corchete, tenemos: 


Efectuando la multiplicación de —2 por 


(— 3a — b) tenemos: ашшы”. 


Así, reduciendo los términos seme- 


5a + јо + бо + 2bf 
= 5а -- 17d + 2b| 
= 54 +7a + 2b=120+2b. R. 
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(2) Simplificar — 3(x+ y) —4[— x -21— x + 2у — 3(x —y + 2) t — 2x]. 


—3(х+у)—4[—х+2{ —x+2y —3(x— y —2) — 2x] 
—3x — 3y —4[—x +24 — x + 2y — Зх + 3y + 6 }—2x] 
—3x — 3y — 4[— x +24 — 4х + 5y + 61—2x] 
— 3x — Зу — 4 [— x — 8х + 10у + 12 — 2х] 
—3x — y — A[— Mx + 10y +12] 
— 3x — Зу + 44x — 40y — 48 

Alx—43y — 48. R. 


Suprimiendo prime- 
ro el vínculo, ten- 
dremos: 


m- EJERCICIO 48 

Simplificar: 

1. х—[3а+2(—х+1)]. 

—(a+b)-3[2a+b(—a+2)]. 
—[3x--2y +(x—2y)—2(x+y)-3(2x+1)]. 
4x?—4—3x+5—[—x+x(2—x)H> 
2a—4—3x+2[—a+3x—2—a+b—2+a)] |. 
а—(х+у)—8(х—у)+2[—(х—2у)—2(—х—у)]. 
m-—(m--n)—34 —2m+[—2m+n+2(—1+n)—-m+n—1]}. 
—9(a—b)—3(a4-2b)—41 a—2b+2[—a+b—1+2(a—b)] t- 
—5(х+у)—[2х—у+29{—х+у—3—х—у—1}]+2х. 
m—3(m+n)+[—4—(—2m+n—2—3[m—-n+1])+m |]. 
—3(x—2y)-24 —4[72x—3(x--)] E17 [+9] +- 
51 —(a+b)—3[-2a+3b—(a+b)+(—a—b)+2(—a+b)]-a 
-3(-| 80-04) -41-1-(-а-0) 
14. —Ja+b—2(a—b)4+-3/—[2a+b—3(a+b—1)] t —3[—a--2(—1--a)] 


Фо Ip б Y р 


таг 
о to — c 


CAMBIOS DE SIGNOS EN LA MULTIPLICACION 
Las reglas generales para los cambios de signos en la multiplicación 
son las siguientes: 


1) Si se cambia el signo a un nümero par de factores, el signo del 
producto no varía. 


En efecto: Sabemos que 


donde vemos que cambiando el signo a dos factores е1 signo del pro- 
ducto no varía. 
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2) Si se cambia el signo a un número impar de factores, el signo del 
producto varía. 

En efecto: Sabemos que 

(+а) (+b)=+ab y (+a(-b)=—ab o (-a)(*tb)--—ab, 
donde vemos que cambiando el signo a un factor el signo del producto 
varía. 

Cuando los factores sean polinomios, para cambiarles el signo hay que 
cambiar el signo a cada uno de sus términos. Así, en el producto (a — b) 
(c — d), para cambiar el signo al factor (a — b), hay que escribir (b — a), don- 
de vemos que a, que tenía +, ahora tiene —, y b, que tenía —, tiene aho- 
ra +; para cambiar el signo a (c — d) hay que escribir (d — с). 


Por tanto, como cambiando el signo 
a un factor el producto varía su signo, Do E pao н 
A na 
y como cambiando el signo a dos factores 


= — 
el producto no varía de signo, tendremos: (a=bNc=d)=(b=0ld—0). 


Tratándose de más de dos factores aplicamos las reglas generales que 
nos dicen que cambiando el signo a un número par de factores el producto 
no varía de signo y cambiando el signo a un número impar de factores el 
producto varía de signo. 


- 


Así, tendremos: (+ a)(- b)(- c)  — (C a) (- b) (4 с) 
(+ a) CF Бу(+ с) = – (+ a) (7 b) ( с) 
(ra) Cr b) (Fe) = - (— а)(— Ь)(— 9 


y también: (+ a) (t b) (t с) = (— a) (- b) (- c) 
(+4) (+ b)(+ c) = (+ a) (7 b) (7 с) 
(+ а)(+ b) (* с) = (а) (+ b) (7 с). 


(а b) (c — d)(m — n) = — (b — a) (c — d)(m — n) 
(a— b)(c — d)(m —n) = — (a — b) (d — c) (m — n) 
(a — b)(c — d)(m — n) = — (b — a) (d — c) (n — m) 


Si se trata de polino- 
mios, tendremos: 


y también: (a — b)(c — d)(m — n) = (b — a) (d — c) (m — т) 
(a — b)(c — d)(m — n) = (a — b) (d — c) (n — m) 
(a — b)(c — d)(m — n) = (b — a)(c — d) (n — m). 


\ 


"иж 


PLATON (429-347 A. C.) Uno de los más grandes por el mundo griego de su época, y recibe la influen- 
filósofos de la Antigüedad. Alumno predilecto de Só- cia de los sabios y matemáticos contemporáneo: de 
crates, dio a conocer las doctrinas del Maestro y las él. Alcanzó pleno dominio de las ciencias de su tiem- 
suyas propias en los famosos Diálogos, entre los que po. Al fundar la Academia hixo inscribir en el fron- 
sobresalen el Timeo, Fedón, el Banquete etc. Viajó tispicio: "Que nadie entre aquí si no sabe Geometría”. 


CAPITULO V 


DIVISION 


LA DIVISION es una operación que tiene por objeto, dado el pro- 
ducto de dos factores (dividendo) y uno de los factores (divisor), hallar 
el otro factor (cociente). 
De esta definición se deduce que el cociente multiplicado por el divi- 
sor reproduce el dividendo. Ga? 
Así, la operación de dividir ба? entre За, que se indica ба? — За о өө, 
3a 
consiste en hallar una cantidad que multiplicada por За dé 6a?. Esa can- 
tidad (cociente) es 2a. 2 
Es evidente que ба? + 2a = 


„— = За, donde vemos que si el dividendo 
2a 
se divide entre el cociente nos da de cociente lo que antes era divisor. 


(11) LEY DE LOS SIGNOS 


La ley de los signos en la división es la misma que en la multipli- 


cación: $ : Е 5 
Signos iguales dan + y signos diferentes dan - 
En efecto: 
+ab 
de +ab=+4a=——=+b 
+4 


porque el cociente multiplicado por el divisor tiene que dar el dividendo 
con su signo y siendo el dividendo positivo, como el divisor es positivo, el 
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cociente tiene que ser positivo para que multiplicado por el divisor repro- 
duzca el dividendo: (+ a) x (+ b) = + ab. 

El cociente no puede ser —b porque multiplicado por el divisor no 
reproduce el dividendo: (+a)x(—b)=-—ab. 


2. -аь+-а= 2% = +6 porque (—a) х (+6) = — ab. 
t ab 4 

3. +ab=—a= = =—b porque (—а)х(—Ь)=+аьЬ. 
— ab 

4  —ab-ta- n —-—b porque (+а) x (- b) = — ab. 

En resumen: t entre + да +. 


= Entre da Fue 
+ entre dam 
ente: das 


LEY DE LOS EXPONENTES 

Para dividir potencias de la misma base se deja la misma base y se le: 
pone de exponente la diferencia entre el exponente del dividendo y el ex- 
ponente del divisor. 


Sea el cociente a?=a?. Decimos que 


a*seráelcociente de esta división si multiplicada por el divisor a? repro- 
duce el dividendo, y en efecto: a? X a? = aë. 


(з) LEY DE LOS COEFICIENTES 


El coeficiente del cociente es el cociente de dividir el coeficiente del 
dividendo entre el coeficiente del divisor. 


En efecto: 


4a es el cociente porque 4а х ба = 20a? y vemos que el coeficiente del 
cociente 4,es el cociente de dividir 20 entre 5. 


CASOS DE LA DIVISION 


Estudiaremos tres casos: 1) División de monomios. 2) División de 
un polinomio por un monomio. 3) División de dos polinomios. 


DIVISION  & 8] 


i. DIVISION DE MONOMIOS 


De acuerdo con las leyes anteriores, podemos enunciar la siguiente: 


(5) REGLA PARA DIVIDIR DOS MONOMIOS 


Se divide el coeficiente del dividendo entre el coeficiente del divisor 
y a continuación se escriben en orden alfabético las letras, poniéndole a 
cada letra un exponente igual a la diferencia entre el exponente que tiene 
en el dividendo y el exponente que tiene en el divisor. El signo lo da 
la Ley de los signos. 


Ejemplos (1) Dividir 40288 entré — 20b. 


(2) 


(3) 


(4) 


porque (— 2ab) X (— 2a?b) = 4a?b?. 


Dividir — 5atb3c entre — c?b. 


porque 5a?b?c X (— a?b) = — 5atb?c. 


Obsérvese que cuando en el dividendo hay una letra que no existe en el 
divisor, en este caso c, dicha letra aparece en el cociente. Sucede lo mismo 
que si la c estuviera en el divisor con exponente cero porque tendríamos: 


c c — с10 c, 


Dividir — 20mx?y? + 4xy?. 


porque 4xy* X (— 5mx) = — 20mx*y?, 

"> 
Obsérvese que ietras iguales en el dividendo y divisor se cancelan porque su 
cociente es 1. Así, en este caso, y? del dividendo se cancela соп у? del divi- 
sor, igual que en Aritmética suprimimos los factores comunes en el nume- 
rador y denominador de un quebrado. 
También, de acuerdo con la Ley de los exponentes у? + у? = у%-% = y? y ve- 
remos más adelante que у? — 1 y 1 como factor puede suprimirse еп el 
cociente. 


y?z* entre 3xy?z? 


Dividir — х" 
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Æ EJERCICIO 49 


Dividir: 
1. —24 entre 8. 8. -5т2п entre m?n. 15. —2m?n* entre —3mn*. 
2. —63 entre —7. 9. —8a?x? entre —8a?x?. 16. a* entre a?, 
3. —5a? entre —a. 10. —xy? entre 2y. 17. —3a*b" entre ab?. 
4. 14a3b* entre —2ab?. 11. 5х*у5 entre —6x%y. 18. 5a"b"c entre —6a?b*c. 
5. —a*btc entre a?b*. 12. —ab%c* entre 8c*. 19. a*b" entre —4a"b», 
6. —a?b entre —ab. 13. 16m*n* entre —5n?. 20. —3m*n*x? 
T. 54х2у 3 14. -108а158с8 entre —5m*n?x?*, 
entre —6xy?z9. entre —20b*c$, 
(5) Dividir a**9b**? entre g**2p2*, 
атлаа 
— = g$-082)pm«2-(m41) — qx«8-x-2pm«2-m-1 — 05, R. 
ам анч. 
(6) Dividir --3х2343у38-2 entre — 5x-4ya-1, 
— 3,22 m 
TIT = ĝx?™3-(a-4)y3a-2-(0-1) — Н х28+3-а+4уда-2-а+1 — 2 yeyn-l R, 
т- EJERCICIO 50 
Dividir: 
1. а®+3 entre а=+2, 6. .—'x9**y*71 entre —8x**. 
2. 2x'** entre —x*+2, 7. Ббайт-1їрх-8 entre -ба-20х-4, 
3. —3a"-? entre —5a"-5. 8. —4х"—1уп+1 entre 5x"7lyn*1, 
4. x?"*3 entre, —4x^ +4, 9. ат+прх+а entre атр", 
5. —4a*b^ entre —5a*b?. 10. —5ab?c3 entre батЬ"с*, 


(7) Dividir Зогс entre — Ža?bc. 


зоёЬёс 
4 
m 7: R. 
5 
— ¿abc 
| EJERCICIO 51 
Dividir: 
1. ixt entre 2. 1. — жа? entre — $ab'c*. 
2. —Hatb entre — Sab. 8. аф" entre — tab? 
2 1 3 8 
8. хуз? entre — 425. 9. — Xc*d* entre 4". 
4 — ab» entre — Tap? 10. Татра entre — 263, 
8 4 4 2 
5. —Žxty5 entre —2. 11. —2а*+4Ь=-% entre — —a*b?. 
6. 3m*n*p* entre — Vminp?. 12. — arto +92 entre FL E 


DIVISION 


11. DIVISION DE POLINOMIOS POR MONOMIOS 


Sea (a- b —c)- m. Tendremos: 


a+b=c a b c 
=M 


(a+b—c)+m= 
m m m m 
a b c , — -— 
En efecto: WEE es el cociente de la división porque multipli- 
m 
cado por el divisor reproduce el dividendo: 


4.95 x a b 2 
(—-+———)т=—хт+—хт——хт=а+Ь—с. 
m m m m m m 

Podemos, pues, enunciar la siguiente: 


REGLA PARA DIVIDIR UN POLINOMIO POR UN MONOMIO 


Se divide cada uno de los términos del polinomio por el monomio 
separando los cocientes parciales con sus propios signos. 
Esta es la Ley Distributiva de la división. 


(1) Dividir Заз — éa?b + 9ab? entre За. 

Заз —60*%b +9ab? 3a?  6c?b л 9ab? 
3a “За За За 
=0*—2ab + 3b?. R. 

(2) Dividir 2a*b™ — &gx*1pz-1— 39*:25*-? entre — 208Ь*. 


(Заз — 6a?b + 9ab?) + За = 


(2a*b" == 6g**1pm-i ай 3a**2pm-2) == 2a?b* —— 20%" 
203854 
x*lLm-1 x42L,m-2 
бахт xm = — a% 8þhm + 39x-25m-5 + 3 rias R, 
20854 20855 3 
E EJERCICIO 52 
Dividir: 
1. a2—ab entre a. 9. 8m?n?—10m'n*—20m?n9--19m*n$ 
2. 3x2y"—5a%x* entre —3x?. entre 2m?. 
3. ga3—5ab?—6a?b? entre —2a. 10. G*--a*"-! entre a?. 
4. x35 —4x?-Ex entre x. 11. да®—8а"®+?-+6а®+* entre —Заз. 
5. 4х8-10х8-5х4 entre 9х3. 12. qb»--gqm-p» *2—4m-2b52*4 entre a?b?. 
Ó. 6m*—8m?n--20mn? entre —2m. 13. xm2—5xm.-xm*1—*xm-! entre xm2, 
T. 49b3—83a9b9—a?b3 entre 3a?b?. 14. 4gx44pm-1- gx * 5bm-2--gax * 25m-8, 
8. 


x*—5x5—10x?--15x entre —5x.7 


entre —2a**?2b5-*, 
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Exc EE 5 1 5 
(3) Dividir xy — PSY Tix? = 2 entre су. 


ЫГ 2 2y? + зах --- 
Зэн ХУ? y) у= 
гу 27 7 py 


9 
= 0 — оу ху? — у. R. 


M- EJERCICIO 53 


Dividir: 
WES 2 ure 2х 
A ах el ¿Ys 
1 3 1 3 
3.-28-- 4 a entre — =. 
5 1) 
1 4 3 1 1 P 
3. И 2 mên + з т? п? entre —m?. 
Ч 
N 2 4 
& 5 e зу + х2 y5 — xy* entre — xy). 
2 
5. -са5- abs - ab^ entre 5а. 
о 
1 1 1 
— 2 — qa 1 Y AR 
& — 34-4 entre —a. 
2 x 2 1 
T. aa gr — gx entre a, 
3 4 5 0 
3 1 2 2 2 
8. — Ap cte acp хамта cu UE as —a8x?. 


Ill. DiVISION DE DOS POLINOMIOS 


La división de dos polinomios se verifica de acuerdo con la siguiente: 


(тв) REGLA PARA DIVIDIR DOS POLINOMIOS 


Se ordenan el dividendo y el divisor con relación a una misma letra. 

Se divide el primer término del dividendo entre el primero del divi- 
sor y tendremos el primer término del cociente. 

Este primer término del cociente se multiplica por todo el divisor y 
el producto se resta del dividendo, para lo cual se le cambia el signo, escri- 
biendo cada término debajo de su semejante. Si algún término de este 
producto no tiene término semejante en el dividendo se escribe en el lugar 
que le corresponda de acuerdo con la ordenación del dividendo y el divisor. 

Se divide el primer término del resto entre el primer término del 
divisor y tendremos el segundo término del cociente. 

Este segundo término del cociente se multiplica por todo el divisor y 
el producto se resta del dividendo, cambiando los signos. 
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- Se divide el primer término del segundo resto entre el primero del 
divisor y se efectáan las operaciones anteriores; y así sucesivamente hasta 
que el residuo sea cero. 


Ejemplos 
3х2+2х—8 | x2 


(1) Dividir 3x? + 2x — 8 entre x 4- 2. — 309 éx 3к— 4. R. 
— 4х — 8 
4х +8 
EXPLICACION 
El dividendo y el divisor están ordenados en orden descendente con relación 
a x. 


Dividimos el primer término del dividendo 3x? entre el primero del divisor 
x y tenemos 3x? + х = Зх. Este es el primer término del cociente. 
Multiplicamos 3x por cada uno de los términos del divisor y como estos pro- 
ductos hay que restarlos del dividendo, tendremos: Зх X x = 3x?, para restar 
— 3x?; 3x X 2 = 6х, para restar — 6x. 

Estos productos con sus signos cambiados los escribimos debajo de los tér- 
minos semejantes con ellos del dividendo y hacemos la reducción; nos da 
— 4x y bajamos el — 8. 

Dividimos — 4x entre x: — 4x + x = — 4 y este es el segundo término del co- 
ciente. Este — 4 hay que multiplicarlo por cada uno de los términos del divi- 
sor y restar los productos del dividendo y tendremos: 


(— 4) X х= — 4x, para restar + 4x; (— 4) X 2 — — 8, para restar 8. 


Escribimos estos términos debajo de sus semejantes y haciendo la reducción 
nos da cero de residuo. 


RAZON DE LA REGLA APLICADA 


Dividir 3x? + 2x — 8 entre x + 2 es hallar una cantidad que multiplicada por 
x + 2 nos dé 3x* + 2x — 8, de acuerdo con la definición de división. 

El término 3x? que contiene la mayor potencia de x en el dividendo tiene que 
ser el producto del término que tiene la mayor potencia de x en el divisor que 
es x por el término que tenga la mayor potencia de x en el cociente, luego di- 
vidiendo 3х2 + х = Зх tendremos el término que contiene la mayor potencia 
de x en el cociente. 

Hemos multiplicado Зх por х + 2 que nos da 3x? + óx y este producto lo res- 
tamos del dividendo. El residuo es — 4x — 8. 

Este residuo — 4x — 8, se considera como un nuevo dividendo, porque tiene 
que ser el producto del divisor x + 2 por lo que абп nos falta del cociente. 
Divido — 4x entre x y me da de cociente — 4. 

Este es el segundo término del cociente. Multiplicando — 4 por х+2 ob- 
tengo — 4x —8. Restando este producto del dividendo — 4x — 8 me da cero 
de residuo. Luego Зх —4 es la cantidad que multiplicada por el divisor х + 2 
nos da el dividendo 3x? 4- 2x — 8, luego 3x — 4 es el cociente de la división. 


(2) Dividir 28x? — 30y? — 11ху entre 4x — 5y. 


4... — 30y2 = 
Ordenando dividendo y divisor en or- 2808 — xy —30y2 | 4x—5y_ 


den descendente con relación a x ten- — 28x* + 35xy 7х + бу. К. 
dremos: 24xy — 30y* 
— 24xy 4- 30y? 


EXPLICACION 


Dividimos 28x? + 4х —7x. Este primer término del cociente lo multiplicamos 
рог cada uno de los términos del divisor: 7x X 4х = 28x?, para restar 
— 28x?; 7x X (— 5y) = — 35xy, para restar + 35xy. Escribimos estos términos 
debajo de sus semejantes en el dividendo y los reducimos. El residuo es 
24xy — 30y?. Divido el primer término del residuo entre el primero del divisor: 


24xy + 4х = + бу. Este es el segundo término del cociente. 


Multiplico бу por cada uno de los términos del divisor. бу X 4x = 24xy para 
restar — 24ху; бу X (— 5y) = — 30у?, para restar +30y?. Escribimos estos 
términos debajo de sus semejantes y haciendo la reducción nos da cero de 
residuo. 7х + бу es el cociente de la división. 


©- EJERCICIO 54 
Dividir: 

1. a?--2a—3 entre а+3. 12. 5n?—1lmn4-6m? entre m—n. 

2. q?—2a—3 entre a+1. 13. 39n?—54m?-12mn entre 8n—9m. 

3. x?—20+x entre х+5. 14 —14y?4+33+4+71y entre —3—7y. 

4. m?—11m-30 entre m—6. 15. x3—y3 entre x—y. 

5. x?--15—8x entre 3—x. 16. q3--3ab?—3a?b—b? entre a—b. 

6. 6+a?+5a entre a+2. 17. x*—9x2--3--x entre х+3. 

7. 6x?—xy—2y* entre y+2x. 18. at+a entre a+1. 

8. —15x?—8y?--22xy entre 2y—3x. 19. m*—n* entre m?—n?. 

9. 5a?--8ab —21b? entre a+3b. 20. 2x1—x3—3--7x entre 2x--3. 
10. 14x?—192--22x entre 7x—3. 21. 3y5--5y?—12y--10 entre y?+2. 
11. —8a?--12ab—4b? entre b—a. 22. am*—am-2a entre ат+а. 


23. 12a*3-33ab?—35a?b—10b? entre 4a—5b. 
24. 15m5—9m*n?—5m*n--3m?n*--3mn*—n^ entre 3m—n. 
(9) ткикв DE LA DIVISION 


Puede verificarse, cuando la división es exacta, multiplicando el divi- 
sor por el cociente, debiendo darnos el dividendo si la operación está co- 
rrecta. 


(3) Dividir 2x3 — 2 — 4x entre 2 + 2x. 


2x3 -4Хх-2 |2х+2 
Al ordenar el dividendo y el di- — 2х — 2х х-х-1. 8. 
visor debemos tener presente -— — 
que en el dividendo falta el tér- 2x? + 2x 
mino en x?, luego debemos de- ——— 
jar un lugar para ese término: —2x—2 
2x +2 


Pp ею 
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(4) Dividir 3a* + 10a3b? + 64a?b? — 21a*b + 32ab* entre a? — 4ab? — 5a?b. 
Ordenando con relación a la a en orden descendente: 
3a5 — 21аЬ + 10a8b? + 64a?b? + 32ab* | а? — 5a?b — 4ab? 
— 3a5 + 15a*b + 12a*b? 3a? — 6ab — 8b?. В. 


— 6atb + 220%? + 64o?b* 
6a*b — 303b? — 24a?b* 


— Bob? + 40c?b* + 320b* 
ВазЬ2 — 40o?b* — 32ab* 


(5 


- 


Dividir x1? + x9y9 — x8y* — x?y19 entre x8 + хбу2 — x*y* — х?уб. 
Al ordenar el dividendo tenemos x!? — x8y* + хуб — x?y10, 


Aquí podemos observar que faltan los términos en х!0у? y en x*y5; dejaremos 
pues un espacio entre xt? y — x8y* para el término en х!0у2 y otro espa- 
cio entre x$y$ y — x?y1? para término en х%у® y tendremos: 


EU — хёуќ + хбуб — х2ул0 | х8 4 хбу2 — xtyt — хуб 
8 Оу qe Sys оуб хуу R: 
— x10y2 + 2х5у6 


x10y? ES x8y* сэг xSy$ c xáy8 


x8y* + хбуб E xty8 — х2у10 
- x8y* => x$y9 + xáy8 + х2у10 


(6) Dividir 110 — За5 — 46a? + 32 entre 8 — За? — ба. 


Ordenaremos en orden ascendente porque con ello logramos que el primer 
término del divisor sea positivo, lo cual siempre es más cómodo. Además, 
como en el dividendo faltan los términos en a* y en a dejaremos los lugares 
vacíos correspondientes y tendremos: 


32 — 46a? + Ma? — 305 | 8— ба — 3c? 
— 32 -- 24a -- 12a? 4--За-202-03 R. 


24a — 34a? + 11a? 
— 24a + 18a? + 9a? 


— 160? + 2008 
16a? — 12a? — 6a* 
77227 Bub dq 
— Ba! + ба* + Заз 


EJERCICIO 55 

Dividir: 

ai—a*—2a—]1 entre а2--а-1. 

x9--12x?—5x entre x?—2x4-5. 
m5—5m*n--20m?n?—16mn* entre m?—29mn-—8n?. 
x*—x?—2x—] entre x?—x—1. 

x9--6x3—2x5—' 7x?—4x-F6 entre x*—3x?--2. 
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6. m*4-m5—4m*—4m-4-m?—] entre m?4-m?—4m—1. 

7. a5—a*--10—27a--1a? entre a?4-5—a. 

8. 3x*y—bxy*-F3y*—x* entre х2—2ху+у2. 

9. 2n—2n5--n*—] entre n?—2n+1. 

10. 22a?b*—5a*b?--a5b—40ab* entre a?b—2ab?—1005. 

11. 16x1—27y:—24x?9? entre 8x3—9y3--6xy?—12x?y. 

12. 4y1—135?--4y3—3y—20 entre 2y+5. 

13. b5a*x?—83x*—1llax*--3aix—2a9 entre 3x?—a?*-4-2ax?. 

14. 2x5y—x9—3x?y*—xy5 entre x1—3x3y42x%y24xy8. 

15. a9—5a5--31a?—8a--21 entre a?—2a—7. 

16. т%—т°+5т%—6т-+9 entre m*-4-3—m?--m3. 

17. a94-b8—a5b—4a*b?--6a*b3—3ab* entre a?—2ab--b?. 

18. x8—2x*y?--2x9*3—2x?1--3xy5—2y9 entre x?—2y?-Exy. 

19. 4y3—2y54-,9—y:—4y--2 entre y*4-2—2y?. 

20. 3m'—llm*4-m*--18m?—8m-—8m?--4 entre m*—3m?--4. 

21. a*--2a5—3a3—2a*4-2a?—a—1 entre a34-a?—a4-1. 

22. 24x5—52x*y--38x*y?—33x?y5—26xy'--4y9 entre 8x3—12x?y—6xy?-4-y?. 

23. 5a54-6a*--5a*—4a*—8a$—2a?--4a?—6a entre a*—2a?4-2. 

24. x'—8x9-F6x5-4-x?—3x--6 entre x9—2x?--3x-F6. 

25. 3a9--5a5—9a*—10a?--8a?--3a—4 entre 3a?--2a?—5a—4. 

26. 5y5—3y'—11y9--11y5—17y1—3y3—4y?—2y entre 5y*—3y9--4y?--2y. 

27. —m-c5m9n—14m*n?--20m*n?—13m?n*—9m?n*--20mn9—4n* entre 
n9--3m?n—5mn?— m$. 

28. x!1—5x9y?--8x1y1—6x596—5x598--3xy1? entre x5—2x5y2--3xy*. 

29. 3a9—15a'4-14a9—28a*4-47133—28a?--23a—10 entre 3a5—64?-4-2a?—3a--2. 

30. a?—b?--2bc—c? entre a+b—c. 

31. —2x?--5xy—x2—3y?—yz--107? entre 2x—3y--5z. 

32. x3-Fy*--:3—3xyz entre x?--y?--z?—xy —xz—yz. 

33. а5--55 entre a+b. 

34. 21x5—21y* entre 3x—3y. 

35. 16x5—16y5 entre 2x?--2y?. 

86. х10—у10 entre х2—у2. 

37. x15. 15 entre 24-95. 

38. x*4y3-3x?y--3xy?—1 entre х2--2ху--у --х--у- 1. 

39. x34y5 entre x*—x*y-Ex?y?—xy-4-1. 


(60 )o1visioN DE POLINOMIOS CON EXPONENTES LITERALES 


| Ejemplos (1) Dividir Зах+5 + 19a**9 — 10a*** — Bar? + 5g 
entre a? — 3a 4- 5. 


Ordenando en orden descendente con relación a la a, tendremos: 


3a**5 — 10a*** + 199**3 — 8a**? + 5a™! | 2-3За--5 


-— Зах+5 + 9g**— 15ах+3 Зах+3 — ах? + ах", R. 


a a + 4a**3 = 8ах+2 
ах — 30**8 + 50%? 


ач md Зах+2 + бах+1 
= а**8 + Зах+2 зан 5g** 


эээ 
ь о D o о 


$. 23pgoap pes 
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EXPLICACION 
La división  3a*5--a?—  3a**?-— За. 
La división — ач“ --02-- q**?—— ar, 
La división atra qguE?I ахі, 


(2) Dividir x9 — 17x322 + х3а-1 + 332-4 -+ 288-8 — 2432-5 entre x22-1 — 228-3 — 3х22-2, 
Ordenamos; en orden descendente con relación a x y tendremos: 
х38 4 x3a-1 == 17х38-2 + 2x82-8 + 3x82-4 ээж 2x92-5 Es x 3х28-2 — 228-3 
— xt 4 3х88-1-- 2438-2 х**1 4- 4x* — 3x1 4- x2, 


4х38-1 -1 5х38-2 + 2y3a-3 
— 488-1 412x802 + 8х38-8 


UT 3х38-2 + 10х88-3 + 3x8a-4 
3х38-2 — Qx3a-3 — бх38-4 
х32-3 занг 3х38-4 => 2х32-5 
== х3а-3 + 3x323-4 4 2х38-5 


EXPLICACION 
La división x98 Es х2%-1 = ҳЗа-(2а-1) = ҳ3а-2а+1 ES x", 
La división 4x92-1 ЯН х28-1 = A x98-1- (22-1) = 4х38-1-2а41 = Ax?. 
La división --3х28-2--х23-1 = — 3y8a-2-(2a-1) = — ЗуЗа-2-2а1 — — Зуз-1, 
La división x95-9 -+ x2a-1 = y3a-3-(2a-1) = уЗа-8-2а0 —у2. 


EJERCICIO 56 

Dividir: 

aq**3--a* entre a4-1. 

x" *2--3xn2 *S--xn*4—xn*5 entre x?4-x. 

m2 * Á—m**3--6m** 1—5m*--3m*^? entre т2—2т-+3. 

а? + 24а?" + 24 g2n + 1—9gq2n entre ап--ап + E 
х28-5-4х28448--0х2844-4х24424-2х2841 entre x**3—2x**1, 
a**?—940*--8a*-1—3a*-? entre 3a*-?—2a*---a*. 
а?х--4а2х-2-4-502х-3-4-2025-1--2025-4 entre ах--ах1--ах-2 

m?*- 2. m?» —4m?*-- 2m?* +1 --2m?* + 2— m?" +3 entre mps +m* 2, 
х28-24-х28-3.-4х28-4.- x2a—1 entre —x8-8- xa-1— x2—2. 

aq?2 53 —g2n-1p4.L q22—2]55— 9а29—4р7+4-а2®-568 епіге апр —qn-l b?--9a»-?53—q»—3b^, 
q *x--qmb*--axb»--b" ** entre a*4-b*. 

a*—ab"-1—q*3b--b" entre a—b. 

3a052—3—9345m-2--54521--4645»—3045" +1 entre 497—34-643m-1—843m-2, 

2хЗал-ууйх-3... фхЗмудх-2.-98х3а-2у2х4-8х38-Зу2х41 entre —x** $yr-1— gxtyr + 1-- 4x lyx, 
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DIVISION DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES 
FRACCIONARIOS 


Dividir Dé = La, Tzxy*- yi entre Е" - 57 


134 96.5 a 8 2 .3 
иу” ы а 


1 1$ .1 3 
—р®+ ру z* y t». R. 
2 2 
NES 
La E 
Y 2 
1 3 
600—5 
=y + 2уз 


Obsérvese que todo quebrado que se obtenga en el cociente al dividir, lo mismo 
que los quebrados que se obtienen al multiplicar el cociente por el divisor, deben 


reducirse a su más simple expresión. 


EJERCICIO 57 
Dividir: 


1 5 1 1 1 
V9 t ab U entre a+ b. 


=x — 38 02у + f i ies iy entre Lyi - xy T 19. 


a - Файр- b3 + таф? entre За - i. 


im: T тп – 2 т?п? + Ž mn? — пі entre imi T 2n? — mn. 
xs + ixi = x + lx: - i + LX entre 2х8 — ix +2. 
J — a3x + Hax? - ae - ixi entre i a? — ax +? к? 
х5+ 22, S 9 dy? — ї-х2у - Lad 4 um entre Ix - Lxby t xp. 
21 47 


$ Ч 1 
xS ай 49 agb. 1L LISTE ЖИК RES LM 
120 + 120* +; 25 10 entre 7 + ge Ct 427 


99 101 5 3 1 
mn? — mens + m5 — min + mni — 55. entre т? — т?п 
40 60 2 6 6 8 4 2 


2 1 
+ —mn? — —n3, 
5 4 


COCIENTE MIXTO e 91 


(82) DIVISION DE POLINOMIOS POR EL METODO 

DE COEFICIENTES SEPARADOS 

La división por coeficientes separados, que abrevia mucho la opera- 
ción, puede usarse en los mismos casos que en la multiplicación. 


1) División de dos polinomios que contengan una sola letra y estén 
ordenados en el mismo orden con relación a esa letra. 


Ejemplo Dividir 8x* — 16x5 + 6x1 + 24x? + 18x — 36 entre 4x + 3x 
— 6 por coeficientes separados. 


Escribimos solamente los coeficientes con sus signos teniendo cuidado de poner cero 
donde falte algún término y se efectúa la división con ellos: 


8—16+6+ 0+ 24 + 18 — 36 | 4-0-3-6 


-8— 0—6-4 12 2-44+0+6 
—16+0+12+24 
16-0--12--24 
+24+ 0+ 18 —– 36 


— 24 — 0— 18 + 36 


El primer término del cociente tiene x? porque proviene de dividir x? entre x? y 
como en el dividendo y divisor el exponente de x disminuye una unidad en cada tér- 
mino, en el cociente también disminuirá una unidad en cada término, luego el co- 


ciente es: 


2)División de dos polinomios homogéneos que contengan solamente 


dos letras. 


| E jemplo Dividir aë — 7a*b + 21o3b? — 37 a?b? + 38ab* — 24b5 entre a? 
— 3ab + 4b? por coeficientes separados. 


Tendremos: 1-7-421-37-38-24 (1-3-44 


-143-4 1—445—6 
—4+17 — 37 
4— 12-16 
5— 21 +38 
— 54-15— 20 
— 6+ 18 — 24 


6 — 18 + 24 


El primer término del cociente tiene a? porque proviene de dividir a5 entre a?. ; 
Como el cociente es homogéneo y en el dividendo y divisor el exponente de a dis- 
minuye una unidad en cada término y el de b aumenta una unidad en cada término, 


ший" 


Р $9 Y O P oy 09 » t 


ы м ы ы 
өвөө 


ы юм ы 
е cw" P 


m 
гч 


EJERCICIO 58 

Dividir por coeficientes separados: 

x5—x1--x?—x entre x?—x?-F-x. 

x7 px9—11x54-3x:—13x9--19x?—56 entre х3—9х2—7. 
a*^--a*b—'Ta*b?--12a3b3—13a?b1--Tab5—b9 entre a?—2ab--b?. 
m*--2m*n?—5m*n--20m?n3—19m?n*—10mn5*—n$ entre m?—4mn?—n?, 
x5—2x9—50x*--58x?—15 entre xí--6x?—5. 
a*-r9a19—741?4-23a5—52a94-42a*—20a? entre a3—4a9--3a*—2a?. 

3x15—20x1?— 0x9--51x94-46x3—20 entre 3x9—8x?--10. 

93m *"— 12m?*--m?8—127m19--187:m1?—1929m*-4-87m*—45. entre m1?—7m5--9m*—15. 
2x'—6x5y—8x5y?—20x193—24x9y:— 18x2y5—4y* entre 2x?--4y?. 
6a*—12a*--2a8—36a?--6a*—16a?--38a?—44a-4- 14 entre a*—2a?4-a— 7. 
119—6n5-4-5n5--13n9—23n5—8n*--44n?—12n?—32n--16 entre n9*—3n*4-5n?—8n-H4. 
3x*—4x6y—10x9y?--29x*y3— 13x$y*--5xy9—3y* entre x3—5xy?--3*. 
x165—4x1142—10x1293-- 21x10y9--28x8y5—23x9y10-- 9x1y12--33x?911—6516 entre 
x9—4x5y*—5x21-4-9. 

a" *?—349" *1—597--204*1—25a7"-? entre а2—5. 

Ta? + 5—935g?* * 1-- 6075 * 5—189?* + 2—54?* +1— 4942*—7а2х—1 entre a*4-6a** 14-7a* * 8. 


бзи: 4x94 12—95498 14:91 23—4052631.1-19492—]0 225—044 entre 
6x 1—4x*-F2x* e 


625** 5—2345**3--122*x 11—93445:--2295*1— 1525*-? entre q?**3— 421—842: t 1— 5921, 


COCIENTE MIXTO 


En todos los casos de división estudiados hasta ahora el dividendo era 
divisible exactamente por el divisor. Cuando el dividendo no es divisible 
exactamente por el divisor, la división no es exacta, nos da un residuo y 
esto origina los cocientes mixtos, así llamados porque constan de entero y 
quebrado. 

Cuando la división no es exacta debemos detenerla cuando el primer 
término del residuo es de grado inferior al primer término del divisor con 
relación a una misma letra, o sea, cuando el exponente de una letra en e! 
residuo es menor que el exponente de la misma letra en el divisor y suma- 
mos al cociente el quebrado que se forma, poniendo por numerador el ге- 
siduo y por denominador el divisor. 


VALOR NUMERICO @ 93 


Ejemplos Mx 6 хээ 


== 8x 6 
а 6 "ttg t 
+. ya xm des х 
(1) Dividir x* — x — 6 entre x +3. 4x +12 
6 


El residuo no tiene x, así que es de grado cero con relación a la x y el divisor 
es de primer grado con relación a la x, luego aquí detenemos la división 
porque el residuo es de grado inferior al divisor. Ahora añadimos al co- 


6 
ciente x —4 el quebrado +3' de modo semejante a como procedemos en 
х 


Aritmética cuando nos sobra un residuo. 


(2) Dividir 6m* — 4m3n? — 3m?n* + 4mn* — në entre 2m? — n* 
6m* — 4m*n? — 3m*n* + 4mn?* — n? | 2m* — п? К | 
— ба! + Зт2пі 2mn* — në 
5 302-2084-------- R. 
— 4m?n* + 4mn? 2m? — n* 
4m?n? — 2mn* 
2mn* — në 


Hemos detenido la operación al ser el primer término del residuo 2mn? en el 
cual la m tiene de exponente 1 mientras que en el primer término del divisor 
la m tiene de exponente 2 y hemos añadido al cociente el quebrado que se 
forma poniendo por numerador el residuo y por denominador el divisor. 


NOTA 
En el nómero 190, una vez conocidos los cambios de signos en las fracciones, 
se tratará esta materia más ampliamente. 


В EJERCICIO 59 
Hallar el cociente mixto de: 
1. а?+Ь?° entre a?. 8. х2—6ху+у? entre x+y. 
2. аї+2 entre aê. 9. х2—х2+3х+2 entre х2—х+1. 
3. 9x*--6x*--7 entre 3x?. 10. хз+уз entre x—y. 
4. 1648-20035--84252--Та58 entre 4a?. ll. х5+у5 entre х-у. 
5. x24+7x+10 entre x+6. 12. x3+4x2—5x+8 entre x?—2x4-1. 
6. х2—5х+7 entre x—4. 13. ga?—6a?b--5ab?—90? entre 2a—3b. 
T. m%-11m2434 entre m?—3. 14. x5—3x1--9x?--7x—4 entre x?—3x-4-2. 


(ве) vaLor NUMERICO DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS 
CON EXPONENTES ENTEROS PARA VALORES 
POSITIVOS Y NEGATIVOS 


Conociendo ya las operaciones fundamentales con cantidades negati- 
vas, así como las reglas de los signos en la multiplicación y división, pode- 
mos hallar el valor de expresiones algebraicas para cualesquiera valores de 
las letras, teniendo presente lo siguiente: 


O4 Ф X ALGEBRA 


POTENCIAS DE CANTIDADES NEGATIVAS 
1) Toda potencia par de una cantidad negativa es positiva, porque 
equivale a un producto en que entra un nümero par de factores negativos. 
Así, (C2)? —- 4 porque (-2? —(—2) Х(-2) —-4. 
(—2)} =+ 16 porque (-2)* =(- 2)? х (—2)%=(+ 4) х (+4) = + 16. 
(-2=+ 64 porque (—2)% = (— 2)* х (— 2)? = (+16) х (+4) = + 64. 
(— 2)? = + 256 porque (— 2) = (— 2) x (— 2)? = (+ 64) x (+ 4) = + 256. 
y así sucesivamente. 
En general, siendo N un número entero se tiene: (— а)?“ =a?*, 
2) Toda potencia impar de una cantidad negativa es negativa porque 


equivale a un producto en que entra un número impar de factores ne- 
gativos. 


Así (-2=- 2. 
(– 2) =— 8 porque (— 2) 2(-2?x(-2)-(* 4)x(-2)=- 8. 
(-2)=-— 32 porque (—2)5 = (– 2)* х (— 2) = (+16) х (– 2) = – 32. 
(—2y = —128 porque (—2) = (—2)* x (— 2) = (+ 64) x (— 2) = — 198. 


y así sucesivamente. 
En general, se tiene: (— а)2* +1 = — a?**1, 


| Ejemplos (1) Valor numérico de xè — 3x? + 2x — 4 para x = — 2. 
Sustituyendo x por — 2, tenemos: 


(-28-3(-2Р-21-2)-4 
——8—3(4)--2(—2)—4 


ш-8-12-4-4 
=-—28. К. 
4  3o?b 2 
(2) Valor numérico а рага а= —2, Ь= — 3. 
45 За | Sab? 
Tendremos: — — —— – b? 
6 3 
(-2jf* 3|—2f(-3) 5Г-21-3Г 
Hi ИНЕ шы UE! E q 3 
4 6 » 3 Р 
16 3(4)(— 3) 5(—2)(9) 
ш----------- o ӨМНЭ — 27 
4 6 t 3 


=% —90 
=4— e i) +27 
=4—(—6)+(—30)+27 


=4+6—30+27=7. К. 
NOTA 
Para ejercicios de valor numérico de expresiones algebraicas con exponentes 
cero, negativos o fraccionarios, véase Teoría de los Exponentes, pág. 407. 


e p t wt 


ю 9 uu 


MISCELANEA DE LAS OPERACIONES FUNDAMENTALES @ 95 
EJERCICIO 60 
Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para 
а--1, b=2, с=—-+: 
a?—2ab4-b?. 6. (b-caf—(b—c)—(a—c. 
3a*—4a?b -3ab?—b?. 1. ab ас ёс 
8 


a*—3a*--2ac—3bc. "л... а. 


с b a 
a5—8a*c4-16a*c?—2042c*4-40ac*—c5. (a--b--c)*—(a—b—c)"-c. 
(a—b)+(b—c)?—(a—c)?. 3(2a+b)—4a(b+c)-2c(a—b). 


Hallar el valor mumérico de las expresiones siguientes para 


a=2, bz, х=—2, y=-1, m=38, n= 


Ee d. t c 
10. $ 2 + 2 y*. 
11. (a—x) -(x—yy-(x*—?)(m--x-—n). 


12. —(x—y) + (224 y?) (x — y — m) + 3b (x + y 4 n). 


Хэ» 
13. (83x —2y) (2n — 4m) + 4x?%y? — 7. 
4x x3 Tas] 
ариг amis aci comu ёсний 4_ 
14. Зу al т) т. 
15. хх у + m) — (x — y) (x? + y? — n) + (x+y)? (m? — 2n). 
EE: 


m 
— == 0/8 уб 1 
с = + 2(х у? + 4) 
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MISCELANEA 
SOBRE SUMA, RESTA, MULTIPLICACION Y DIVISION 


A las 7 a.m. el termómetro marca --59 y de las 7 a las 10 a.m. baja 
a razón de 3? por hora. Expresar la temperatura a las 8 a.m., 9 a.m. 
y 10 a. m. 

Tomando como escala 1 cm — 10 m, representar gráficamente que un 
puo B está situado a --40 m de А y otro punto C está situado a —35 m 
e B. 

Sumar x?—3xy con 3xy—y? y el resultado restarlo de x?. 

¿Qué expresión hay que añadir a 3х2—5х+6 para que la suma sea 3х? 
Restar —2a?--3a—5 de 3 y sumar el resultado con 8a+5. 


- Simplificar —3x2—4 —[4x?4-5x—(x?—x4-6)] $. 


Simplificar (x4-y) (x —y) —(x--y)*. 
Valor numérico de 3(a+b)-4(c—b)+x 5. рага a—2, b—3, с=1. 
—a 


Restar x?—3xy--y? de 3x?—5y? y sumar la diferencia con el resultado 
de restar 5xy+x? de 2х2+5ху+6у2. 


28. 


30. 


Ф ALGEBRA 


Multiplicar lat - iab t ib por ie F Žab —25°. 


. Dividir la suma de x$—x?-5x?, —2x'--2x?—10x, 6x3—6x+30 entre 


x?—2x4-6. 

Restar el cociente de Las — ab? + 5% entre Za + 49 de E +ab + 14. 
Restar la suma de —3ab?—b* y 2a?b--3ab?—b? de a3—a?b+b? y la dife- 
rencia multiplicarla por a?—ab+b?. 


Restar la suma de x?—5x?--4x, -6х2-0х-43, —8x?--8x—3 de 2x*—16x? 
+5x+12 y dividir esta diferencia entre x?—x--3. 


Probar que (24-x)*(14-x?)—(x?—2) (x?--x —3)— x*(3x--10) -2(3x —1). 
Hallar el valor numérico de (x--y)'(x—y)^--2(x--y)(x—y) para х=—2, y=1. 


¿Qué expresión hay que sumar a la suma de х+4, x—6 y x?--2x-F8 para 
obtener 5х2—4х+3? 


Restar —43a+(—b+a)-2(a+b)p de —2[(a+b)—(a—b)]. 
Мечо 5х+[—(3х—х—у)] por сан, 2x+(—x+y)]. 


Restar el cociente de Mu b rab + E ху? ly entre Ža? Lxyeyt de 
2х+[—5х—(х—у)]. 
Probar que [x?—(3x-4-2)] [x?--(—x--3)]9x?(x?—4x--4) (7 x--6). 
¿Qué expresión hay que sumar al producto de 
[x(x-y)7x(x—y)] [2(x?--52) -3(x?—?)] para obtener 2x*y--3xy*? 
Restar —x?—3xy--y* de cero y multiplicar la diferencia por el cociente 
de dividir хз—уз етте х—у. 
Simplificar (х—у)(х?+ху+у?)—(х++у)(х?—ху+у?). 

b /9b 
Hallar el valor numérico de To 2(b — a) LAR 3(c — b) Ta 
para a=4, b=9, c=25. c a? b 
zPor'cuál expresión hay que dividir el cociente de x?--3x?—4x—]19 entre 
х--3 para obtener x—2? 
Simplificar 4x?—43x—(x?—4+x))4+[x?—x+(-3)f] y hallar su valor 
para x —— 2. 
¿De cuál expresión hay que restar —18x?--14x?4-84x—45 рага que la 
diferencia dividida entre x?--7x—5 dé como cociente x?—9? 
Probar que (a*4-b?)(a4-b)(a—b)—a*— [3a--2(a--2)—4(a--1)—a--b*]. 
Restar —x?—5x?--6 de 3 y sumar la diferencia con la suma de x?—x--2 
y —[x*4+(—3x4+4)—(—x+3)). 


EUCLIDES (365-275 A. C.) Uno de los más grandes 
matemáticos griegos, Fue el primero que estableció 
un método riguroso de demostración geométrica. La 
Geometría construida por Euclides se mantuvo incó- 
lume hasta el siglo XIX. La piedra angular de su geo- 


metría es el Postulado: "Por un punto exterior a una 
recta sólo puede trazarse una perpendicular а la mis- 
ma y sólo una”. El libro en que recoge sus investiga- 
ciones lo tituló "Elementos", es conocido en todos 
los ámbitos y ha sido traducido a los idiomas cultos. 


CAPITULO VI 
PRODUCTOS Y COCIENTES NOTABLES 


Il. PRODUCTOS NOTABLES 


Se llama productos notables a ciertos productos que cumplen reglas 
fijas y cuyo resultado puede ser escrito por simple inspección, es decir, 
sin verificar la multiplicación. 


(вт) силрвлро DE LA SUMA DE DOS CANTIDADES 
Elevar al cuadrado a + b: equivale a multi- (a + by? = (а+ b) (a + Б). 
plicar este binomio por sí mismo y tendremos: — / 
a+b 


Efectuando este pro- aA ia 
ducto, tenemos: а? +ab 
ab+b? о sea (a+ Ы)? =а? + 2ab+ b* 
a? + 2ab + b? 


luego, el cuadrado de la suma de dos cantidades es igual al cuadrado de la 
primera cantidad más el duplo de la primera cantidad por la segunda más 
el cuadrado de la segunda cantidad. 
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: (1) Desarrollar (x + 4)?. 
Ejemplos Cuadrado: del. primero. ¿Zrii iii xe 
Duplo del primero por el segundo 2x X 4— 8х 


Cuadrado del segundo- ......................... 16 
Luego (х + 4) = х? + 8х + 16. К. 
Estas operaciones deben hacerse mentalmente y el producto escribirse direc- 


tamente. 


Cuadrado de un monomio. Рага elevor un | 
monomio al cuadrado se eleva su coeficiente al . 
cuadrado y se multiplica el exponente de cada 
letra por 2. Sea el monomio 4ab?. Decimos que 


En efecto: (4ab?)? = 4ab? х 4ab? = 16a?b*. 
Del propio modo: (5x3y*z5 P = 25х%у8210. 
Cuadrado Че? ou tcs сал (Аа = 16a?. 
(2) Desarrollar (4a + 562). — Duplo del 1° por el 2°.... 2 X 4a X 5b? = 40ab?, 
Cvadrado..del2*. 25. aid (562)? = 25b*. 
Luego (4а + 552) = 16a? + 40ab? + 25b*. В. 
Las operaciones, que se han detallado para mayor facilidad, no deben escribirse 
sino verificarse mentalmente. 
(3) Desarrollar (3a? + 5х3 )?. 
(3a? + 5x3)? = 9a* + 30a?x9 + 25x9. В. 
(4) Efectuar (Zax* + 9у5) (7ах* + 9у5). 


(axt + 9y5)(Zax* + 9у5) = (Zax* + 9y5)? = 49a?x* + 126ax!y^ + 81y!9. R. 


Æ- EJERCICIO 62 

Escribir, por simple inspección, el resultado de: 
1. (m43y. 6. (х+у)?. 11. (4m5+5n5)?. 16. (а'+а"\?. 
2. (5+х)2. т. (1+3х2)2. 12. (Та?Ьз+5х*). 17. (а+0*+1)2. 
3. (6a+b). 8. (9х--Зуу. 13. (4ab$--5xySg. 18. (x**!4-ys-2ys. 
4. (944m). 9. (a*x--by2). 14. (8х2у--9т3)у. 
5. (Tx+11)2 10. (3a+8b%?. 15. (х10+-10у12)2. 


REPRESENTACION GRAFICA DEL CUADRADO 
DE LA SUMA DE DOS CANTIDADES 


El cuadrado de la suma de dos cantidades puede representarse geo- 
métricamente cuando los valores son positivos. Véanse los siguientes pasos: 


Sea 


PRODUCTOS NOTABLES e 99 


Construimos un cuadrado de a 
unidades de lado, es decir, de lado a: 


[нель ]—— y а’ 


b b Construimos un cuadrado de b 
unidades de lado, es decir, de lado b: 


j 2 


Construimos dos гес- 


tángulos delargo a y ancho 
b: ——— 


b ab b 
| FIGURA 12 | а а 


Uniendo-estas cuatro figuras como se indica en la figura 13, formaremos 
un cuadrado de (а + b) unidades de lado. El área de este cuadrado es 
(a + b) (a + b) = (a + by, y como puede verse en la figura 13, esta área está 
formada por un cuadrado de área a, un cuadrado de área b? y dos rectán- 
gulos de área ab cada uno o sea 2ab). Luego: 


(a+ by = а + 2ab + b. 


ЕТЕ 


- 
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CUADRADO DE LA DIFERENCIA DE DOS самНаарн 


Elevar (a— b) al cuadrado equivale a 
multiplicar esta diferencia por sí misma; luego: "di" y 


Efectuando este producto, 
tendremos: 


a? — 2ab + b? 


luego, el cuadrado de la diferencia de dos cantidades es igual al cuadrado 
de la primera cantidad menos el duplo de la primera cantidad por la sc- 
gunda más el cuadrado de la segunda cantidad. 


А (1) Desarrollar (x — 5). 
| Ejemplos | (х= 5} =x? — 10x +25. R. 
— 3b? Р. 


(2) Efectuar (4a? 
(4a? — 3b3)? = 16a? — 24a?b? + 9b9. R. 


В EJERCICIO 63 


Escribir, por simple inspección, el resultado de: 


1. (a—3)y. 5. (4ax—1)?. 9. (x5—3ay?y. 13. (x"—y"). 

2. (x—Ty. 6. (68-09), 10. (a'—b"y. 14. (05-2-2)у. 

3. (9-ay. T. (84—53). 11. (2m—3ny. 15. (x1 dxe-2). 
4 (2a—3bg. 8. (3-р. 12. (10x3—9xy5y. 


PRODUCTO DE LA SUMA POR LA DIFERENCIA 
DE DOS CANTIDADES 


Sea el producto (a+ b) (a — b). 


a +b 
а —b 


Efectuando esta mul- 
r^ ай x ab o sea (a--b)(a—b)—a*—b* 


tiplicación, tenemos: ab — b? 


a? =b 


luego, la suma de dos cantidades multiplicada por su diferencia es igual al 
cuadrado del minuendo (en la diferencia) menos el cuadrado del sustraendo. 


| Ejemplos | (1) Efectuar (a + x)(a — x). 
(а + ха – х) = ао —– х2. R. 


(2) Efectuar (2а + 3Ь) (2а — 3b) 
(2a + 3b)(2a — 3b) = (2a)? — (3b? = 4a? — 962. R. 


eus e Ди 


gue e t9 | 
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(3) Efectuar(5a"** + За”) (За — 5a"*1). 


Como el orden de los sumandos no altera la suma, 5a”*! + За" es lo mismo 
que За" --5a"*!, pero téngase presente que За" — 5a"*! no es lo mismo 
que 5o?*! — Зат, Por eso hay que fijarse en la diferencia y escribir 


е1 cuadrado del minuendo menos el cuadrado del sustraendo. 
Tendremos: | 5a"*!--3o Зав — 5а®*1) = (307)? — (5941)? = 9o?" -25а28-2, R, 
EJERCICIO 64 


Escribir, por simple inspección, el resultado de: 


(x-y)(x—y). 6. (n—1)(n+1). 11. (1—8xy)(8xy--1). 
(m—n)(m-n). 7. (1—3ax)(3ax4-1). 12. (6x*—m?x)(6x?-m?x). 
(а-х)(х--а). 8. (2т+9)(2т—9). 13. - (a"4-b»)(am— b»). 
(х2+а2)(х2—а?). 9. (a3—b?)(a*4-b?). 14. (3x*—5y")(5ym--3x*). 
(2a—1)(14-2a). 10. (у2—3у)(у2+3у). 15. (8511-4255-1)(255-1-нах 1), 


(4) Efectuar (a 4- b + c)(a + b —c). 


Este producto puede conver- (a 4- b - c)a - b — c) = [(a +6) + c] Ца + b) — c] 
tirse en la suma de dos can- = (a +b}? — c? 

tidades multiplicada por su = о2+2оЬ+Ь°—‹с?. R. 
diferencia, de este тойо: — ^ 


donde hemos desarrollado (a + b)? por la regla del ler. caso. 


Efectuar (a +b + c)(a — b — c). 


Introduciendo los dos últimos términos del primet trinomio en un paréntesis 
precedido del signo +, lo cual no hace variar los signos, y los dos últimos 
términos del segundo trinomio en un paréntesis precedido del signo —, para 
lo cual hay que cambiar los signos, tendremos: 


(a+ b+c)lla—=b—c)= [a+(b+c<)] [a—(b+c)] 
= a? — (b + с)? 
= a? — (b? + 2bc + c?j 
m p —32bc—c. В 


- 


(5 


(6) Efectuar (2x + Зу — 4z)(2x — Зу + 42) 


(2x + Зу — 4z)(2x — Зу + 4z) = [2х + (Зу — 42)] [2x — (Зу — 42)] 
= (2x)? — (3y — 42}? 
= 4x? — (9y? — 24yz + 162?) 
= 4x? — 9y? + 24yz — 162%. R. 


EJERCICIO 65 
Escribir, por simple inspección, el resultado de: 


(х+у+2)(х+у—2). 6. (х+у—2)(х—у+2). 11. (2х+у—2)(2х—у+:2). 
(х—у+2)(х+у—2). 7. (п2+2п+1)(п2—2п—1). 12. (х2—5х+6)(х2+5х—6). 
(х+у+2)(х—у—2). 8. (а2—2а+3)(а24+-2а+3). 13. (a?—ab4-b?)(a?-- b?--ab). 


(m-4-n4-1)(m-4-n—1). 9. (m?—m-1)(m?--m—1). 14. (38-х2-х)(х8--х2--х). 
(m—n—1)(m—n-F1). 10. (2a—b—c)(2a—b-c). 
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REPRESENTACION GRAFICA DEL PRODUCTO DE LA SUMA 
POR LA DIFERENCIA DE DOS CANTIDADES 

El producto de la suma por la diferencia de dos cantidades puede 
representarse geométricamente cuando los valores de dichas cantidades son 
positivos. Véanse los siguientes pasos: 

Sea (a+b)(a—b)=a*-— b? 


Construimos un cuadrado de a 


unidades de lado, es decir, de lado a: 
>] FIGURA 14 
2 
a Construimos un cuadrado de b b b 
unidades de lado, es decir, de lado b: . 
[m1 ИМ 


Al cuadrado de lado a le quitamos el cuadrado de la- 
do b (figura 16), v trazando la línea de puntos obtenemos 
el rectángulo c, cuyos lados son b y (a — b). Si ahora trasla- 
damos el rectángulo c en la forma indicada por la flecha en 
la figura 17, obtenemos el rectángulo ABCD, cuyos lados 
son (a b) v (a — b), v cuva área (figura 18) será: 

(а + b) (a— b) = а —b 
(a + b) (а— b) = а? — b? 
(10 + 6) (10 — 6) = (10)? -(6)* 
16 х 4 = 100 — 36 
=64 К. D azb с 


a-b 


ES] 
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CUBO DE UN BINOMIO 


1) Elevemos a+ b al cubo. 


Tendremos: (a+ b = (a+ Б) (2+ b)(a+ b) = (a+ b*(a + b) = (a? + 2ab + b?) (a + b). 


a? + 2ab + b? 
Efectuando esta a tb 
multiplicación, аз 4-2a?b + ab? 
tenemos: / a?b + 2ab? + b°? 
а? + За?Ь + 3ab? + Б 


lo que nos dice que el cubo de la suma de dos cantidades es igual al cubo 
de la primera cantidad más el triplo del cuadrado de la primera por la 
segunda, más el triplo de la primera por el cuadratlo de la segunda, más 
el cubo de la segunda. 


2) Elevemos a—b al 


cubo. Tendremos: - (a — by = (a — by*(a — b) = (a? — 2ab + b?) (a — b). 


Efectuando esta multiplicación, tenemos: 


a? —2ab + b? 

а —b 

аз —2a?b + ab? O sea (a — b) = а? -: 
т UR бА 


— a?b + 2ab? — b? 
a? — 3a?b + 3ab? — b? 


lo que nos dice que el cubo de la diferencia de dos cantidades es igual al 
cubo de la primera cantidad, menos el triplo del cuadrado de la primera 
por la segunda, más el triplo de la primera por el cuadrado de la segunda, 
menos el cubo de la segunda cantidad. 


Ejemplos (1) Desarrollar (a +1). 
(a + 1] —o* + 3а2(1) + 3а(12) 4- 15 — 05 -- 302 -- 3a -- 1. R. 


i 


(2) Desarrollar (x — 2}. 
(x — 2) = x3 — 3х2(2) + 3х(22) —25 = x? — 6x2 + 12x —8. R. 
(3) Desarrollar (4x + 5)$. 
(4х + 5 = (4xf* + 3(4х)2(5) + 3(4х)(52)--58 = 64x? + 240x? + 300x + 125. R. 
(4) Desarrollar (x? — 3y)?. 
(х2 — 3 y)? = (х2)3 — 3(х2)2(3у) + 3x? (3y  — (3y)9 —x9— 9x%y + 27x2y? — 27y?. R. 
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| EJERCICIO 66 


Desarrollar: 
1. (a42y. 4. (п-4р. T. (2--y?y.. 10. (48-25). 
3. (5-1). 5. (2х-1). 8. . (1-2ny*. 11. (2x+3y)?. 
3. (т-8). 6. (1—3yy. 9. (48-43). 12. (1--а2). 


(51) PRODUCTO DE DOS BINOMIOS DE LA FORMA (х--а! (x t b) 
La multiplicación nos da: 


х +2 x-—8 Жуй * +6 
х +8 x —4 х +5 x —4 
x? + 9x х2-3х x?— 2x x? + 6x 
` 8х+ 6 —4х+12 + 5х – 10 — 4х — 94 
х2-5х- 6 x? — 7х +12 x*-F3x — 10 x? + 2x — 24 


En los cuatro ejemplos expuestos se cumplen las siguientes reglas: 


1) El primer término del producto es el producto de los primeros tér- 
minos de los binomios. 

2) El coeficiente del segundo término del producto es la suma alge- 
braica de los segundos términos de los binomios y en este término la x está 
elevada a un exponente que es la mitad del que tiene esta letra en el pri- 
mer término del producto. 

3) El tercer término del producto es el producto de los segundos tér- 
minos de los binomios. 


PRODUCTO DE DOS BINOMIOS DE LA FORMA (тх + а) (пх + b). 


El producto de dos binomios de esta forma, en los cuales los términos 
en x tienen distintos coeficientes, puede hallarse fácilmente siguiendo los 
pasos que se indican en el siguiente esquema. 

Sea, hallar el producto de (3x + 5) (4x + 6): 


Reduciendo los términos semejantes tenemos: 12x? + 38х + 30 R. 


оттоон 
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- (1) Multiplicar (x + 7)(x — 2). 
Ejemplos Coeficiente del segundo término .......... 7-2:55 
Төгсөгч 46001002 сэлэх нх E ert 7х (— 2) = – 14 


luego (x--7)(x —2) = х2 5х —– 14. R. 
(2) Efectuar (x — 7) (x — 6). 


Coeficiente del 2° término ........ [—7)+([=6) = — 13 
Tercer: Sérmiino cock (77)X1(—6)2- 42. 


luego (x —7)(x—6)— x? — 13x + 42. В. 


Los pasos intermedios deben suprimirse y el producto escribirse directamente 
sin escribir las operaciones intermedias. 


Efectuar (a — 11)(a 4- 9). 

(а — 11) (9+9) = а2 —– 2а — 99. R. 
Efectuar (x? +7) (х2 + 3). 

(х2+7) (х2 +3) = х? + 10х° + 21. В. 


Obsérvese que сото el exponente de x еп el primer término del producto 
es 4, el exponente de x en el segundo término es la mitad de 4, o sea х?. 


(5) Efectuar (x? — 12) (x? — 3). 
(x3—12)(x3—3)2 x9 — 15х% + 36. В. 


(3 


— 


(4 


= 
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Escribir, por simple inspección, el resultado de: 


(a+1)(a+2). T. (x—3)(x—1). 13. (n?—1)(n?4-20). 19. (ab4-5)(ab—6). 
(х--2)(х4-4). 8. (x—5)(x--4). 14. (n343)(n3—6). 20. (xy?—9)(xy*--12). 
(x4-5)(x—2). 9. (a—11)(a4-10). 15. (х3+7)(х3—6). 21. (a?b?—]1)(a*b*4-7). 
(m—6)(m—5). ^ 10. (n—19)(n3-10). — 16. (а*+8)(а*—1). 22. (x*y*—6)(x*y*--8). 
(х+7)(х—3). 11. (а2+5)(42—9). 17. (05-2)(05--7). 23. (a*—3)(a*+8). 
(x4-2)(x—1). 12. (x*—1)(x?—'). 18. (a9--7)(a9—9). 24. (a**1—6)(a**1—5). 
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MISCELANEA 

Escribir, por simple inspección, el resultado de: 

1. (x42). 14. (х+у+1)(х—у—1). 27. (2948-5543). 

2. (x+2)(x+3). 15. (1—a)(a-1). 28. (a3--19)(4*—15). 

3. (х+1)(х—1). 16. (m—8)(m4-12). 29. (m?—m--n)(n--m-4-m?). 
4. (х—1)°. 17. (x?—1)(x?--3). 30. (x*-T)G3—11). 

5. (n43)(n4-5). 18. (x%46)(x3—8). 31. (11—aby. 

6. (m—3)(m-3). 19. (5x9--6m*y*. 32. (x*y3—8)(x?y9--6). 

T. (а+Ь—1)(а+Ь+ 1). 20. (x*—2)(x*4-5) 33. (a-b)(a—b)(a*—b?). 
8. (1-9. 21. (1—a--b)(b—a—1). 34. (x41)x—1l)x*—2). 

9. (a?--4)(a?—4). 22. (a*-4-b")(a*—b"). 35. (a4-3)(a*4-9)(a—3). 
10. (3ab—b5x?y. 23. (x**1—8)(x**14-9). 36. (x4-5)(x—5)(x?--1). 
11. (ab-4-3)(3—ab). 24. (a?b?--c))(a?b?—c2). 37. (a--1)(a—1)(a4-2)(a—2). 
12. (1—4ax)*. 25. (да--х). 38. (a42)(a—3)(a—2)(a--3). 


ший хэд 26. (à-1D2-2). 
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П. COCIENTES NOTABLES 


Se llama |. cocientes notables a ciertos cocientes que obedecen a reglas 
fijas y que pueden ser escritos por simple inspección. 


COCIENTE DE LA DIFERENCIA DE LOS CUADRADOS 
DE DOS CANTIDADES ENTRE LA SUMA O LA 
DIFERENCIA DE LAS CANTIDADES 


1) Sea el cociente =. Efectuando la división, tenemos: 
a? —b? |a+b 
—a? —ab a—b 
ab + b? 
a? шу b? 
2) Sea el cociente Lu Efectuando la división, tenemos: 
a? —b? |a—b 
-а +ab a+b 


— ab +b? 
Lo anterior nos dice que: 


1) La diferencia de los cuadrados de dos cantidades dividida por la 
suma de las cantidades es igual a la diferencia de las cantidades. 


2) La diferencia de los cuadrados de dos cantidades dividida por la 
diferencia de las cantidades es igual a la suma de las cantidades. 


| Ejem plo $ | (11 Dividir 9x? — y? entre 3x + y. 


odi ue v 
2 zS3x—y. R 
3x +у 

(2) Dividir 1 —x * entre 1 — х2. 

nae 
X g+ R 
1--х2 

(3) Dividir (a +b)2—c? entre (a + b) + c. 

2. 
a e ИГ R. 
(а+ 6) tc 
(4) Dividir 1 — (a + n? entre 1 — (а + n). 
e 2 
Um kx A ERES R. 


] — (а + n) 
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Ææ- EJERCICIO 69 


Hallar, por simple inspección, el cociente de: 


x?—] i x?—4 4x?—9m?n* T ganan 1—(a4-by 
xtl “хэй? (o 9х+3тт2 ` ya - 1+(a+b) ` 
1—x? 9—x* 36m?—49n?x* a?x *2—]100 4—(m+n)? 
. e. ==> 18: ————— a—. “<= ЗИК ——— 

1-х 3—x? 6m—Tnx? а+1—10 2-4- (mn) 
qi. a?—4b? 81a*—10055 1-949069 x?—(x—yy 
. T. . Mo —————— ME: ==. 18 == 

x+y a+2b 9a3--105* 14+3xm+2 х+(х—у) 

у2— х2 à 95—86х1 аїЬв—4х8уї0 А (х+у)#—2? ” (a+x)?—9 
у-х ` ' ^ 5—6x? ^o а258--9х4у5 ` 5 (xy): ` o (a+x)+3 ` 


(94) COCIENTE DE LA SUMA O DIFERENCIA DE LOS CUBOS 
DE DOS CANTIDADES ENTRE LA SUMA 
O DIFERENCIA DE LAS CANTIDADES 


: a? +b? ЭТТ 
1) Sea el cociente — i Efectuando la división, tenemos: 


a? +b | a+b 
— a3 — a?b a?—ab-rb?* 
а 
ар? + b? 
— ab? — b3 
2) Sea el cociente m o Efectuando la división, tenemos: 
аз —b? | a—b 
— a? + a?b a? + ab + b? 
a*b 
— a?b + ab? 
|». ab?— p 
—ab? + b? 


Lo anterior nos dice que: 


1) La suma de los cubos de dos cantidades dividida por la suma de 
las cantidades es igual al cuadrado de la primera cantidad, menos el pro- 
ducto de la primera por la segunda, más el cuadrado de la segunda can- 
tidad. 

2) La diferencia de los cubos de dos cantidades dividida por la dife- 
rencia de las cantidades es igual al cuadrado de la primera cantidad, más 


el producto de la primera por la segunda, más el cuadrado de la segunda 
cantidad. 
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ы (1) Dividir 8x* + y? entre 2x + y. 
Ejemplos B3 + уг 
«x = (2х)#— 2х(у) + y? = 4? — 2xy + y 
x TY 


(2) Dividir 27x5 + 125y? entre 3x? + 5y?. 


rmi = (3x2)? — 3x?(5y3) + (5y3 P. = 9x* — 15x?y? + 25y". 
(3) Dividir 1 — 64a* entre 1 — 4a. 
==: + 4а + 1602, R. 
(4) Dividir 8x1? — 729y" entre 2x* — 9y?. 
к” = 4x8 + 18x!y? + 81у%. R. 


2,8 


Los pasos intermedios deben suprimirse y escribir directamente e! resultado 


final. 
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Hallar, por simple inspección, el cociente de: 


14a3 8x34-27y? 14+a*b3 ” 92799 ч 
1+a ` "| 2x+3y dab |o By 7 : 
1—a* 27m3—125n* 729—512b3 8a9--,9 
1 —— — 10 ——— 14 18. 
1—a 3m—5n 9—8b 2a*4-y3 
х3--у? 6443--343 a?x3+b3 1—x!? 
7 y E == 19, =———: 19. 
x+y 4а@+1 ax+b 1—х* 
8at—1 216—125y* n*—m?x* 27x9--1 
5 . ÁS й, === 16. Я 20. 
2а—1 6—5y n—mx 3х2+1 


(95) COCIENTE DE LA SUMA O DIFERENCIA DE POTENCIAS 
IGUALES DE DOS CANTIDADES ENTRE LA SUMA 
O DIFERENCIA DE LAS CANTIDADES 


La división nos da: 


at — bt 
= а% + a?b + ab? + b? 
a—b a* — bi 
Ї. II. =a? — a? 
a5 — b5 a+b 


= a* + азь +a?b? + ab? + bt. 
a—b 


64a*4- b? 


4a+b3 ' 


а8--58 


a?—b2" 


125—343x!5 


5-1х5 
n9?4-1 
ntl 


b + ab? — bë. 
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a* + bt к 
——— по es exacta la división 
a^ + Ь5 a+b 
HI. ——— — — a* — a3b + a2b? — ab? + bt. IV. 
a+b at + bt DR 
ТЭР no es exacta la división 
n 


Lo anterior nos dice que: 

1) La diferencia de potencias iguales, ya sean pares o impares, es 
siempre divisible por la diferencia de las bases. 

2) La diferencia de potencias iguales pares es siempre divisible por 
la suma de las bases. 

3) La suma de potencias iguales impares es siempre divisible por la 
suma de las bases. 


4) La suma de potencias iguales pares nunca es divisible por la suma 
ni por la diferencia de las bases. 


Los resultados anteriores pueden expresarse abreviadamente de este 
modo: 


1) ar—b" es siempre divisible por a — b, siendo n cualquier número 
entero, ya sea pàr o impar. 

2) a"— b" es divisible por a+ b siendo n un número entero par. 

3) a^-Fb" es divisible por a+b siendo n un número entero impar. 

4) а +0" nunca es divisible por a+b ni por a— b siendo n un nú- 
mero entero par. 

NOTA 


La prueba de estas propiedades, fundada en el Teorema del Residuo, 
en el nümero 102. 


(56) LEYES QUE SIGUEN ESTOS COCIENTES 


Los resultados de I, II y III del nümero anterior, que pueden ser com- 
probados cada uno de ellos en otros casos del mismo tipo, nos permiten 
establecer inductivamente las siguientes leyes: 


1) El cociente tiene tantos términos como unidades tiene el exponen- 
te de las letras en el dividendo. 

2) El primer término del cociente se obtiene dividiendo el primer 
término del dividendo entre el primer término del divisor y el exponen- 
te de a disminuye 1 en cada término. 

3) El exponente de b en el segundo término del cociente es 1, y este 
exponente aumenta 1 en cada término posterior a éste. 

4) Cuando el divisor es a — b todos los signos del cociente son + y 
cuando el divisor es a + b los signos del cociente son alternativamente + y —. 
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Ejemplos 


Como el divisor es x — y, todos los signos del cociente son +. 


(2 


- 


x — T 


xy 


mé? 
m +n 


(1) Hallar el cociente de x* — y? entre x — y. 


Aplicando las leyes anteriores, tenemos: 


Hallar el cociente de mê — n? entre m +n. 


Como el divisor es m + п los signos del cociente alternan. 


(3 


- 


Сото 32 — 25, tendremos: 


"E. NER. 
x+2 х+2 


Hallar el cociente de x9 + 32 entre x + 2. 


(4) Hallar el cociente de 640% — 729b entre 2a + 3b. 
Como 64а® = (2a) y 729b9 = (3b)9, tendremos: 
64a9 — 729b* 2 (2a)9 — (3Ь)% 


2a + ЗЬ 


2a + 3b 


4 = x9 + х5у + ху? + x3y8 + yt ху5 + уб. R. 


= т? — тёп + món? — mn? + m*n* — m?n5 + mn? — п?. R. 


= xt — 2x3 + 222 — 28x + 2% = xt — 2x? + Ax* — 8х + 16. В. 


= (2a) — (2a)*(3b) + (2a*(3b P — (2aJ*(3b)* + (2a) (3b)* — (3b)* 


= 3205 — 48a*b + 72a?b? — 108a?b? + 162ab* — 243b*. 


EJERCICIO 71 


Hallar, por simple inspección, el cociente de: 


T. 


11. 


12. 


а—т! 


am ` 
as—b8 

a+b ` 
x10—y10 

EJ 
m9+n? 


men ` 


m?—n? 


m—n 
q19— x10 


а+х 


18. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


IAS 


19. 


20. 


21. 


24. 


x'—128 


26. 


2T. 


30. 


R. 


x5--243y^ 
x-3y ` 
16a*—8151 
2a—3b 
64m5—129n* 
2m-3n ` 
1024х19-1 
9х-1 ` 
51209--09 
2a4-b 
a9—129 


a—3 
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(5) Hallar el cociente de at? + b1 entre a? + Ь2. 


En los casos estudiados hasta ahora los exponentes del divisor han sido siem- 
pre 1. Cuando los exponentes del divisor sean 2, 3, 4, 5, etc., sucederá que 
el exponente de a disminuirá en cada término 2, 3, 4, 5, etc; la b aparece 
en el segundo término del cociente elevada a un exponente igual al que tiene 
en el divisor, y este exponente en cada término posterior, aumentará 2, 3, 
4, 5, etc. 
qi9 + b19 
Así, en este caso, tendremos: —— —— = af — a$b? + a*b* — а2Ь6 + Ь®. В. 
a? + b? 
donde vemos que el exponente de a disminuye 2 en cada término y el de b 
aumenta 2 en cada término. 


(6) Hallar el cociente de x!5 — y!5 entre х? — y?. 


EJERCICIO 72 
Escribir, por simple inspección, el cociente de: 


х8-4-у? 4 — 1. ml 10. ——5 13. iin асаад 
х2--у? a3-4-b3 m*-4-1, X9: p.5 a5-- 55 
48--58 | 5. es d 8. mo 11. т214-п2і а anm 
a?-- b? а3--х38 mint m+n? a9—m? 
mi9—519 | 6. x15 E | 9. а18--518 19. х24—1 
m?—mn? хаў а3--03 х8-1 
EJERCICIO 73 
MISCELANEA 
Escribir el cociente sin efectuar la división: 
LE 3 5 35 11 
xt 1 1. 1+a | 13. 32x5--243y 1 19. 1+x 
lex? 1--а 2х--8у х+1 
Bm3--n$ | 2 16x*yt—25m* ^1 25—(a4- » 20 uma 
2m+n? 4xy245m3 5+(a+1) x5—y* 
1—a5 9. CIT. 15. je 21. 9 962^. | 
1—a' xy? 1—х* 8--6х5 
6. 9748 27 427 6.94399 x8—256 
x6—27y | 10. £ T py | 16. 64x6—343y 29. 1 
x*—3y а9--у? 4х2—7у3 x—2 
== 6 4h4. 6 18.518 
х5-49у | 11. 2 b*—64x | 17, © b 
x94-7y3 a*b?-- 8x? a3-4- b 
Л —g2b4 2. 2 
git yn 19. 14 b*c* 18. (а+х)?—у 


а?—Ь?` 1--а52687 (а+х)—у ` 


SIRACUSA 


ARQUIMEDES (287-212 А. C.) El más genial de los manos. Fue autor de innumerables inventos mecánicos, 
matemáticos de la Antigüedad. Fue el primero en entre los que están el tornillo sinfín, la rueda dentada, 


aplicar metódicamente las ciencias a los problemas de etc. Fue asesinado por un soldado enemigo mientras 
la vida real. Por espacio de tres años defendió a Si- resolvía un problema matemático. Fundó la Hidros- 
racusa, su ciudad natal, contra el ataque de los ro- tática al descubrir el principio que lleva su nombre. 


TEOREMA DEL RESIDUO 


CAPITULO Vli 
POLINOMIO ENTERO Y RACIONAL 


Un polinomio como х? + 5x? — Зх + 4 es entero porque ninguno de sus 
términos tiene letras en el denominador y es racional porque ninguno de 
sus términos tiene raíz inexacta. Este es un polinomio entero y racional en 
x y su grado es 3. 

El polinomio а? + ба? — За? + 5а? + 8а +3 es un polinomio entero y 
racional еп а y su grado es 5. 


RESIDUO DE LA DIVISION DE UN POLINOMIO ENTERO Y 
RACIONAL EN x POR UN BINOMIO DE LA FORMA х-а 


1) Vamos a hallar el residuo de la división de х? — 7x?-- 17x — 6 en- 


tre x —38. 
Efectuemos la división: х3-Т1х2-17х- 6 |х—А4 
—Xx5--3x* x—4x45 
— 4х + 17x 
4x? — 12x 
ак, 6 
— 5х +15 


9 
La división no es exacta y el residuo es 9. 
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Si ahora, en el dividendo x? — 7x? + 17x — 6 sustituimos la x por 3, ten- 
tivemos 35 — 1(8)? --17(3) 6 =27 —63 +51- 6=9 
y vemos que el residuo de dividir el polinomio dado entre x — 3 se obtiene 
sustituyendo en el polinomio dado la x por +3. 


2) Vamos a hallar cl residuo de la división de 3x? — 2x? — 18x — 1 en- 
tre x 1-2. 


Efectuemos la división: 3x3 —2x?—18x—1 | x+ 2 
— 8х% — 6х°? 3x? — 8x — 2 
—8x*— 18x 
8x? + 16x 
--2 01 
2х +4 
3 


Si ahora, en el dividendo 3x* — 2x? — 18x — 1 sustituimos la x por — 2, 
tendremos 2 өв 9(:239—18(—2)—1—-—24—8--36—1-83 


y vemos que el residuo de dividir el polinomio dado entre x +2 se obtiene 
sustituyendo en el polinomio dado la x por — 2. 
Lo expuesto anteriormente se prueba en el 


© TEOREMA DEL RESIDUO 

El residuo de dividir un polinomio entero y racional en x por un bi- 
nomio de la forma x — а se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la 
x por d. 


Sea el polinomio 4x^*-- Bx"i-FCx"-?4- ......... 4Мх- М. 


Dividamos este polinomio por x —a y continuemos la operación hasta 
que el residuo R sea independiente de x. Sea Q el cociente de esta división. 

Como en toda división inexacta el dividendo es igual al producto del 
divisor por el cociente más el residuo, tendremos: 


Ax" ВАЮЕ + Мх + М = (х – а)0 + К. 
Esta igualdad es cierta para todos los valores de х. Sustituyamos la x 
pora ИШИН — даа pud eg e + Ma- № —(a—a)Q + К. 


Pero (a—a)=0 y (a—a)Q =0х О —0; luego, la igualdad anterior se 
convierte еп. дав Вач-1 + Сач-2+....... +Ma+N=R, 
igualdad que prueba el teorema, pues nos dice que R, el residuo de la di- 
visión, es igual a lo que se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la 
x por a, que era lo que queríamos demostrar. 
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NOTA 


Un polinomio ordenado en x suele expresarse abreviadamente por la 
notación P(x) y el resultado de sustituir en este polinomio la x por a se 
escribe P(a). 

Si el divisor es x +a, como x -- a — x — (—a), el residuo de la división 
del polinomio ordenado en x entre x + а se obtiene sustituyendo en el po- 
linomio dado la x por -а. 

En los casos anteriores el coeficiente de x en x —a y x+a es 1. Estos 
binomios pueden escribirse 1x — a y 1x +а. 

Sabemos que el residuo de dividir un polinomio ordenado en x entre 
x —a б 1x —a se obtiene sustituyendo la x por a, o sea, por 3 y el residuo 
de dividirlo entre x+a ó 1х +а se obtiene sustituyendo la x por —a, o 
sea po эт 

Por tanto, cuando el divisor sea la forma bx — a, donde b, que es el 
coeficiente de x, es distinto de 1, el residuo de la división se obtiene sus- 
tituyendo en el polinomio dado la x por T y cuando el divisor sea de 1. 


forma bx +a el residuo se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la x 
өт? rem 
ке 


En general, el residuo de dividir un polinomio ordenado en x por un 
binomio de la forma bx —a se obtiene sustituyendo en el polinomio dado 
la x por el quebrado que resulta de dividir el segundo término del bino- 
mio con el signo cambiado entre el coeficiente del primer término del 
binomio. 


(1) Hallar, sin efectuar la división, el residuo de dividir 
| Ejemplos | х? — 7х +6 entre x — 4. 


Sustituyendo la x por 4, tendremos: 
4-7(4|46:416-28-6--6, В. 


(2) Hallar, por inspección, el residuo de dividir a? + 5a? + a — 1 entre a + 5. 
Sustituyendo la a por — 5, tendremos: 
[—5P+5(—5P+(-5)-1=-—125+ 125-5-—1=-—6. В. 


(3) Hallar, por inspección, el residuo de 2x3 +6x2— 12x + 1 entre 2х + 1. 
Sustituyendo la x por — >, tendremos: 
1 1 1 ДЕ: Ж} | | 33 
2(1-28--6|-18-121-1141-2-1--2--6--1-42, к. 
(4) Hallar, por inspección, el residuo de а? — 9a? — За + 2 entre За — 2. 


В 2 
Sustituyendo la а por * tendremos: 


2 2% 2 Cl - e =—®% 
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|» EJERCICIO 74 
Hallar, sin efectuar la división, el residuo de dividir: 
1. x2-2x+3 entre x—1. 7. a5—2a34+2a—4 entre a—5. 
2. x$—3x?--2x—92 entre х+1. 8. 6х35--х2--3х--5 entre 2x4-1. 
8. x*—x?--5 entre x—2. 9. 12x3—21x-4-90 entre 3x—3. 
4. qi—5a?--2a?—6 entre a+3. 10. 15x3*—11x?--10x4-18 entre 3x4-2. 
5. m*-m?—m?--5 entre m—4. 11. 5x1—12x9--9x?—22x--21 entre 5x—2. 
6. x9--3x1—2x?--Ax?—9x--2 entre х- 8. 12. 4a9--a*—8a?--4a--1 entre 2a+3. 


DIVISION SINTETI CA. 
REGLA PRACTICA PARA HALLAR EL COCIENTE Y EL RESIDUO DE 
LA DIVISION DE UN POLINOMIO ENTERO EN x POR x — a. 
x5 — 5x? -- 3x +14 Ын 3 


"prt RTT EE S E ® 
entre x —3 A 
S 2x? — 6x 
—8x +14 
9x — 9 
5 


Aquí vemos que el cociente x?—2x —3 es un polinomio en x cuyo 
grado es 1 menos que el grado del dividendo; que el coeficiente del primer 
término del cociente es igüal al coeficiente del primer término del divi- 
dendo y que el residuo es 5. 

Sin efectuar la división, el cociente y el residuo pueden hallarse por 
la siguiente regla práctica llamada división sintética: 

1) El cociente es un polinomio en x cuyo grado es 1 menos que el 
grado del dividendo. 

2) El coeficiente del primer término del cociente es igual al coefi- 
ciente del primer término del dividendo. 

3) El coeficiente de un término cualquiera del cociente se obtiene 
multiplicando el coeficiente del término anterior por el segundo término 
del binomio divisor cambiado de signo y sumando este producto con el 
coeficiente del término que ocupa el mismo lugar en el dividendo. 

4) El residuo se obtiene multiplicando el coeficiente del ültimo tér- 
mino del cociente por el segundo término del divisor cambiado de signo y 
sumando este producto con el término independiente del dividendo: 

Apliquemos esta regla a la división anterior. Para ello escribimos so- 
lamente los coeficientes del dividendo y se procede de este modo: 


Dividendo.... x? — 5х2 + 3x + 14 Divisor x 3 


Coeficientes... 1 = 5 +3 +14 | -38--» “Жур” чий 

no e 1VISOT 
1x3= 3 (-2)x3=-6 (– 3)х3=- :9 con el signo 
1 “29 =з "E cambiado). 
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E] cociente será un polinomio en x de 2? grado, porque el dividendo 
es de 3er. grado. 

El coeficiente del primer término del cociente es 1, igual que en el 
dividendo. 

El coeficiente del segundo término del cociente es —2, que se ha ob- 
tenido multiplicando el segundo término del divisor con el signo cambia- 
do +3, por el coeficiente del primer término del cociente y sumando este 
producto, 1 X 3 —3, con el coeficiente del término que ocupa en el dividen- 
do el mismo lugar que el que estamos hallando del cociente, el segundo 
del dividendo —5 y tenemos — 5 + 3 =—2. 

El coeficiente del tercer término del cociente es — 3, que se ha obte- 
nido multiplicando el segundo término del divisor con el signo cambia- 
do +3, por el coeficiente del segundo término del cociente — 2 y sumando 
este producto: (— 2) X 3 = — 6, con el coeficiente del término que ocupa en 
el dividendo el mismo lugar que el que estamos hallando del cociente, el 
tercero del dividendo +3 y tenemos + 3 —6 = — 3. 

El residuo es 5, que se obtiene multiplicando el coeficiente del último 
término del cociente — 3, por el segundo término del divisor cambiado de 
signo +3 y sumando este producto: (— 3) х 3— — 9, con el término indepen- 
diente del dividendo +14 y tenemos + 14 —9 = + 5. 

Por lo tanto, el cociente 
de la división es. 
que son е] cociente y el residuo que se obtuvieron efectuando la división. 


Con este método, en realidad, lo que se hace es, sustituir en el poli- 
nomio dado la x por 4-3. 

2) Hallar, por división sintética. : — 
el cociente y el resto de las divisiones — 2x* — 5х° + 6x? — 4x — 105 entre x-2. 


—— PRI Г. 
Coeficientes (20. término del divisor 
del dividendo con el signo cambiado) 
2 -9 + 6 — 4 5105 |—2 <<“ 


2х(-2)--4 (-9)х(-2)- 18 34x (-2)-—48 (-52)x (- 2)= 104 
2 -9 + 24 — 52 =. 1 


(residuo) 


Como el dividendo es de 49? grado, el cociente es de,3er. grado. 


Los coeficientes del cociente 
son 2, —9, +24 y —52; luego, el 
cociente es ” 


Con este método, hemos sustituido en el polinomio dado la x por — 2. 
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3) Hallar, por división sintética, 
el cociente y el residuo de dividir 
Como este polinomio es incompleto, pues le faltan los términos en 


x* y en x?, al escribir los coeficientes ponemos 0 en los lugares que debían 
ocupar los coeficientes de estos términos. 


Tendremos: 
1 +0 36 +0 — 202 + 8l [t 4. 
_ 4 16 0 0 — 808 
1 +4 0 0 — 202 TEN 
(residuo) 


Como el dividendo es de 5? grado, el cociente es de 4? grado. 
Los coeficientes del cociente 


son 1, +4, 0, 0 y —202; luego, c — Зайл ай yel residuo es — 72... 


cociente es 


4) Hallarpor división sintética el cociente | 
y el resto de la: división: de..— =  — 


Pongamos el divisor en la forma x--a dividiendo sus dos términos 
2x : ihe 
por 2 y tendremos uoti —x-Fi. Ahora bien, como el divisor lo hemos 


dividido entre 2, el cociente quedará multiplicado por 2; luego, los coefi- 
cientes que encontremos para el cociente tendremos que dividirlos entre 2 
para destruir esta operación: 


2 -8 +0 =7 = 
i +2 = 4 
2 -4 +2 -8 -8 
(residuo) 
2, —4, +2 y — 8 son los coeficientes del cociente multipli- 
cados por 2; luego, para destruir esta operación hay que 
dividirlos entre 2 y tendremos 1, —2, +1 y —4. Como el 
cociente es de tercer grado, el cociente será: 
y el residuo es —2 porque al residuo no le afecta la división del divisor 
entre 2. 


Para 


Ш> EJERCICIO 75 


Hallar, por división sintética, е] cociente y el resto de las divisiones 
siguientes: 
1. х2-1х--5 entre x—3. 4. x9—9x?--x —2 entre x—2. 
2. а2-Б5а-1 entre a4-2. 5. а8-342-6 entre а+3. 
3. x3—x?-F2x—2 entre x+1. 6. n*--5n?--4n—48 entre n+2. 


боол 
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xt—3x+5 entre 2-1. | 11. x9—3x5-4x1—3x?—x?--2 entre x+3. 
х5--х3-412х8-х2-4х-2 entre x4-4. 12. 2х8-43х2-1х-5 entre 2x—1. 
a5—3a?--4a—6 entre a—2. 13. 348-442--5а--6 entre 3a+2. 
x5—908x?--2076 entre x—5. 14. 3x'—4x9-FAx?—10x--8 entre 3x—1. 


15. хох Ed entre 2x-H3. 


COROLARIOS DEL TEOREMA DEL RESIDUO 


(101) DIVISIBILIDAD POR х-а 

Un polinomio entero en x que se anula para x — a, o sea sustituyendo 
en él la x por a, es divisible por x — a. 

Sea el polinomio entero Р(х), que suponemos se anula para x — a, es 
decir, sustituyendo la x por a. Decimos que P(x) es divisible por x — a. 

En efecto: Según lo demostrado en el “Teorema del Residuo, el resi- 
duo de dividir un polinomio entero en x por x —a se obtiene sustituyendo 
en el polinomio dado la x por a; pero por hipótesis P(x) sé anula al susti- 
tuir la x por a, o'sea P(a) = 0; luego, el residuo de la división de Р(х) en- 
tre x — a es cero; luego, Р(х) es divisible por x — a. 

Del propio modo, si Р(х) se anula para x = — а, Р(х) es divisible por 


x—(—a)-—x-ra; si Р(х) se anula para х será divisible por px о 
рог bx—a; si Р(х) se anula para х=-7 será divisible por x — (7 = 


a 
ets o por bx+a. 


Recíprocamente, si P(x) es divisible por x—a tiene que anularse para 
x = a, es decir, sustituyendo la x por a; si Р(х) es divisible por х +a tiene 
que anularse para x = — а; si Р(х) es divisible por bx — a tiene que anularse 
4 ; 20223 : а 
para wc уз divisible por bx + a tiene que anularse para x = — P 


A (1) Hallar, sin efectuar la división, si x? — 4x? + 7x — 6 es divisible 
Ejemplos por x — 2. 


Este polinomio será divisible por x —2 si se anula para x — +2. 


Sustituyendo la x por 2, tendremos: 
28—4Qy4-7(2)—6-8—16--14—6—0 
luego es divisible por x — 2. 


(2) Hallar, por inspección, si х5 — 2x? + 3 es divisible por x + 1. 
Este polinomio será divisible por x +1 si se anula para х = — 1. 
Sustituyendo la x por — 1, tendremos: 

(--18-2(-19д-3--1-2-3-:0 
luego es divisible por x + 1. 
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(3) Hallar, por inspección, si x* + 2x3 — 2x? + x — 6 es divisible por x+3 y en- 
contrar el cociente de la división. 
Aplicaremos!a división sintéticadel número100 con la cual hallamos simul- 
táneamente el cociente y el residuo, si lo hay. 


Tendremos: 1 +2 = +1 —6 *3 
-3 43 -3 46 |— 
| =] $e] --2 0 


(residuo) 


Lo anterior nos dice que el polinomio se anula al sustituir la x por — 3; luego 
es divisible por x 4- 3. 
El cociente es de tercer grado y sus coeficientes son 1, — 1, +1 y — 2, luego 
el cociente es 

x — x? + x —2. 


Por tanto, si el dividendo es xt + 2х3 — 2x? + x — 6, el divisor x +3 y el co- 


CONDICION NECESARIA PARA LA DIVISIBILIDAD DE UN POLINOMIO 
EN x POR UN BINOMIO DE LA FORMA x — a. 


Es condición necesaria para que un polinomio en x sea divisible por 
un binomio de la forma x —a, que el término independiente del poli- 
nomio sea mültiplo del término a del binomio, sin tener en cuenta los 


signos. Así, el polinomio 3x*-- 2x3 — 6x?-- 8x +7 no es divisible 
por el binomio x —3, porque el término independiente del polinomio 7, 
no es divisible por el término numérico del binomio, que es 3. 

Esta condición no es suficiente, es decir, que aun cuando el tér- 
mino independiente del polinomio sea divisible por el término a del 
binomio, no podemos afirmar que el polinomio en x sea divisible por 
el binomio x — a. 
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Hallar, sin efectuar la división, si son exactas las divisiones siguientes: 


1. x?—x—6 entre x—3. 4. x5-Ex1—5x*—'1x--8 entre x4-3. 
2. x*-4x?—x—10 entre x+2. 5. 4x3—8x?-H11x—4 entre 2x—1. 
3. 2x*t—5x34+7x2—9x+3 entre x—1. 6. 6x5--2x1—3x9—x?--3x--3 entre 3x+1. 


Sin efectuar la división, probar que: 


T- а+1 es factor de a3—2a?-4-2a--5. 

8. х-5 divide a x5—6x*--6x3—5x?--2x—10. 

9. 4x—3 divide a 4x*—7x3--7x?—7x--8. 

10. 3 --2 no es factor de 3n54-2n*—3n?—2n?--6n4-7. 


Sin efectuar la división, hallar si las divisiones siguientes son o no exactas 
y determinar el cociente en cada caso y el residuo, si lo hay: 
11. 2a?—2a?—4a-16 entre a+2. 
12. a*—a?--2a--2 entre а+1. 
13. x*--5x—6 entre x—1. 
14. x9—39x1--26x3—52x?--29x—30 entre x—6. 
15. a$—4a9—a*--4a?--a?—8a-4-25 entre a—4. 
16. 16x1—24x5--37x?—24x--4 entre 4x—1. 
17. 15n%425n*—18n35—18n*+17n—11 entre 3n+5. 
En los ejemplos siguientes, hallar el valor de la constante K (término 
independiente del polinomio) para que: 


18. 7х°—5х+К sea divisible por x—5. 

19. x3—3x?--4x--K sea divisible por x—2. 

20. 2a*--25a--K sea divisible por а+3. 

21. 20x?—'7x?--29x--K sea divisible por 4x+1 


DIVISIBILIDAD DE a^— b" y a^—b^" POR a+b y a—b 


Vamos a aplicar el Teorema del Residuo a la demostración de las re- 
glas establecidas en el número 96. 


Siendo n un nümero entero y positivo, se verifica: 


1) a"— b" es siempre divisible por a — b, ya sea n par o impar. 

En efecto: De acuerdo con el Teorema del Residuo, a" — b^ será divi- 
sible por a — b, si se anula sustituyendo a por + b. 

Sustituyendo a рог +b en a^ — Б", чаб – Бе 65 —6*=0. 
tenemos: 


Se anula; luego, a^ — b" es siempre divisible por a — b. 


2) а + b" es divisible por a+b si n es impar. 
Siendo n impar, a^ + b” será divisible por a+b si se anula al susti- 
tuir а por — b. 


Sustituyendo a por — b en a^ + b^, 
tenemos: 


Se anula; luego, а" + Б" es divisible por a+b siendo п impar. 
(— 6)" = — b^ porque n es impar y toda cantidad negativa elevada a un ex- 
ponente impar da una cantidad negativa. 


3) a" — b" es divisible por a+b si n es par. 


Siendo n par, a” — b^ será divisible por a+b si se anula al sustituir 
la a por — b. 
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Sustituyendo la a por — b en a^ — b", a^ —b^z(—b)—b^—b*—b^—0. 
tenemos: 


Se anula; luego, a" — b" es divisible por а + b siendo n par. (— b) = b^ 
porque n es par y toda cantidad negativa elevada a un exponente par da 
una cantidad positiva. 


4) a+b" no es divisible por a+b si n es par. 


Siendo n par, para que a” + b" sea divisible por а + b es necesario que 
se апше al sustituir la а por — b. 


Sustituyendo la a por — b, P a? b^ z(— b) b^ b" b^ 2b. 


tenemos: 


No se anula; luego, a” + b" no es divisible por a-- b cuando n es par. 
5) a+b" nunca es divisible por a — b, ya sea n par o impar. 


Siendo n par o impar, рата que а" + b" sea divisible por a — b es nece- 
sario que se anule al sustituir la a por - b. 

Sustituyendo, qn 4- p* zs p 4 p^ 9а, 
tenemos: РА 


No se anula; luego, а" + b^ nunca es divisible рог a — b 


æ EJERCICIO 77 


Diga, por simple inspección, si son exactas las divisiones siguientes y en 
caso negativo, diga cuál es el residuo: 


x5+1 х5-1 А а8--58 1 х3-8 д а5+32 1644-8154 
a = ж |o #+%' С х2 "0229 ^. 2a+3b 0 
44-13 11 ган 4. 1—198 a? x9-- b9 
TL dE IL ЛА Г 
a+b а-1 х-1 x2 . x2 ах2--58 
a” + b^ 
DIVISIBILIDAD DE 
arb 
8-4. ^b 
1) 2 siempre es divisible. 2) 5 es divisible sin es impar. 
a—b a+b 
a” — b" n b^ 
3) ‚+ 


245 es divisible sin espar. 4) E nunca es divisible. 


ti 


CLAUDIO PTOLOMEO (100-175 D. C.) El más so- catorce siglos hasta la aparición de Copérnico. Aunque 
bresaliente de los astrónomos de la época helenística. es más conocido por estos trabajos, fue uno de los 
Nacido en Egipto, confluencia de dos culturas, Orien- fundadores de la Trigonometría. Su obra principal, el 
te y Occidente, influyó igualmente sobre ambas. Su Almagesto, en que se abordan cuestiones científicas, 
sistema geocéntrico dominó la Astronomía durante se utilizó en las universidades hasta el siglo XVIII. 


CAPITULO VIII 


ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO 
CON UNA INCOGNITA 


(103) IGUALDAD es la expresión de que dos cantidades o expresiones al- 
gebraicas tienen el mismo valor. 


Ejemplos | o=b+e. 3d = 4x +15, 


ECUACION es una igualdad en la que hay una o varias cantidades 
desconocidas llamadas incógnitas y que sólo se verifica o es verdadera 
para determinados valores de las incógnitas. 
Las incógnitas se representan por las ültimas letras del alfabeto: 
х, Y, 2, U, V. 
Así, 5х - 2-17 
es una ecuación, porque es una igualdad en la 
que hay una incógnita, la x, y esta igualdad sólo 
se verifica, o sea que 5010 es verdadera, рага el 5(8)+2=17, о sea: 17 — 17. 


valor x —3. En efecto, si sustituimos la x por 3, 
tenemos: ” 


Si damos a x un valor distinto de 3, la igualdad по se verifica o no es 
verdadera. 
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La igualdad y?—5y=-—6 es una ecuación porque es 22 — 5(2) = — 6 
una igualdad que sólo se verifica para y=2 e y = 3. En efec- 4 — 10 =-6 
to, sustituyendo la y por 2, tenemos: —— ————— / <=. 6 ==6 

Si hacemos y —3, tenemos: 3?— 5(3) =—6 

9 — 15 ——6 
— 6 ——6 
Si damos a y un valor distinto de 2 ó 3, la igualdad no se verifica. 


IDENTIDAD es una igualdad que se verifica para cualesquiera valo- 
res de las letras que entran en ella. 
Así, (a — by = (a — b)(a — b) 
a? — m? — (a - m) (a — m) 
son identidades porque se verifican para cualesquiera valores de las letras 
a y b en el primer ejemplo y de las letras a y m del segundo ejemplo. 
ERAS MEET. [S3 22552 
El signo de identidad es =, que se lee “idéntico a”. (+) 2х2 +: 
Así, la identidad de (x + у)? con x? + 2xy + y? se escribe 
y se lee (x + у)? idéntico a x?+2xy + у? 


MIEMBROS 


Se llama primer miembro de una ecuación o de una identidad a la 
expresión que está a la izquierda del signo de igualdad o identidad, y se- 
gundo miembro, a la expresión que está a la derecha. 


Así, en la ecuación EE IU 


el primer miembro es 3x —5 y el segundo miembro 2x — 3. 


(0) TERMINOS son cada una de las cantidades que están conectadas con 
otra por el signo + o —, o la cantidad que está sola en un miembro. 


Así, en la ecuación PU E 
los términos son 3x, —5, 2x y —3. 


No deben confundirse los miembros de una ecuación con los términos 
de la misma, error muy frecuente en los alumnos. 

Miembro y término son equivalentes sólo cuando en un miembro de 
una ecuación hay una sola cantidad. 


Así, en la ecuación -€— ХЭЭ, 


tenemos que 3x es el primer miembro de la ecuación y también es un 
término de la ecuación. 
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CLASES DE ECUACIONES 


Una ecuación numérica es una ecuación 
que no tiene más letras que las incógnitas, como... ^ 


donde la ünica letra es la incógnita x. 


Una ecuación literal es una ecuación 
que además de las incógnitas tiene otras letras, 
que representan cantidades conocidas, como 


Una ecuación es entera cuando ninguno de sus términos tiene de- 
nominador como en los ejemplos anteriores, y es fraccionaria cuando al- 
gunos o todos sus términos tienen denominador, como” 


GRADO de una ecuación con una sola 
incógnita es el mayor exponente que 
tiene la incógnita en la ecuación. Así, 


son ecuaciones de primer grado porque el mayor exponente de x es 1. 


La ecuación 


es una ecuación de segundo grado porque el mayor exponente de x es 2. 
Las ecuaciones de primer grado se llaman ecuaciones simples o lineales. 


RAICES O SOLUCIONES de una ecuación son los valores de las in- 


cógnitas que verifican o satisfacen la ecuación, es decir, que sustitui- 
dos en lugar de las incógnitas, convierten la ecuación en identidad. 


Así, en la ecuación To 
la raíz es 7 porque haciendo x=7 se tiene 
5(1)— 6 2 3(7) +8, о sea 29 = 29, 

donde vemos que 7 satisface la ecuación. 
Las ecuaciones de primer grado con una incógnita tienen una sola raíz. 


(17) RESOLVER UNA ECUACION es hallar sus raíces, o sea el valor o los 
valores de las incógnitas que satisfacen la ecuación. 


(112) AXIOMA FUNDAMENTAL DE LAS ECUACIONES 


Si cen cantidades iguales se verifican operaciones iguales los resulta- 
dos serán iguales. 
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REGLAS QUE SE DERIVAN DE ESTE AXIOMA 
1) Si a los dos miembros de una ecuación se suma una misma canti- 
dad, positiva o negativa, la igualdad subsiste. 


2) Si a los dos miembros de una ecuación se resta una misma canti- 
dad, positiva o negativa, la igualdad subsiste. 


3) Si los dos miembros de una ecuación se multiplican por una mis- 
ma cantidad, positiva o negativa, la igualdad subsiste. 


4) Si los dos miembros de una ecuación se dividen por una misma 
cantidad, positiva o negativa, la igualdad subsiste. 


5) Si los dos miembros de una ecuación se elevan a una misma po- 
tencia o si a los dos miembros se extrae una misma raíz, la igualdad subsiste. 


(113) LA TRANSPOSICION DE TERMINOS consiste en cambiar los térmi- 
nos de una ecuación de un miembro al otro. 


REGLA 


Cualquier término de una ecuación se puede pasar de un miembro a 
otro cambiándole el signo. 


En efecto: 


1) Sea la ecuación 5x = 2а — b. 


Sumando b a los dos miembros de esta ecuación, la igualdad subsiste 
(Regla 1), y tendremos: 
PA AR 5x b —9a— bb 


como — b +6 —0, queda 
y 3 5x + b = 2a 


donde vemos que — b, que estaba en el segundo miembro de la ecuación 
dada, ha pasado al primer miembro con signo +. 


2) Sea la ecuación 3x + b = 2a. 


Restando b a los dos miembros de esta ecuación, la igualdad subsiste 
Regla 2), y tendremos: : 
цагда 3x+b=b=20—=b 

b=b=0, d 
y como h queda ЕВЕ 
donde vemos que + b, que estaba en el primer miembro de la ecuación 
dada, ha pasado al segundo miembro con signo —. 
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Términos iguales con signos iguales en distinto miembro de una 
ecuación, pueden suprimirse. 


Así, en la ecuación “хан 
tenemos el término b con signo + en los dos miembros. Este término puede 
suprimirse, quedando FE - 
porque equivale a restar b a los dos miembros. 


En la ecuación ә 5 -— 
ox —x*—4x —x* -5 


tenemos el término x? con signo-x*en los dos miembros. 
Podemos suprimirlo, y queda 
5x = 4х + 5, 


porque equivale a sumar x? a los dos miembros. 


CAMBIO DE SIGNOS 


Los signos de todos los términos de una ecuación se pueden cambiar 
sin que la ecuación varíe, porque equivale a multiplicar los dos miembros 
de la ecuación por — 1, con lo cual la igualdad no varía. (Regla 3). 


Así, si en la ecuación сг, 


multiplicamos ambos miembros por —1, para lo cual hay que multi- 
plicar por —1 todos los términos de cada miembro, tendremos: 


2x +3=—x + 15, 


que es la ecuación dada con los signos de todos sus términos cambiados. 


RESOLUCION DE ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO 
CON UNA INCOGNITA 


REGLA GENERAL Е 


1) Se efectúan las operaciones indicadas, si las hay. 


2) Se hace la transposición de términos, reuniendo en un miembro 
todos los términos que contengan la incógnita y en el otro miembro todas 
las cantidades conocidas. 


3) Se reducen términos semejantes en cada miembro. 


4) Se despeja la incógnita dividiendo ambos miembros de la ecuación 
por el coeficiente de la incógnita. 


| Ejemplos 
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(1) Resolver la ecuación 3х – 5 = х + 3. 


Pasando x al primer miembro y — 5 al segundo, сат- 
bióndoles los signos, tenemos, Зх — x = 3 + 5. 


Reduciendo términos semejantes: 


2x — 8 
Despejando x para lo cual dividimos los dos 2х _ 8 y simplificando х=4. R 
miembros de la ecuación por 2, tenemos: 2. 2 і E 1 


VERIFICACION 


(2 


- 


La verificación es la prueba de que el valor obtenido para la incógnita es 


correcto. 


La verificación se realiza sustituyendo en los dos miembros de la ecuación 
dada la incógnita por el valor obtenido, y si éste es correcto, la ecuación 
dada se convertirá en identidad. 


Así, en el caso anterior, haciendo x — 4 en la ecuación 


dada tenemos: 


El valor x — 4 satisface la ecuación. 


Resolver la ecuación: 


35 — 22x + 6 — 18x = 14 — 30x + 32. 


Pasando — 30x al primer miembro y 35 y 6 al segundo: 
— 22x — 18x + 30x = 14 + 32 — 35 — 6. 


Reduciendo: — 10x = 5. 
Dividiendo por — 5: 2x=-—1 
Despejando x para lo cual di- x=-=3. R. 
vidimos ambos miembros por 2: й 2 
VERIFICACION 
Haciendo x = — $ en la ecuación dada, se tiene: Az Р 222 


1 
2 
3. 
4. 
5 
6 
7 


35 – 22(— 5) +6 —– 18(— 4) =14—30(— 5) + 32 
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Resolver las ecuaciones: 


5x—8x—15. 
4x+1=2. 
у—5=8у—25. 
5х--6::10х--5. 
9y—11— —104-12y. 
21—6x—27—8x. 


11x4-5x—1-65x—36. 


35+11+6+9 = 14 + 15 + 32 
61 = 61. 


8. 8x—44+3x=7x+x+14. 

9. 8х+9—12х=4х—13—5х. 
10. 5у+6у—81=7у+102-+-65у. 
11. 16+7х—5+х=11х—3—х. 
12. 3х+101—4х—33=108—16х—100. 
13. 14—12х+39х—18х=256—60х—657х. 
14. 8x—15x—30x—51x—53x--31x—172. 
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RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO 
CON SIGNOS DE AGRUPACION 


| Ejemplos (1) Resolver Зх — (2x — 1) =7x — (3 — 5x) + [— x + 24) 
Suprimiendo los signos de agrupación: 


3х—2х+1=7х—3+ 5x — x +24. 


cé. -f- -M--I0t-: 
Transponiendo: 32x —7x-— 5x A. -3-24-1. 


‚ Reduciendo: — 10x — 20 


л... A 
=== 2.16. 
(2) Resolver 5х + | —2x + (— x +6) )=18— { — (7х +6) — (3х — 24) | 
Suprimiendo los paréntesis interiores: 
5x +4 —2x —x61218—4—7x—6—3x +24 } 
Suprimiendo las llaves: 


5x —2x — x + 6 = 18 -- 7x + 6 + Зх — 24 
бх —2x —x —7x —3x = 18 + 6 —24— 6 


— 8x — — 6. 
Multiplicando por — 1: 8x — 6. 1 : 
Dividiendo por 2: 4х:=3. 
х=}. К. 


|! EJERCICIO 79 
Resolver las siguientes ecuaciones: 


1. x—(2x41)=8—(3x+3). 

2. 15х—10=6х—(х+2)+(—х+3). 

3. (5—3x)—(—4x--6)—(8x--11)—(3x—6). 

4. 30x—(—x+6)+(—5x+4)= —(5x--6)--(—8--3x). 

5. 15х+(—6х+5)—2—(—х+3)= —(7х+23)—х+(3—2х). 
6. 3x+[—5x—(x+3)]=8x+(—5x—9). 

7. 16x—[3x—(6—9x)]=30x+[-(3x+2)—(x+3)]. 

8. х-(5-8х-45х-(64-х) = —3. 

9. 9х—(5х+1)—492+8х—(7х—5) +9х=0 

10. 7T1-[—-5x-F(—2x--3)]-25—[- (3x--4)—(4x--3)]. 

11. —13x-4-8—[—15--6x—(—3x--2)—(5x--4)]—29 = —5. 
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(17) RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO 
CON PRODUCTOS INDICADOS 


(1) Resolver la ecuación 
| Ejemplos 10x —9) —9(5—6x) =214x— 1) +5(1+2x). 
Efectuando los productos indicados: 
10x — 90 — 45 + 54x = 8x — 2 + 5 + 10x. 


— 90 — 45 + 54x = 8x – 2 + 5 


Suprimiendo 10х еп ambos Бае у= 04-5 4904-45 


miembros por ser cantidades 


iguales con signos iguales en 46х — 138 
distintos. miembros, queda: 20235001 
46 
VERIFICACION 
10(3—9) —9(5— 18) 22(12 — 1) +5(1 4- 6) 
Haciendo x —3 en la 10(—6)—9(— 13) z2(11)4- 5(7) 
ecuación dada, se tiene: — — 604-117 = 22 + 35 


B7. SJ. 
x — 3 satisface la ecuación. 


(2 


м 


Resolver 4х — (2х + 3) (Зх — 5) = 49 — (6х — 1) (х — 2). 


== 
Efectuando los productos indicados: —> p T Ч г ПЁ 3 23 pa a Tds ts 


El signo — delante de los productos indicados en cada miembro de la ecua- 
ción nos dice que hay que efectuar los productos y cambiar el signo a cada 
uno de sus términos; luego una vez efectuados los productos los introducimos 
en paréntesis precedidos del signo — y tendremos que la ecuación dada se 
convierte en: 


Ax — (6x? — x — 15) = 49 — (6x? — 13x + 2) 
Ах — 6x? + x + 15 = 49 — 6x? + 13x —2 


Suprimiendo los paréntesis: — cbe 13x 249 — 2—15 


— 8х = 32 
х=—4. Ё. 
(3) Resolver (х + 11(х — 21— (4x — 1) (3х + 5)—6=8x— M x — 3) (x +7). 

Efectuando los productos indicados: 

x? —x— 2 — [12x2 + 17x — 5) — 6 = 8x — 11 (x? + 4x — 21) 
Suprimiendo los paréntesis: 

x? — x — 2 — 12x? — 17x + 5 — 6 = 8х — 11x? — 44x + 231. 
En el primer miembro tene- —x—2 — 17x + 5— 6 = 8х — 44x + 231 
mos x? y — 12x? que reduci- —x—WVx—8x-4- 44x = 231 +2—5 + 6 
dos dan — 11х°, y como en el 18x — 234 
segundo miembro hay otro 934 


— x?, los suprimimos y х === 13. К. 
quedo: 


UBMA MALDOR - £ 
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(4) Resolver (3x — 1? — 3(2x + 3? + 42 = 2x( x – 5) — (x — V. 
Desarrollando los cuadrados de los binomios: 
9x? — 6х + 1 — 3(4x? + 12x + 9) + 42 =2x(— x —5) — (x? — 2x +1) 


Suprimiendo los paréntesis: 


Y 


9x2 — 6x + 1 — 12х2 — 36x — 27 + 42 = — 2х2 — 10x — x* + 2х — 1 


— бх — 36x + 10x — 2х = — 1—1 +27 — 42 
— 34x = — 17 
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Resolver las siguientes ecuaciones: 


х+3(х—1)=6—4(2х+3). 
5(х—1)+16(2х+3)=3(2х—7)—х. 
2(3х+3)—4(5х—3)=х(х—3)—х(х+5). 
184—7(2x--5)—3014-6(x—1)—6. 
1(18—x)—6(3—5x)2 —(7x--9)—3(2x--5)—12. 
3x(x—3)4-5b(x4- T) —x(x--1)—2(x?--1)2-4—0. 
-3(2х--7) 4(-5х-4-6)-8(1-2х)-(х-8)-0. 
(3Х—4)(4х—3)=(6х—4)(2х—5). 
(4—5х)(4х—5)=(10х—3)(7—2х). 
(х+1)(2х+5)=(2х+3)(х—4)+5. 
(х—9)2—(3—х)2=1. 
14—(5x—1)(2x--3)-17—(10x-F1)(x—6). 
(x—2y-x(x—3)—3(x4-4)(x—3)—(x--2)(x —1)--2. 
(3x—1)*—5(x—2)—(2x--3)?—(5x--2)(x—1)—0. 
2(x—3)?—3(x--1)?--(x—5)(x—3)-- 4(х2—5х+1)=4х2—192. 
5(x—2)?—5(x--3)*--(2x—1)(5x--2)—10x?—0. 
x?—5x-152x(x—3)—14--5(x—2)--3(13—2x). 
3(5x—6)(3x4-2)—6(3x--4)(x—1)—3(9x--1)(x—2)—0. 
T(x—4)* —3(x4-5)?—4(x4-1)(x—1)-2. 
5(1—x)*—6(x?—3x— 7)—x(x—3)— 2х(х--5)-2. 


Ш> EJERCICIO 81 


MISCELANEA 
Resolver las siguientes ecuaciones: 


[m 


OLEND AEN 


14х—(3х—2)—[5х+2—(х—1)]=0. 
(3х—7)2—5(2х+1)(х—2)= —x?— [—(3x--1)]. 
6x—(2x+1)= —4—5x+[—(-2x—1)] |. 
2x+3(—x2—1)= —13x*--2(x—1)—3(x--2) {. 
x2—43x-F[x(x--1) +4(x?—1)—4x?] p=0. 
3(2х--1)(—х+3)—(2х+5)2= Ke —3(x4-5) F-10x?]. 
(х+1)(х+2)(х—3)=(х—2)(х+1)(х+1). 
(х+2)(х+3)(х—1)=(х+4)(х+4)(х—4)+7. 
(х+1)8—(х—1)%=6х(х—3). 
3(х—2)2(х-+5)=3(х+1)2(х—1)+3. 


LEJANDRIA 


DIOFANTO (325-409 D. C.) Famoso matemático 
griego perteneciente a la Escuela de Alejandría. Se 


le tenía hasta hace poco como el fundador del Alge- 


bra, pero se sabe hoy que los babilonios y caldeos 
no ignoraban ninguno de los problemas que abordó 


Diofanto. Fue, sin embargo, el primero en enunciar 
una teoría clara sobre las ecuaciones de primer gra- 
do. También ofreció la fórmula para la resolu- 
ción de las ecuaciones de segundo grado. Sus obras 
ejercieron una considerable influencia sobre Viète. 


CAPITULO 


IX 


PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES ENTERAS DE 
PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA 


La suma de las edades de A y B es 84 años, y B tiene 8 años menos 
que A. Hallar ambas edades. 


Sea x=edad de A. 


Como B tiene 8 años | 
menos que 4: e - EIL TET d 


"SEP M ERES 


La suma de ambas edades es 84 años; 
luego, tenemos la ecuación: — — — 


Resolviendo: x+x=84+8 
2x = 99 
92 : 59 
х=-—=46 años, edad de А. R. 


La edad de B será: x – 8 = 46 — 8 = 38 años. R. 
La verificación en los problemas consiste en ver si los resultados obte- 
nidos satisfacen las condiciones del problema. 


Así, en este caso, hemos obtenido que la edad de B es 38 айоз y la 
de A 46 años; luego, se cumple la condición dada en el problema de que 
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B tiene 8 años menos que А y ambas edades suman 46 + 38 = 84 años, que 
es la otra condición dada en el problema. 
Luego los resultados obtenidos satisfacen las condiciones del problema. 


Pagué $87 por un libro, un traje y un sombrero. El sombrero cos- 
tó $5 más que el libro y $20 menos que el traje. ;Cuánto pagué por 
cada cosa? 
Sea x — precio del libro. 
Como el sombrero costó $5 
más que el libro: 
El sombrero costó $20 menos que 


el traje; luego el traje costó $20 más  "xH5+20=x+25= precio del traje. 
кыл ЭН. 


que el sombrero: 


Como todo costó $87, la suma de los precios 
del libro, traje y sombrero tiene que ser igual 


a $87; luego, tenemos la ecuación: л 


Resolviendo: Зх + 30 = 87 
3x = 87 —30 
3x =57 


x —5.— $19, precio del libro. R. 
x+5 =19+5 = 324, precio del sombrero. К. 
x + 25 = 19 + 25= $44, precio del traje. К. 


(29) La suma de tres números enteros consecutivos es 156. Hallar los nú- 
meros. 
Sea х —nümero menor 
x+1=número intermedio 
x+2=número mayor. 


Como la suma de los tres nümeros OXcXcRl-Rx-R2-156. 


es 156, se tiene la ecuación  — EN. 
Resolviendo: 8x +8 = 156 
3x —156 —3 
9x = 158 
х= 48. —51, número menor. R. 


x+1=51+1=52, número intermedio. R. 
х+2=51 +2 = 58, número mayor. R. 
МОТА 
Si designamos por x el número mayor, el número intermedio sería 
x —1 y el menor x — 2. 
Si designamos por x el número intermedio, el mayor sería x+1 y el 
menor x — 1. 
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m EJERCICIO 82 


1. La suma de dos números es 106 y el mayor excede al menor en 8. Hallar 
los números. 

2. La suma de dos números es 540 y su diferencia 32. Hallar los números. 

3. Entre A y B tienen 1154 bolívares y B tiene 506 menos que 4. ¿Cuánto 
tiene cada uno? 

4. Dividir el nümero 106 en dos partes tales que la mayor exceda a la me- 
nor en 24. 

5. A tiene 14 años menos que В y ambas edades suman 56 años. ¿Qué edad 
tiene cada uno? 

6. Repartir 1080 soles entre 4 y B de modo que 4 reciba 1014 más que B. 

7. Hallar dos nümeros enteros consecutivos cuya suma sea 103. 

8. 'Tres nümeros enteros consecutivos suman 204. Hallar los nümeros. 

9. Hallar cuatro nümeros enteros consecutivos cuya suma sea 74. 

0. Hallar dos nümeros enteros pares consecutivos cuya suma sea 194. 

1, Hallar tres números enteros consecutivos cuya suma sea 186. 

12. Pagué $325 por un caballo, un coche y sus arreos. El caballo costó $80 

más que el coche y los arreos $25 menos que el coche. Hallar los precios 

respectivos. 

13. La suma de tres nümeros es 200. El mayor excede al del medio en 32 
y al menor en 65. Hallar los nümeros. 


14. Tres cestos contienen 575 manzanas. El primer cesto tiene 10 manzanas 
más que el segundo y 15 más que el tercero. ¿Cuántas manzanas hay en 
cada cesto? 


15. Dividir 454 en tres partes sabiendo que la menor es 15 unidades menor 
que la del medio y 70 unidades menor que la mayor. 


16. Repartir 310 sucres entre tres personas de modo que la segunda reciba 20 
menos que la primera y 40 más que la tercera. 

17. La suma de las edades de tres personas es 88 años. La mayor tiene 20 
años más que la menor y la del medio 18 años menos que la mayor. 
Hallar las edades respectivas. 

18. Dividir 642 en dos partes tales que una exceda a la otra en 36. 


La edad de A es doble que la de B, y ambas edades suman 36 aiios. 
Hallar ambas edades. 


Sea х = edad de B. 


Como, segün las condiciones, la edad de А 


es doble que la: de B, tendremos:  — nia 7 


Como la suma de ambas edades es 36 años, 
se tiene la ecuación: 


Resolviendo: 3x = 36 
х= 12 años, edad de В. R. 
2х = 24 años, edad de A. R. 
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Se ha comprado un coche, un caballo y sus arreos por $350. El coche 
costó el triplo de los arreos, y el caballo, el doble de lo que costó el 
coche. Hallar el costo de los arreos, del coche y del caballo. 


Sea x=costo de los arreos. 
Como el coche costó el triplo de los arreos: 3x — costo del coche. 
Como el caballo costó el doble del coche: 6x =costo del caballo. 


Como los arreos, el coche y el caballo Ми 
costaron $350, se tiene la ecuación: — 


Resolviendo: 10x = 350 
х= Л =$ 35, costo de los arreos. R. 


3x 23 х%35 = $105, costo del coche. R. 
6x = 6 x$35 = $210, costo del caballo. R. 


Repartir 180 bolívares entre A, B y С de modo que la parte de A sea 

la mitad de la de B y un tercio de la de C. 

Si la parte de A es la mitad de la de B, la parte de B es doble que 
la de 4; y si la parte de А es un tercio de la de C, la parte de C es el tri- 
plo de la de A. Entonces, sea: 

x = parte de 4. 
2x — partezde B. 
3x — parte de C. 

Como la cantidad repartida es bs. 180, la suma 
de las partes de cada uno tiene que ser хаш а Miis tuii 
bs. 180; luego, tendremos la ecuación: 


Resolviendo: бх = 180 


х = =bs. 30, parte de 4. R. 
2x = bs. 60, parte de B. R. 
3x =bs. 90, parte de C. R. 


Ш- EJERCICIO 83 


1. La edad de Pedro es el triplo de la de Juan y ambas edades suman 40 
afios. Hallar ambas edades. 

2. Se ha comprado un caballo y sus arreos por $600. Si el caballo costó 
4 veces los arreos, ¿cuánto costó el caballo y cuánto los arreos? 

3. En un hotel de 2 pisos hay 48 habitaciones. Si las habitaciones del segundo 
piso son la mitad de las del primero, ¿cuántas habitaciones hay en cada 
piso? 

4. Repartir 300 colones entre 4, B y C de modo que la parte de B sea 
doble que la de A y la de C el triplo de la de 4. 

5. Repartir 133 sucres entre A, B y C de modo que la parte de А sea la 
анаа de la de B y la de С doble de la de B. 
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6. El mayor de dos nümeros es 6 veces el menor y ambos nümeros suman 
147. Hallar los nümeros. 

7. Repartir 140 quetzales entre 4, B y C de modo que la parte de B sea la 
mitad de la de 4 y un cuarto de la de C. 


8. Dividir el nümero 850 en tres partes de modo que la primera sea el 
cuarto de la segunda y el quinto de la tercera. 


9. El duplo de un número equivale al número aumentado en 111. Hallar el 
número. 


10. La edad de María es el triplo de la de Rosa más quince años y ambas 
edades suman 59 años. Hallar ambas edades. 


11. Si un número se multiplica por 8 el resultado es el número aumentado 
en 21. Hallar el número. 


12. Si al triplo de mi edad añado 7 años, tendria 100 años. ¿Qué edad tengo? 


13. Dividir 96 en tres partes tales que la primera sea el triplo de la segunda 
y la tercera igual a la suma de la primera y la segunda. 


14. La edad de Enrique es la mitad de la de Pedro; la de Juan el triplo 
de la de Enrique y la de Eugenio el doble de la de Juan. Si las cuatro 
edades suman 132 años, ¿qué edad tiene cada uno? 


La suma de las edades de A, B y C es 69 años. La edad de A es doble 
que la de B y 6 años mayor que la de C. Hallar las edades. 


Sea x=edad de B. 
2x = edad de A. 


Si la edad de A es 6 años mayor que la de C, la edad de C es 6 años 
menor que la de 4; luego, 2x — 6 = edad de C. 


Como las tres edades suman 69 años, 


tendremos la ecuación 0-0 a LE. y^ 
Resolviendo: 5x —6—69 
5x —69--6 
5x 7b 


x- 7-15 años, edad de B. R. 


2x —30 años, edad de A. К. 
2x —6—24 años, edad de C. В. 


Б> EJERCICIO 84 


1. Dividir 254 en tres partes tales que la segunda sea el triplo de la primera 
y 40 unidades mayor que la tercera. 

2. Entre А, B y C tienen 130 balboas. C tiene el doble de lo que tiene 4 y 
15 balboas menos que B. ;Cuánto tiene cada uno? 

3. La suma de tres nümeros es 238. El primero excede al duplo del segundo 
en 8 у al tercero en 18. Hallar los nümeros. 

4. Se ha comprado un traje, un bastón y un sombrero por $259. El traje 
costó 8 veces lo que el sombrero y el bastón $30 menos que el traje. 
Hallar los precios respectivos. 


5. La suma de tres números es 72. El segundo es 4 del tercero y el primero 
excede al tercero en 6. Hallar los nümeros. 

6. Entre A y B tienen 99 bolívares. La parte de B excede al triplo de la 
de 4 en 19. Hallar la parte de cada uno. 

7. Una varilla de 74 cm de longitud se ha pintado de azul y blanco. 
La parte pintada de azul excede en 14 cm al duplo de la parte pintada 
de blanco. Hallar la longitud de la parte pintada de cada color. 

8. Repartir $152 entre 4, B y C de modo que la parte de B sea $8 menos 
que el duplo de la de A y $32 más que la de C. 

9. El exceso de un nümero sobre 80 equivale al exceso de 220 sobre el 
duplo del nümero. Hallar el nümero. 

10. Si me pagaran 60 sucres tendría el doble de lo que tengo ahora más 10 
sucres. ¿Cuánto tengo? 

11. El asta de una bandera de 9.10 m de altura se ha partido en dos. La 
parte separada tiene 80 cm menos que la otra parte. Hallar la longitud 
de ambas partes del asta. 

12. Las edades de un padre y su hijo suman 83 años. La edad del padre 
excede en 3 años al triplo de la edad del hijo. Hallar ambas edades. 

13. En una elección en que había 3 candidatos A, B y C se emitieron 9000 
votos. B obtuvo 500 votos menos que 4 y 800 votos más, que C. ¿Cuántos 
votos obtuvo el candidato triunfante? 

14. El exceso de 8 veces un número sobre 60 equivale al exceso de 60 sobre 
7 veces el número. Hallar el número. 

15. Preguntado un hombre por su edad, responde: Si al doble de mi edad 
se quitan 17 años se tendría lo que me falta para tener 100 años. ¿Qué 
edad tiene el hombre? 


Dividir 85 en dos partes tales que el triplo de la parte menor equi- 
valga al duplo de la mayor. 


Sea х = Іа parte menor. 
Tendremos: 85—x=la parte mayor. 
El problema me dice que el triplo de la parte 


menor, 3x, equivale al duplo de la parte mayor, 3x =2(85— x). 
AE ААЦЫВР" 


2(85 — x); luego, tenemos la ecuación 


Resolviendo: 3x = 170 — 2x 
Зх + 2х = 170 
5х = 170 
170 
х= -;- =34, parte menor. К. 


85 — х = 85 — 34 = 51, parte mayor. К. 


126) Entre А y B tienen $81. Si A pierde $36, el duplo de lo que le que- 
da equivale al triplo de lo que tiene B ahora. ;Cuánto tiene cada uno? 


Sea x=número de pesos que tiene 4. 
81 — х = número de pesos que tiene B. 
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Si A pierde $36, se queda con $(x — 36) y el duplo 
de esta cantidad 2(x — 86) equivale al triplo de lo que 50—86) =3(81—x).. 
tiene B ahora, o sea, al triplo de 81 — x; luego, tenemos 
—————————— à 


la ecuación: 


Resolviendo: 2x — 72 = 243 — 3x 
2x + 3x = 243 + 72 
5x = 815 


х= 38. = $63, lo que tiene 4. К. 


81 — x =81 — 63 = $18, lo que tiene B. К. 
Mm EJERCICIO 85 


1. La suma de dos números es 100 y el duplo del mayor equivale al triplo 
del menor. Hallar los nümeros. 


2. Las edades de un padre y su hijo suman 60 años. Si la edad del padre 
se disminuyera en 15 айо8 se tendría el doble de la edad del hijo. Hallar 
ambas edades. 


3. Dividir 1080 en dos partes tales que la mayor disminuida en 132 equi- 
valga a la menor aumentada en 100. 


4. Entre A y B tienen 150 soles. Si A pierde 46, lo que le queda equivale 
a lo que tiene B. ¿Cuánto tiene cada uno? 


5. Dos ángulos suman 180? y el duplo del menor excede en 45? al mayor. 
Hallar los ángulos. 


6. La suma de dos nümeros es 540 y el mayor excede al triplo del menor 
en 88. Hallar los nümeros. 


7T. La diferencia de dos nümeros es 36. Si el mayor se disminuye en 12 
se tiene el cuádruplo del menor. Hallar los nümeros. 


8. Un perro y su collar han costado $54, y el perro costó 8 veces lo que 
el collar. ¿Cuánto costó el perro y cuánto el collar? 


9. Entre А y B tienen $84. Si 4 pierde $16 y B gana $20, ambos tienen lo 
mismo. ¿Cuánto tiene cada uno? 


10. En una clase hay 60 alumnos entre jóvenes y senoritas. El nümero de 
señoritas excede en 15 al duplo de los jóvenes. ¿Cuántos jóvenes hay en 
la clase y cuántas senoritas? 


11. Dividir 160 en dos partes tales que el triplo de la parte menor disminuido 
en la parte mayor equivalga a 16. 


12. La suma de dos nümeros es 506 y el triplo del menor excede en 50 al 
mayor aumentado en 100. Hallar los nümeros. 


13. Unaestilográfica y un lapicero han costado 18 bolívares. Si la estilográfica 
hubiera costado 6 bolívares menos y el lapicero 4 bolívares màs, habrran 


costado lo mismo. ¿Cuánto costó cada uno? 

14. Una varilla de 84 cm de longitud está pintada de rojo y negro. La 
parte roja es 4 cm menor que la parte pintada de negro. Hallar la 
longitud de cada parte. 


138.0 “me 


La edad de A es doble que la de B y hace 15 años la edad de A era 
el triplo de la de B. Hallar las edades actuales. 


Sea x=número de años que tiene B ahora. 

9х = número de años que tiene A ahora. 
Hace 15 años, la edad de A era 2x — 15 años y la 
edad de B era(x — 15)años y como el problema me dice 


que la edad de A hace 15 afios, (2х — 15,)ега igual al 2 15=3(x 15). 
triplo de la edad de B hace 15 años o sea el triplo 


de x —15, tendremos la ecuación: жа. шалиг 
Resolviendo: 2x – 15 = 3x — 45 
2x — 3x = — 45 + 15 
—х=—80 


х= 30 años, edad actual de B. К. 
2x = 60 años, edad actual de 4. К. 


(29) La edad de A es el triplo de la de B y dentro de 20 aiios será el doble. 
Hallar las edades actuales. 


Sea x=número de anos que tiene В ahora. 
Зх = nümero de años que tiene 4 ahora. 


Dentro de 20 años, la edad de A será(3x + 20) afios 
y la de B será(x + 20)айоз. El problema me dice que la 
edad de A dentro de 20 años, Зх +20, será igual al doble -3x+20=2(x +20). 
de la edad de B dentro de 20 años, o sea, igual al doble. и 
de х + 20; luego, tendremos la ecuación ————— 


Resolviendo: Зх + 20 = 2х + 40 
3x — 2x — 40 — 20 Y, 
х = 2) años, edad actual de B. К. 
Зх = 60 años, edad actual de 4. R. 


®- EJERCICIO 86 


1. La edad actual de 4 es doblequela de В, y hace 10 anos la edad de 4 
era el triplo de la de B. Hallar las edades actuales. 

2. La edad de 4 es triple que la de B y dentro de 5 anos será el doble. 
Hallar las edades actuales. 

3. A tiene doble dinero que B. Si A pierde $10 y B pierde $5, Atendrá $20 
más que B. ;Cuánto tiene cada uno? 

4. A tiene la mitad de lo que tiene B. Si 4 gana 66 colones y B pierde 90, 
A tendrá el doble de lo que le quede a B. ;Cuánto tiene cada uno? 

5. En una clase el número de señoritas es } del número de varones. Si 
ingresaran 20 señoritas y dejaran de asistir 10 varones, habría 6 señoritas 
más que varones. ¿Cuántos varones hay y cuántas señoritas? 
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6. La edad de un padre es el triplo de la edad de su hijo. La edad que 
tenía el padre hace 5 айоз era el duplo de la edad que tendrá su hijo 
dentro de 10 años. Hallar las edades actuales. 


7. La suma de dos nümeros es 85 y el número menor aumentado en 36 
equivale al doble del mayor disminuido en 20. Hallar los números. 


8. Enrique tiene 5 veces lo que tiene su hermano. Si Enrique le diera a 
su hermano 50 cts, ambos tendrían lo mismo. ;Cuánto tiene cada uno? 


9. Un colono tiene 1400 sucres en dos bolsas. Si de la bolsa que tiene más 
dinero saca 200 y los pone en la otra bolsa, ambas tendrían igual cantidad 
de dinero. ¿Cuánto tiene cada bolsa? 


10. El nümero de días que ha trabajado Pedro es 4 veces el número de 
días que ha trabajado Enrique. Si Pedro hubiera trabajado 15 días menos 
y Enrique 21 días más, ambos habrían trabajado igual nümero de días. 
¿Cuántos días trabajó cada uno? 


11. Hace 14 afios la edad de un padre era el triplo de la edad de su hijo 
y ahora es el doble. Hallar las edades respectivas hace 14 años. 


12. Dentro de 22 años la edad de Juan será el doble de la de su hijo y actual- 
mente es el triplo. Hallar las edades actuales. 


13. Entre A y B tienen $84. Si 4 gana $80 y B gana $4, 4 tendrá el triplo 
de lo que tenga B. ;Cuánto tiene cada uno? 


129) Un hacendado ha comprado doble número de vacas que de bueyes. 
Por cada vaca pagó $70 y por cada buey $85. Si el importe de la com- 
pra fue de $2700, ¿cuántas vacas compró y cuántos bueyes? 


Sea x=número de bueyes. 
2x =número de vacas. 


Si se han comprado x bueyes y cada buey costó $85, 
los x bueyes costaron $85x y si se han comprado 2x vacas 
y cada vaca costó $70, las 2x vacas costaron $70x 2x =$140x. 
Como el importe total de la compra ha sido $2700, ten- 


dremos la ecuación: ЕЕ P 
Resolviendo: 225x — 2700 
х= = = 12, nümero de bueyes. К. 
2x =2 x 12=24, número de vacas. R. 


130) Se han comprado 96 aves entre gallinas y palomas. Cada gallina cos- 
tó 80 cts. y cada paloma 65 cts. Si el importe de la compra ha sido 
$69.30, ¿cuántas gallinas y cuántas palomas se han comprado? 


Sea x=número de gallinas. 
96 — x = número de palomas. 


Si se han comprado x gallinas y cada gallina costó 80 cts., las x galli- 
nas costaron 80x cts. 
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Si se han comprado 96 —x palomas y cada paloma costó 65 cts., las 


96 — x palomas costaron 65(96 — x) cts. 


Como el importe total de la compra fue 


$69.30, o sea 6930 cts., tendremos la ecuación: — 


10. 


Resolviendo: 80x + 6240 — 65x = 6930 
80x — 65x — 6930 — 6240 
15х — 690 
x=" = —46, número de gallinas. К. 
15 


96—x=96—46=50, número de palomas. R. 


EJERCICIO 87 


Compré doble número de sombreros que de trajes por 702 balboas. Cada 
sombrero costó 2 y cada traje 50. ¿Cuántos sombreros y cuántos trajes 
compré? 


Un hacendado compró caballos y vacas por 40000 bolívares. Por cada ca- 
ballo pagó 600 y por cada vaca 800. Si compró 6 vacas menos que caballos, 
¿cuántas vacas y cuántos caballos compró? 


Un padre pone 16 problemas a su hijo con la condición de que por cada 
problema que resuelva el muchacho recibirá 12 cts. y por cada problema 
que no resuelva perderá 5 cts. Después de trabajar en los 16 problemas 
el muchacho recibe 73 cts. ¿Cuántos problemas resolvió y cuántos no 
resolvió? 


Un capataz contrata un obrero por 50 días pagándole $3 por cada día 
de trabajo con la condición de que por cada día que el obrero deje de 
asistir al trabajo perderá $2. Al cabo de los 50 días el obrero recibe $90. 
¿Cuántos días trabajó y cuántos no trabajó? 


Un comerciante compró 35 trajes de a 30 quetzales y de a 25 quetzales, 
pagando por todos Q. 1015. ¿Cuántos trajes de cada precio compró? 


Un comerciante compró trajes de dos calidades por 1624 balboas. De la 
calidad mejor compró 32 trajes y de la calidad inferior 18. Si cada traje 
de la mejor calidad le costó 7 balboas más que cada traje de la calidad 
inferior, ¿cuál era el precio de un traje de cada calidad? 


Un muchacho compró triple número de lápices que de cuadernos. Cada 
lápiz le costó a 5 cts. y cada cuaderno 6 cts. Si por todo pagó $1.47, ¿cuántos 
lápices y cuántos cuadernos compró? 


Pagué $582 por cierto número de sacos de azúcar y de frijoles. Por cada 
saco de azúcar pagué $5 y por cada saco de frijoles $6. Si el número de 
sacos de frijoles es el triplo del número de sacos de azúcar más 5, ¿cuántos 
sacos de azúcar y cuántos de frijoles compré? 


Se han comprado 80 pies cúbicos de madera por $68.40. La madera com- 
prada es cedro y caoba. Cada pie cúbico de cedro costó 75 cts. y cada 
pie cúbico de caoba 90 cts. ¿Cuántos pies cúbicos he comprado de cedro 
y cuántos de caoba? 

Dividir el número 1050 en dos partes tales que el triplo de la parte mayor 
disminuido en el duplo de la parte menor equivalga a 1825. 


16. 


17. 
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EJERCICIO 88 
MISCELANEA 


Dividir 196 en tres partes tales que la segunda sea el duplo de la primera 
y la suma de las dos primeras exceda a la tercera en 20. 


La edad de 4 es triple que la de B y hace 5 años era el cuádruplo de la 
de B. Hallar las edades actuales. 


Un comerciante adquiere 50 trajes y 35 pares de zapatos por 16000 soles. 
Cada traje costó el doble de lo que costó cada par de zapatos más 50 soles. 
Hallar el precio de un traje y de un par de zapatos. 


6 personas iban a comprar una casa contribuyendo por partes iguales 
pero dos de ellas desistieron del negocio y entonces cada una de las 
restantes tuvo que poner 2000 bolívares más. ¿Cuál era el valor de la 
casa? 


La suma de dos números es 108 y el doble del mayor excede al triplo del 
menor en 156. Hallar los nümeros. 


El largo de un buque, que es 461 pies, excede en 11 pies a 9 veces el 
ancho. Hallar el ancho. 


Tenía $85. Gasté cierta suma y lo que me queda es el cuádruplo de lo 
que gasté. ¿Cuánto бая? 


Hace 12 años la edad de A era el doble de la de B y dentro de 12 años, 
la edad de A será 68 anos menos que el triplo de la de B. Hallar las 
edades actuales. 


Tengo $1.85 en monedas de 10 y 5 centavos. Si en total tengo 22 monedas, 
¿cuántas son de 10 centavos y cuántas de 5 centavos? 


Si a un número se resta 24 y la diferencia se multiplica por 12, el resul- 
tado es el mismo que si al nümero se resta 27 y la diferencia se multiplica 
por 24. Hallar el nümero. 


Un hacendado compró 35 caballos. Si hubiera comprado 5 caballos más 
por el mismo precio, cada caballo le habrá costado $10 menos. ;Cuánio 
e costó cada caballo? 


El exceso del triplo de un nümero sobre 55 equivale al exceso de 233 
sobre el número. Hallar el número. 


Hallar tres números enteros consecutivos, tales que el duplo del menor 
más el triplo del mediano más el cuádruplo del mayor equivalga a 740. 


Un hombre ha recorrido 150 kilómetros. En auto recorrió una distancia 
triple que a caballo y a pie, 20 kilómetros menos que a caballo. ¿Cuántos 
kilómetros recorrió de cada modo? 


Un hombre deja una herencia de 16500 colones para repartir entre 3 
hijos y 2 hijas, y manda que cada hija reciba 2000 más que cada hijo. 
Hallar la parte de cada hijo y de cada hija. 


La diferencia de los cuadrados de dos números enteros consecutivos es 31. 
Hallar los números. 


La edad de А es el triplo de la de B, y la de B 5 veces la de C. B tiene 
12 afios más que C. ;Qué edad tiene cada uno? 
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18. 


19. 


20. 


21. 


24. 


25. 


26. 


21. 


28. 


29. 


30. 


81. 


82. 


Dentro de 5 años la edad de A será el triplo de la de В, y 15 años des- 
pués la edad de А será el duplo de la de B. Hallar las edades actuales. 


El martes gané el doble de lo que gané el lunes; el miércoles el doble 
de lo que gané el martes; el jueves el doble de lo que gané el miércoles; 
el viernes $30 menos que el jueves y el sábado $10 más que el viernes. 
Si en los 6 días he ganado $911, ¿cuánto gané cada día? 


Hallar dos nümeros cuya diferencia es 18 y cuya suma es cl triplo de 
su diferencia. 


Entre А y B tienen $36. Si A perdiera $16, lo que tiene B sería el triplo 
de lo que le quedaría a A. ¿Cuánto tiene cada uno? 


A tiene el triplo de lo que tiene B, y B el doble de lo de C. Si А pierde 
$1 y B pierde $3, la diferencia de lo que les queda a 4 y a B es el doble 
de lo que tendría C si ganara $20. ¿Cuánto tiene cada uno? 


5 personas han comprado una tienda contribuyendo por partes iguales. 
Si hubiera habido 2 socios más, cada uno hubiera pagado 800 bolívares 
menos. ¿Cuánto costó la tienda? 


Un colono compró dos caballos, pagando por ambos $120. Si el caballo 
peor hubiera costado $15 más, el mejor habría costado doble que él. 
¿Cuánto costó cada caballo? 


A y B empiezan a jugar con 80 quetzales cada uno. ¿Cuánto ha perdido 4 
si B tiene ahora el triplo de lo que tiene 4? 


A y B empiezan a jugar teniendo A doble dinero que B. A pierde $400 
y entonces B tiene el doble de lo que tiene A. ¿Con cuánto empezó a 
jugar cada uno? 


Compré cuádruple número de caballos que de vacas. Si hubiera com- 
prado 5 caballos más y 5 vacas más tendría triple número de caballos 
que de vacas. ¿Cuántos caballos y cuántas vacas compré? 


En cada día, de lunes a jueves, gané $6 más que lo que gané el día 
anterior. Si el jueves gané el cuádruplo de lo que gané el lunes, ¿cuánto 
gané cada día? 


Tenía cierta suma de dinero. Ahorré una suma igual a lo que tenía y 
gasté 50 soles; luego ahorré una suma igual al doble de lo que me 
quedaba y gasté 390 soles. Si ahora no tengo nada, ¿cuánto tenía al 
principio? 

Una sala tiene doble largo que ancho. Si el largo se disminuye en 6 m 


y el ancho se aumenta en 4 m, la superficie de la sala no varía. Hallar 
las dimensiones de la sala. 


Hace 5 años la edad de un padre era tres veces la de su hijo y dentro 
de 5 años será el doble. ¿Qué edades tienen ahora el padre y el hijo? 


Dentro de 4 años la edad de A será el triplo de la de B, y hace 2 años 
era el quíntuplo. Hallar las edades actuales. 


HYPATIA (370-415 D. C.) Una excepcional mujer 
griega, hija del filósofo y matemático Teón. Se hizo 
célebre por su saber, por su elocuencia y por su be- 
lleza. Nacida en Alejandría, viaja a Atenas donde 
realiza estudios; al regresar a Alejandría funda una 


DESCOMPOSICION FACTORIAL 
FACTORES 


escuela donde enseña las doctrinas de Platón y Aris- 
tóteles y se pone al frente del pensamiento neopla- 
tónico. Hypatia es uno de los últimos matemáticos 
griegos. Se distinguió por los comentarios a las obras 
de Apolonio y Diofanto. Murió asesinada bárbaramente. 


сатшо X 


Se llama factores o divisores de una expresión algebraica a las expre- 
siones algebraicas que multiplicadas entre sí dan como producto la prime- 


ra expresión. 


Así, multiplicando a por. at b tenemos: 


a y a b, que multiplicadas entre sí dana como producto а? + ab, son 


factores o divisores de а? + ab. 
Del propio modo. 


(x --2) (x +3) 2 x? -5x +6 
luego, x+2 y x3 sonfactores de х? + 5x +6. 


DESCOMPONER EN FACTORES O FACTORAR una expresión alge- 
braica es convertirla en el producto indicado de sus factores. 


FACTORAR UN MONOMIO 


Los factores de un monomio se pueden hallar por simple inspección. 
Asi, los factores de 15ар son 3, 5, a y v. Por tanto: 


15а b = 


143 


5 a b. 
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FACTORAR UN POLINOMIO 


No todo polinomio se puede descomponer en dos o más factores distin- 
tos de 1, pues del mismo modo que, en Aritmética, hay números primos que 
sólo son divisibles por ellos mismos y por 1, hay expresiones algebraicas que 
sólo son divisibles por ellas mismas y por 1, y que, por tanto, no son el pro- 
ducto de otras expresiones algebraicas. Así a + b no puede descomponerse en 
dos factores distintos de 1 porque sólo es divisible por a + b y por 1. 


En este capítulo estudiaremos la manera de descomponer polinomios en 
dos o más factores distintos de l. 


CASO ! 
CUANDO TODOS LOS TERMINOS DE UN POLINOMIO 
TIENEN UN FACTOR COMUN 
a) Factor común monomio 


1. Descomponer en factores a? + 2a. 

a? y 2a contienen el factor comün a. Escribimos 
el factor común a como coeficiente de un paréntesis; |. 
dentro del paréntesis escribimos los cocientes de dividir * 
а+а=а y 2a+a=2, y tendremos л 

2. Descomponer 10b — 30ab?. 

Los coeficientes 10 y 30 tienen los factores comunes 2, 5 y 10. To- 
mamos 10 porque siempre se saca el mayor factor comün. De las letras, el 
único factor común es b porque está en los dos términos de la expresión 
dada y la tomamos con su menor exponente b. 

El factor comün es 10b. Lo escribimos 
como coeficiente de un paréntesis y dentro 10 —80ab? = 10b(1—8ab) R. 
ponemos los cocientes de dividir 10b=-10b=1 
y —30ab*=10b=—3ab y tendremos: / 

3. Descomponer 10a? — 5а + 15a*. 

El factor común es 5а. “Tendremos: 

10a — 5а + 15a? = 5a(2a — 1 + За?). R. 
4. Descomponer 18mxy? — 54m?x?y? + 36my?. 
El factor común es 18 туг. Tendremos: 
l8mxy? — 54m?x?y? + 36my* = 18ту(х —3mx*+2). К. 

5. Factorar 6xy* — 9nx?y? + 12nx*y* — Зп2х*уз, 

Factor común 3xy?. 

бху? — 9nx?3? + 12nx*y* — 3n?x ty? = 3xy*(2 — Зпх + 4пх? — n?x*). К. 
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PRUEBA GENERAL DE LOS FACTORES 

En cualquiera de los diez casos que estudiaremos, la prueba consiste en 
multiplicar los factores que se obtienen, v su producto tiene que ser igual a 
la expresión que se factoró. 


В. EJERCICIO 89 


Factorar o descomponer en dos factores: 


1. а?+аЬ. 16. аз+а?+а. 29. a9—3a*--8a?—4a?. 
2. 5403. 17. 4x?—8x-4-9. 80. 25x'—10x95--15x3—5x?. 
3. х2-х. 18. 15y3--20y?—5y. 31. x!5—x12--9x9—3x9, 
4. 3a3—a?, 19. a?—a?x--áx?. 32. 9a?—12ab--15a?b?—24ab?. 
5. x9—4x1, 20. 2a?x--2ax?—3ax. 33. 16x*y"—8x*y—924x*y? 
6. 5т2-4-15т3. 21. x9*-Lx*—x. —40x??. 
T. ab—bc. 22. ]14x*y?—28x5--56x*. 34. 12m*n424m*n*—36m*n* 
8. x2y+x2z. 23. 34ax*+51a*y—68ay?. +48mn41, 
9. 2a?x--6ax?. 24. 96—48mn?-144n?. 35. 100а203с—150а02с2+50а0%с3% 
10. 8m?—12mnm. 25. a?b?c*—a?c? x * -a?c*y?, —200abe?. 
11. 9a3x?—18ax3, 26. b5m?n?x--llOm?n?x? 36. x?—x'4-x9—x?-x. 
12. 15с842--60с248, —220m?y*. 81. a*—2a*4-3a*—4a5--6a*. 
13. 35т2п3—70тз. 27. 93a3x*y—62a?x*y? 38. 3a?b-4-6ab—5a?b*?--8a?bx 
14. abc-abc?. —124a*x. --4ab?m. 
15. 24a?xy?—30x?y*. 28. х-х2-х8-х3. 99. 479—4919--2!?—g5-:a1— 3. 


b) Factor comün polinomio 


1. Descomponer x(a + Б) + mía + b). 


Los dos términos de esta expresión tienen de factor comün el bino- 


mio (a + b). 


Escribo (a + b) como coeficiente de un paréntesis y dentro del parén- 
tesis escribo los cocientes de dividir los dos términos de la expresión dada 
entre el factor común (a + b), o sea: 


x(a + b) E 


Зав) - 


m(a 4 b) 


Y a+b) 


x(a + b) + т(а+ b) = (a b)(x + т). 


2. Descomponer 2x(a — 1) — y(a — 1). 


Factor comün (a — 1). 


—m у tendremos: 


R. 


Dividiendo los dos términos de la expresión 
.dada entre el factor comün (a — 1), tenemos: 


2x(a—1) | -Ха-1) _ 
qp 75 Y Wc 77 
Tendremos: 2x(a—1)— y(a—1)=(a—1)(2x—y). R. 
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3. Descomponer т(х+2)+х+2. 
Esta expresión podemos escribirla: m(x + 2) + (х + 2) = m(x + 2) + 1(x +2). 
Factor común (х +2). Tendremos: 
m(x +2) +1(х+2) =(х+ 2) (т+1). R. 
4, Descomponer aix +1) х – 1. 
Introduciendo los dos ültimos términos en un paréntesis precedido 
del signo — se tiene: 
ax+1)-x-—1=a(x+1)-(x+1)=a(x+1)-1(x+1)=(x+1)(4—1). К. 


5. Factorar 2x(x-- y--2)—x—y —z. 
Tendremos: 


2x(x * yz)—x—y—z-2x(x yz) - (x49+2)=(x+y+2)(2x – 1). К. 
6. Factorar (x — a) (y - 2) - b(y - 2). 


Factor común (у + 2). Dividiendo los dos términos de la expresión 
dada entre (y + 2) tenemos: 


н 
(y +2) (у) 7 | 
(x—a)(y +2)+b(y+2)=(y+2 (x—a+b). К. 
T. Descomponer (x +2)(х — 1) — (x — 1)(x —8). 
Dividiendo entre el factor comün (x — 1) tenemos: 


(x  2)(x — 1) -(x-1(x-3) 
(=: Жш ы ша нэн 
Por tanto: 


(x-F2(x—1)—(x-—1(x—3)—(x—1)[(x--2)—(x— 8)] 
ш(х-1)х42-х-48)-(х-1)(65)-5(х-1). R. 
8. Factorar х(а-1)--у(-1)-а-1. 
х(@—1)+у(а—1)—а+1=х(а—1)+у(а— 1)—(а—1)=(а—1](х+у—1). R. 
> EJERCICIO 90 


Factorar o descomponer en dos factores: 


1. a(x+1)+b(x+1). 7. x(a+1)-a—1. 13. a*(a—b--1)—0*(a—b 4-1). 

2. x(a+1)-3(a+1). 8. a?--1—b(a?--1). 14. 4m(a*--x—1)4-3n(x—14-a?). 
3. 2(x—1)4-y(x—1). 9. 3x(x—2)—2y(x—2). 15. x(2a--b4-c)—2a—b —c. 

4. m(a—b)--(a—0)n. 10. 1—x-42a(1—x). 16. (х+у)(п--1)—3(п+1). 

5. 2x(n—1)—-3y(n—1. 11: 4x(m—m)tn—m. 17. (x--1)(x—2)--3y(x—9). 

б. a(n+2)+n+2. 12. —m—n+x(m+n). 18. (a--3)(a4-1)—4(a--1). 
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19. (x?-F2)(m—n)4-2(m —n). 27. (а+0—с)(х—8)—(0—с—а)(х— 8). 
20. ia(x—1)—(a--2YXx—1). 28. 3x(x—1)—2y(x—1)-z(x—1). 

21. 5х(024-1)4(х--1)(42--1). 29. а(п-1)-0(п-41)-1--1. 

22. (a-cb)(a—b)—(a—b)(a—b). 30. x(a--2)—a—2-3(a-F-2). 

23. (m--n)(a—2)--(m—n)(a—2). 31. (1--84їх--1)-20(х4-1)--3(х--1), 
24. (х+т)(х+1)—(х+1)(х—т). 32. (3x+2)(x+y—2)—(3x+2) 

25. (x—3)x—4)-d-(x—3)(x--4). —(x+y—1)(3x+2). 


26. (a+b—1)(a*+1)—a*—1. 
CASO 11 
FACTOR COMUN POR AGRUPACION DE TERMINOS 


| Ejemplos 
(1) Descomponer ax + bx + ay + by. 


Los dos primeros términos tienen 
el factor común x y los dos últi- 
mos el factor común y. Agrupa- 
mos los dos primeros términos en 
un paréntesis y los dos últimos 
en otro precedido del signo -- 
porque el tercer término tiene el 
signo 4- y tendremos: , 

La agrupación puede hacerse generdimenie de más de un modo con tal que 

los dos términos que se agrupan tengan algún factor común, y siempre que 

las cantidades que quedan dentro de los paréntesis después de sacar el factor 

común en cada grupo, sean exactamente iguales. Si esto no es posible lo- 

grarlo la expresión dada no se puede descomponer por este método. 

Así en el ejemplo anterior podemos 

agrupar el 1* y 3er. términos que ax + bx + ay + by = (ax + ay) + (bx + by) 


ax + bx + ay + by = (ax + bx) + (ay + by) 
— x(a +b)+ y (a + b) 
=(а + Ь)(х +у). R. 


tienen el factor común a у el 2° у 4! = a(x- y)- b(x- y) 
que tienen el factor común b y ten- >it ylle t bi К. 
dremos: РА 


resultado idéntico al anterior, ya que el orden de los factores es indiferente. 


(2) Factorar 3m? — émn + 4m — 8n. 
Los dos primeros términos tie- 3m? — бтп + 4m — 8n = (3m? — бтп) + (4m — 8n) 
nen el factor común 3m y los " = Зт(т — 2n) + 4(m — 2n) 
dos últimos el factor común 4 ={т — 2п)(3т + 4). R 


4. Agrupando, tenemos: 


(3) Descomponer 2x? — 3xy — 4x + бу. 


Los dos primeros términos tienen el 

factor común x y los dos últimos 

el factor comón 2, luego los agru- 

pamos pero introducimos los dos 2x? — 3xy — 4х + бу = (2x? — 3xy) — (4х — бу) 
últimos términos en un paréntesis ze rH 
precedido del signo — porque el = (2х —3y](x —2). К. 
signo del 3er. término es —, рага 

lo cual hay que cambiarles el sig- 

no y tendremos: 


oo om 
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También podíamos haber 


agrupado el 1° y 3” que tie- 2x? — 3xy — 4х + бу = (2x* — 4x) — (3xy — бу) 
nen el factor сотбп 2x, y el = 2x(x — 2) — Зу (x — 2) 
2° y 4* que tienen el factor д = (х —2) (2x — Зу). R. 


común 3y y tendremos: 


x + 22 — 2ax — 2az? = (x + 22) — (2ax + 2az?) 
= (x +z?) — 2a(x + 22) 
= (x+2*)(1-2a). К. 


x + 22 — 2ax — 2az? = (x — 2ах) + (22 — 2az?) 


Agrupando pas £ бет 
14 Y з, 2° y 4, tenemos: + Бэ М L Salis da 21 


(4) Descomponer 
x + z? — 2ax — 2022. ——— 


3ax — 3x + 4y — 4ay = (3ax — 3x) + (4y — 4ay) 
= 3x(a — 1) + 4y(1 — a) 
— 3x(a — 1) — 4y(a — 1) 
= (e —1)(3x — 4y). К. 


(5) Factorar 3ax — 3x + 4y — 4ay. — 


Obsérvese que en la segunda línea del ejemplo anterior los binomios (a — 1) 
y (1 — а) tienen los signos distintos; рага hacerlos iguales cambiamos los 
signos al binomio (1 — a) convirtiéndolo en (a — 1), pero para que el pro- 
ducto 4y(1 — a) no variara de signo le cambiamos el signo al otro factor 4y 
convirtiéndolo en — 4y. De este modo, como hemos cambiadolossigno a un 
número par de factores, el signo del producto no varía. 


En el ejemplo anterior, agru- 3ax — 3x + 4y — 4ay = (3ax — 4ay) — (3x — 4y) 
pando 1° у 4° у 2° y 3, = a(3x — 4у) — (3x — 4у) 
teremos de T e amor cogit = (3x — 4y) (а — 1). R. 
(6) Factorar ах – ау +az+x—y+z= (ах — ay + az) + (x —y +2) 
ex Ry ол A —ao(x—y-tz)- (x—y-tz) 
к-у = (х-у +=) (9+1). R. 


(7) Descomponer a?x — ax? — 2a?y + 2axy + х? — 2x?y. 


Agrupando 1? y 3°, 2° y 4°, 5° y 6°, tenemos: 

?x — ax? — 2a?y + 2axy + x? — 2x?y = (a*x — 2а?у) — (ax? — 2axy) + (х? — 2x?y) 
= ax — 2y) — ax(x — 2y) + x? (x — 2y) 
—[x—2y)(a?,—ax--x*). R. 


a 


Agrupando de otro modo: 


a?x — ax? — 2a?y + 2axy + x? — 2х?у = (a*x — ax? + x?) — (2o?y — 2axy + 2x?y) 
y 

= x(a? — ax + x?) — 2y(a? — ax + x?) 

= (02 —ax + х2) (х —2y) R. 


im EJERCICIO 91 
Factorar o descomponer en dos factores: 


a?--ab-Fax4-bx. 7. 4а%1—а?+4а. 13. 3x3—9ax?—x--3a. 

am—bm+an—bn. B. x+x*—xy?—y?. 14. 2a?%x—5a?%y+15by—6bx. 
ax—2bx—2ay+-4by. 9. 3abx?—2y?—2x?-F3aby?. 15. 2x*y-F2x2?--y?2?--xy9— 
a?x?—3bx?-Fa?y? —3by?. 10. 3a—b5?4-2b?x—6ax. 16. 6т—9Уп+21пх—14тх% 
3m—2n—2nx*-4 3mx*. 11. 4a?x—4a?b--3bm—3amx. 17. n?x—5a?y?—n?y?--5a?x. 


x?—a?--x —a*x. 12. бах+За+1+2х. 18. 1+4+3ab+3b. 
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19. 4am?*—12amn—m*-3n. 25. 3ax—2by—2bx—6a--3ay--4b. ^ 

20. 20ax—5bx—2by+8ay. 26. a?--a--a?--1-4-x?-Fa?x?. 

21. 3—x*42abx*—6ab. 27. 3a3—3a?b-4-9ab?—a?--ab —3b?. 

22. а?+а?+а+1. 28. 2x*—nx*?--2xz?—nz*- 3ny*--6xy". 

23. 342-112х--Зах-Тад2. 29. 3x*--2axy--2ay*—3xy?—2ax?—3x*?y. 

24. 9am—2an4-2a—m4n—1. 30. a?b3—n*-Fa?b?x?—n'x?—3a? b3x -3n'x. 
CASO ПІ 


TRINOMIO CUADRADO PERFECTO 


136) Una cantidad es cuadrado perfecto cuando es el cuadrado de otra can- 

tidad, o sea, cuando es el producto de dos factores iguales. 

Así, 4a* es cuadrado perfecto porque es el cuadrado de 2a. 

En efecto: (2a)?—2ax2a-4a* y 2a, que multiplicada por sí misma 
da 4a*, es la raíz cuadrada de 447. 

Obsérvese que (—2a)*—(— 2a) х (— 2a) = 4a*; luego, —2a es también 
la raíz cuadrada de 4a?. 

Lo anterior nos dice que la raíz cuadrada deuna cantidad positiva tiene 
dos signos, +у —. 

En este capítulo nos referimos sólo a la raiz positiva. 


(37) RAIZ CUADRADA DE UN MONOMIO 

Para extraer la raíz cuadrada de un monomio se extrae la raíz cuadra- 
da de su coeficiente y se divide el exponente de cada letra por 2. 

Así, la raíz cuadrada de 9a*b* es 3ab* porque (3ab?) = 3ab*? x 3ab? 
— 9a?b*. 

La raíz cuadrada de 36x"y* es 6x*y*. 


138) Un trinomio es cuadrado perfecto cuando es el cuadrado de un bino- 
mio, o sea, el producto de dos binomios iguales. 
Así, a? + 2ab + b? es cuadrado perfecto porque es el cuadrado de a + b. 


UTE (а + b)? = (a + Ь)(а + b) = a* + 2ab + 1%. 


Del propio modo, (2x + 3y)?=4x?+12xy+9y* luego 4x*+12xy+ 9y? 
es un trinomio cuadrado perfecto. 


REGLA PARA CONOCER SI UN TRINOMIO 
ES CUADRADO PERFECTO 


Un trinomio ordenado con relación a una letra es cuadrado perfecto 
cuando el primero y tercero términos son cuadrados perfectos (o tienen raiz 
cuadrada exacta) y positivos. y el segundo término es el doble produeto de 
sus raíces cuadradas. 
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Así, а? — 4ab + 4b? es cuadrado perfecto porque: 


Doble producto de estas raíces: 2 Ха x 2b = 4ab, segundo término. 


36x? — 18xy* + 45^ no es cuadrado perfecto porque: 


Raíz cuadrada de 86x* y u ye u haaa üx 
Raiz cuadrada de 49^ yi 769—7, a, Зу 


Doble producto de estas raíces: 2Хбх x 2y*!—?24xy', que no es el 
2? término. 


(40) REGLA PARA FACTORAR UN TRINOMIO 

CUADRADO PERFECTO 

Se extrae la raíz cuadrada al primero y tercer términos del trinomio 
y se separan estas raíces por el signo del segundo término. El binomio así 
[órmado, que es la raíz cuadrada del trinomio, se multiplica por sí mismo 
o se eleva al cuadrado. 


Ei 1 
? 4-2m Fr 12 (m t Tm 1)2 (m - 1f, R. 


m 1 


(2) Descomponer 4x? + 25y? — 20xy. 
Ordenando el trinomio, tenemos: 
4x? — 20xy + 25y? = (2x — 5у)[2х — 5y) = (2x — 5y*. К. 
2x 5y 
IMPORTANTE 
Cualquiera de las dos roíces puede ponerse de minuendo. Asi, en el ejem- 
plo anterior se tendrá también: 


4x? — 20xy + 25y? = [Sy — 2x)(5y — 2x) = (5у — 2x)* 
2x 5y 


porque desarrollando este binomio se tiene: 
(5y — 2x)? = 25y? — 20xy + 4x? 
expresión idéntica a 4х2 — 20xy + 25у? ya que tiene las mismos cantidades 
con los mismos signos. 
(3) Descomponer 1 — 1вах? + 64c?x*. 
1 — 160x? + 64a?x* = (1 — Bax?)? = (8ox* — 1)”. R, 
1 4 


Box? 
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e 151 
b? 
(4) Factorar x? + bx + T 
Este trinomio es cuadrado perfecto porque: Raíz cuadrada de х? = x; raíz 
b? b 
cuadrada de T 3. y el doble producto de estas raíces: 2ХхХ Z5 


rb bert (562) 


luego: 


ТИШ х=. 
асогаг === — 
4 3 9 


~ 


(5 


Es cuadrado perfecto porque: ; raíz cuadrada de 


b b 0 
P .4 ona a a 


CASO ESPECIAL 


(6) Descomponer а? + 2a (a — b) + (a — b P. 
La regla anterior puede aplicarse a casos en que el primero o tercer término 
del trinomio o ambos son expresiones compuestas. 
Así, en este caso se tiene: 
а? + 2a(a — b) + (a - b = 
ї (о — b) 


(7) Factorar (x + yP —2(x + 


[a+ (a—b)]P=[(a+a—b)?= (20 — by. В. 


yl(a 4- x) - (a +x}. 


PO 39 л то PH 


(x-- y)? —2(x + y)la +x)+ (a + х)? = [x + y] — (e + JP 
(x + y) (ох) =(x+y—a-— х)? 
=y- aP = amy: R. 
IÐ EJERCICIO 92 
Factorar o descomponer en dos factores: 
4 2 

a?—2ab-rb?. 15. 1+14х?у+49х*у?. 26. 4, + 2065 28 
а2--2а5--03, 16. 1+а19—245. 25 36 8 : 
x2—2x+1. 17. 49m$5—'70am3n?-4-25a?n*.— "m" 
y1+1+42y?. 18. 100x10—60atx5y0+9aty 2 2T. 16x°— 2x'y^ т. 
а2—10а+25. 19. 121+198x%+81x*. п? 
9—6x+x?. 20. а2-24ат2х2--144т3х3. 28. y --2mn--9m?. 
16--40х2-4-95х3. 21. 16—104х2+169х*. 29 A 4 

2 10 541. . ад -24(а--5)-(4--0). 
1-49a?—14a7 Ex v 30. 4—4(1—a)4-(1—ay. 
36--12m?--m*v 23. ——ab-+b2. 31. 4m?—4m(n—m)4-(n—m):. 
1—22a?-Fa?. 5 4 bs ча 32. (m—n)+6(m—n)+9. 
a5--18a*4-81: 33. (actx)*—2(a--x)(x-y)-(x-yy. 

8--94353- 8, NS Ний” ЭМЭЭ! 34. (m-4ny—2(a—m)(m--n)--(a—-my.. 

4x?—12xy-9y? bi 35. 4(14a)?-4(14+a1b—1)+(b-1). 
9b?—30a?b--25a*,^ 25. at—a?b?+ T 36. 9(x—y)}A2(x—y)(x+y)+4(x+y). 
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CASO IV 
DIFERENCIA DE CUADRADOS PERFECTOS 
(OA los productos notables (89) se vio que la 

suma de dos cantidades multiplicadas por su di- 
ferencia es igual al cuadrado del minuendo menos el a — b - (a-b)(a— b). 
cuadrado del sustraendo, o sea, (a + b) (a — b) = 
= а — b*; luego, recíprocamente, E 

Podemos, pués, enunciar la siguiente: 

ЦЭН PARA FACTORAR UNA DIFERENCIA 
DE CUADRADOS 


Se extrae la raiz cuadrada al minuendo y al sustraendo y se multiplica 
la suma de estas raíces cuadradas por la diferencia entre la raíz del minuendo 


y la del sustraendo. 
(1) Factorar 1 — c?. 
La raíz cuadrada de 1 es 1, la raíz cuadrada de a* es a. Multiplico la suma 
de estas raíces (1 +a) por la diferencia (1— а) y tendremos: 
l=-a=(1+aj(1—a). R. 
(2) Descomponer lóx? — 25y*. 
La raíz cuadrada de 16x? es 4x; la raíz cuadrada de 25y* es 5y?. 
Multiplico la suma de estas raíces (4x + 5y?) por su diferencia (4x — 5y?) y 
tendremos: 
léx? — 25y* = (4х + 5у?)(4х — 5y?). К. 
Factorar 49x?y9219 — q12, 
49x2y8219 — g12 —(7xy*z5 + аб) (7ху?25 — аё). К. 
a? bt 


(4) Decomponer — — —. 
4 9 


(3 


— 


: a" а : b* b? 
La raíz cuadrada де — es ^x y la raíz cuadrada de 3 es гэ Tendremos: 


а b* a b? 
кшш UG s к 
(5) Factorar o?» — 95*» 
а®в — 9b*n = (g^ + ЗЬ") с" — 3b?"). R. 
æ- EJERCICIO 93 


Factorar o descomponer en dos factores: 


1. х2—у2. 8. 1—y*. 15. 410—492, 

2. a?—]. 9. 4a*—9. 16. 25x%y1-121. 

8. a?—4. 10. 25—36x*. 17. 100m*%n%—169y*. 
4. 9—2. 11. 1—49a?b?. 18. a?m*n9*—]144. 

$. 1—4m*. 19, 4x?—819*5 19. 196x?y1—225:1*. 
6. 16—n*. 13. a?b8—c?. 20. 256a!*—289b*m!9. 
T. 42-25. 14. 100—x?2y0. 21. 1-—9a?b*t*d*. 
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22. 361х14—1. 21. =, x ан 32. at — 99504. 
1 x9 4a y 
— — 9a?. e ===: 33. 16x9» — —. 
4 49 121 49 
a? 1 р12х 
I- i 244 — — x8; 84. 49q10» — —-, 
25 29. 100m?n 16 x 81 
95 1 4x2 de aa 35. azabi 1 
le гл os) . п ц, » a n 8 EY онц 
16 49 ? 25 
2 6 
d Mum 31. 4x —l, 36. -L — xa, 
36 25 9 100 


CASO ESPECIAL 


1. Factorar (а + 6)? — c?. 
La regla empleada en los ejemplos anteriores es aplicable a las dife- 
rencias de cuadrados en que uno o ambos cuadrados son expresiones 


compuestas. 
Así, en este caso, tenemos: 


La raíz cuadrada de (a+ b)? es (a+ b). 
La raíz cuadrada de с? es c. 


Multiplico la suma de estas raíces (a+ b — c? — [(a - b) + c] [(a + b) — c] 
(a + b) -- c por la diferencia (a+ b) — c =@+Ь+6)(а@+%—с). В. 
y tengo: JF 


2. Descomponer 4x? — (x + y). 


La raíz cuadrada de 4x? es 2x. 
La raíz cuadrada de (х + у)? es (x + y). 


Multiplico là suma de estas raí- 4x* — (x + y)? = [2x + (x + y)] [2x — (x + у)] 
ces 2x+(x+y) por la diferencia — (2x + x + y) (2x — x — y) 
2x —(x-- y) y tenemos: 7 = (8х +у)(х– у). К. 


8. Factorar (а + х)? — (х +2). 


La raíz cuadrada de (а + х)? es (a+ х). 
La raíz cuadrada de (х + 2)? es (x + 2). 


Multiplico la suma (a+ x) — (x + 2? = [(a + x) + (x - 2)] [(a + x) — (x + 2)] 
de estas raíces (a+x)+ =(а+х+х+2)(а+х—х-2) 
(х +2) por la diferencia ш(042х-2)0-2) К. 
(а+х) – (х + 2) y tengo: 
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Descomponer en dos factores y simplificar, si es posible: 


1. (x--90%—a8. 183. (а—92Ь)%—(х+у)?. 25. (2a+b-—c)*—(a+b)?. 
2. 4—(а+1)°. 14. (2а—с)2—(а+с)?. 26. 100—(x—y+2)?. 
3. 9-(т--пр. 15. (х+1)2—4х2. 27. A". 
4. (m—ny—16. 16. 36x*—(a4-3x)*. 28. (2х-3)-415х-1р. 
5. (х—у)2—42?, 17. a9—(a—1)*. 29. (х—у+2)2—(у—2+2х)2. 
6. (а+25)%—1. 18. (a—1)?-(m-—2). 30. (2x-FIy--(x-F4)*. 
T. 1—(x—2yy. 19. (2х—3)2—(х—5)2. 91. (at2x4-1)-—(xX--a—1y. 
8. (х-20)--4х2, 20. 1—(5a-2xy. 82. 4(х+а)2—49у2. 
9. (а+0)2—(с+а)?. 21. (1x+y)-81. 33. 25(x—y)?-4(x+y)*. 
10. (a—by—(c—dy. 22. m$—(m?-—1)*. 34. 36(m+n)?-121(m—n?. 
11. (x41)?—16** 23. 16а10—(24?--3)2. 
12. 64m?—(m—2ny.. 24. (x—y)?—(c+d)?. 


CASOS ESPECIALES 
COMBINACION DE LOS CASOS 111 Y IV 


Estudiamos a continuación la descomposición de expresiones com- 
puestas en las cuales mediante un arreglo conveniente de sus términos 

se obtiene uno o dos trinomios cuadrados perfectos y descomponiendo estos 

trinomios (Caso III) se obtiene una diferencia de cuadrados (Caso IV). 


1. Factorar а? + 2ар + b? — 1. 
Aquí tenemos que а? + 2ар + b? es un trinomio cuadrado perfecto; 
cad a? + 2ab + b? — 1 — (a? + 2ab + b?) —1 
(factorando el trinomio) = (а + b)? —1 
(factorando la diferencia de cuadrados) = (а+ b +1)(a+b—1). R. 
2. Descomponer а? + m? — 4b? — ат. 
Ordenando esta expresión, podemos escribirla: a? — 2am + m? — 402, y 
vemos que а? — 2am + m? es un trinomio cuadrado perfecto; luego: 
a? — 2am + m? — 4b? = (a* — 2am + m?) — 4b? 
(factorando el trinomio) = (a — m)? — 4b? 
(factorando la diferencia de cuadrados) = (a — m + 20) (a —m —20). В. 
3. Factorar 9a?— х? + 2х — 1. 
Introduciendo los tres ültimos términos en un paréntesis precedido 
del signo — para que x? y 1 se hagan positivos, tendremos: 
9a* — х? + 2х — 1 = 9a? — (x? — 2x +1) 
(factorando el trinomio) = 9a? — (x — 1)* 


(factorando la diferencia de cuadrados) = [3a + (x — 1)] [3a — (x — 1)] 
ш(84-х-1)(84-х-1) R. 
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4. Descomponer 4x? — a? + у? — 4ху + 2ab — b?. 

El término 4xy nos sugiere que es el segundo término de un trinomio 
cuadrado perfecto cuyo primer término tiene x? y cuyo tercer término tie- 
ne у? y el término 2ab nos sugiere que es el segundo término de un trino- 
mio cuadrado perfecto cuyo primer término tiene a? y cuyo tercer término 
tiene 02; pero como — а? y — b? son negativos, tenemos que introducir este 
ültimo trinomio en un paréntesis precedido del signo — para hacerlos po- 
sitivos, y tendremos: 

4x? — a? + y? — 4xy + 2ab — b? = (4х? — Axy + y?) — (a? — 2ab + b?) 
(factorando los trinomios) = (2х — y)? — (a — by? 
(descomp. la diferencia de cuadrados) = [(2x — y) + (a — b)] [(2x — y) — (a — b)] 
—(2x—y-a—b)(2x—y—a--b). К. 

5. Factorar a?— 9n? — бтп + 10ab + 25b? — m?. 

El término 10ab nos sugiere que es el segundo término de un trino- 
mio cuadrado perfecto cuyo primer término tiene a? y cuyo tercer término 
tiene b?, y бтп nos sugiere que es el 22 término de un trinomio cuadrado 
perfecto cuyo primer término tiene m? y cuyo tercer término tiene n?; 
luego, tendremos: : 

а? — 9n? — бтп + 10ab + 25b? — m? = (a? + 10ab + 25b?) — (т? + 6mn + 9n?) 
(descomponiendo los trinomios) = (a + 5b)? — (m + Зл)? 
(descomp. la diferencia de cuadrados) = [(a + 55) + (m + 3n)] [(a + 5b) — (m + 3n)] 
=,а+ 5b т + З (а+ 5b —m 3n). R. 
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Factorar o descomponer en dos factores: 


1. a?--2ab--b?—x?. 20. 25-х2-16у2--8ху. 

2. x?—9xy--y?—m?. 21. 9x*—a?—4m?--4am. 

8. т?+2тп+п?—1. 22. 16x?y?J-12ab —4a?—90?. 

4. q?—2a4-1—b?. 23. —a*--95m?—1—2a. 

9. n246n49—e?, 24. 49х+—95х2—9у24-30ху. 

6. а2--х2--2ах-4. 25. qg?—2ab-Fb?—c?—2cd—d?. 

T. а2+4—4а—9Ь2. 26. x*--2xyJ4-y?—m*--2mn—n*. 

8. x244y2—4xy—1. 27. q?--4b?--4ab —x?—2ax—a?. 

9. q?—6ay4-9y?—4Ax?. 28. x?--4a?—4ax—y?—9b?--6by. 
10. 4x?--25y?—364-20xy. 29. m?—x*--9n?--6mn—4ax —4a?. 
11. 9x?—14-16a?—24ax. 30. 9x?--4y?—a?—12xy—9505?—10ab. 
12. 1-4-64a?b?—x*—16ab. 31. 2am-—x?—9-ra?--m?—6x. 

13. q?—b?—9bc—c?. 32. x?—9a*--6a?b-4-1-4-2x—b?. 

14. 1—а%+2ах—х?. 33. 16a4?—1—10m--9x?—24ax—25m*. 
15. m?—x2—2xy—y?*. 34. 9m?—a?+2acd—c?d?+100— 60m. 
16. с2—а242а—1. 35. 4a3—9x--49b2—30xy —25y2—98ab. 
17. 9—п2—95—10п. 36. 9225a?—1695?4-14-30a--26bc—c?. 
18. 442—х24-4х—4. 37. x2—y24444x—1—2y. 


19. 1—а2—9п2—6бап. 38. а2-16-х2--36--12а-8х. 
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CASO V 


TRINOMIO CUADRADO PERFECTO POR ADICION 
Y SUSTRACCION 


1. Factorar х* + xy? + yt. 

Veamos si este trinomio es cuadrado perfecto. La raíz cuadrada de x* 
es x^; la raíz cuadrada de y* es у? y el doble producto de estas raíces es 
2x?y*; luego, este trinomio no es cuadrado perfecto. 

Para que sea cuadrado perfecto hay que lograr que el 2? término x?y? 
se convierta en 2x?y?, lo cual se consigue sumándole x?y?, pero para que el 
trinomio no varíe hay que restarle la misma cantidad que se suma, x?y?, y 
tendremos: 

xt+ aya pt 
+ x2y? — qe 
xt + 2x?y? + y* хэв xy? = (ae + 2х2у? + уә - x 
(factorando el trinomio cuadrado perfecto) = (x? + y?)? — х2у? 
(factorando la diferencia de cuadrados) = (x? + y? + xy) (x? + y? — xy) 
(ordenando) = (х? + xy + у?) (x? — xy + у). К. 


2. Descomponer 4a* + 8a?b? + 9b*. 

La raíz cuadrada de 4a* es 202: la raíz cuadrada de 904 es 3b? y el do- 
ble producto de estas raíces es 2 x 2a? х 3b? = 12a?b?; luego, este trinomio 
no es cuadrado perfecto porque su 2? término es 8a?b? y para que sea cua- 
drado perfecto debe ser 12a?b?. 

Para que 8a*b* se convierta en 120202 le sumamos 4a?b? y para que el 
trinomio no varíe le restamos 4a?b? y tendremos: 


4a*-- 8a?b?+ 9b* 
+ 4а262 — 4a?b? 
4a* + 12a?b? + 9b* — 4a?b? = (4a* + 12a?b? + 9b*) — 4a?b? 
(fact. el trinomio cuadrado perfecto) = (2a? + 3b?)? — 4a?b? 
(fact. la diferencia de cuadrados) = (2a? + 3b? + 2ab) (2a? + 3b? — 2ab) 
(ordenando) = (2a? + 2ab + 3b?) (2a? — 2ab + 3b?)- К. 


3. Descomponer а* — 16a?b? + 36b*. 

La raíz cuadrada de a* es a?; la de 36b* es 6b?. Para que este trinomio 
fuera cuadrado perfecto, su 29 término debía ser —2 x a? x 6b? = — 12a?b? 
y es — 16a?b?; pero — 16a?b? se convierte en — 12a?b? sumándole 4a?b?, pues 


b 


O00 710 е союне 


pa 
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tendremos: — 16a?b? + 4a?b* = — 12a?b?, y para que no varíe le restamos 
4a?b?, igual que en los casos anteriores y tendremos: 


a* — 16a?b? + 36b* 
+ 4а20° — 4a? b? 
а^ — 12a?b? + 36b* — 442° = (a* — 12a?b? + 36b*) — 4a? b? 
= (a? — 6b?)? — 4a?b? 
—(a? — 6b? + 2ab) ( a? — 6b? — 2ab) 
=(a? + 2ab — 6b? (a? —2ab — 6b. К. 

4, Factorar 49m* — 151m*n*+ 81n*. 

La raíz cuadrada de 49m* es 72: la de 81n? es 9n*. El 29 término 
debía ser —2 X Tm? X 9n* = —126m?n* y es —151m*n*, pero — 151m*n* se 
convierte еп — 126m?n* sumándole 257125, pues se tiene: —151m*n*+ 
25m?n* = — 126m?n*, y para que no varíe le restamos 25m?n* y tendremos: 


49m* — 151m?n* + 81n* 
+ 251323 - 25т?п* 
49m* — 126m*n* + 81n* — 25m*n* = (49m* — 196m?n* + 81n?) — 25m?n* 
= (Tm? — 9п*)? — 25m?n* 
—("7m?-— 9n* + 5mn?) (tm? — 9n* — 5mn?) 
=(7т? + 5mn? — 9n*) (Tm? — 5mn? — 9). R. 
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Factorar o descomponer en dos factores: 


a*4-a?--1. 11. 25a*4-54a?b?--49b*. 21. 1444-23n5+4+9n12, 
m*--m?n?- n*. 12. 36х*—109х2у2+49у*. 22. 16—9c*4c*. 

х8--8х1--4. 13. 81m*+2m+1. 23. 6441-1690204--8188. 
a*--2a?4-9. 14. c*—45c?4-100. 24. 225+5т?+тА. 

a*—3a?b?-- b*. 15. 4ad—53a*b*4-4908, 25. 1—126a?b*--169a*8. 
x*--6xP*- 1. 16. 49-76n?-r64m*. 26. x*y*--21x?y?--121. 
4a*--3a?b?-F9b*. 17. 25х*—189х2у2+81у*. 27. 49c84-15c*m?n?--196m*n*. 
4x1—29x?--25. 18. 49x94-76x*y*--100y8. 28. 81a*b9—292a?5*x8--256x19. 
x84-4x1y1--16y8. 19. 4—108х2+121х1. 


16m*—25m?n?--9n*. | 90. 121x*—133x?y*--36y*. 

CASO ESPECIAL 

FACTORAR UNA SUMA DE DOS CUADRADOS 
En general una suma de dos cuadrados no tiene descomposición en 
factores racionales, es decir, factores en que no haya raíz, pero hay su- 


mas de cuadrados que, sumándoles y restándoles una misma cantidad, pue- 
den llevarse al caso anterior y descomponerse, 
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Ejemplos 


(1) Factorar at + 4b*. 


La raíz cuadrada de a* es a?; la de 4b* es 2b?. Para que esta expresión sea 
un trinomio cuadrado perfecto hace falta que su segundo término sea 
2 X a? X 2b? = 4a?b?. Entonces, igual que en los casos anteriores, a la 
expresión af + 4b* le sumamos y restamos 4a?b? y tendremos: 


at + 4b* 
L 4a^b* ва 4075" 
al + 4a?b? + 4b* — 40262 = [at + 4a?b? + 4b*) — 4a?b? 
(a? + 2b?)? — 4a?b* 
(a? + 2b? + 2ab) (a? + 2° — 2ab| 
= (a? + 2ab + 2b?) (a? — 2ab + 2b?). R. 
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Factorar o descomponer en dos factores: 


1. х*+64у*. 4. 4тї+81тИ. 7. 1+4п*. 

2. d4x5-py*. 5. 4-625х8. 8. 64x94-y*. 

3. at4-324b1, 6. 64-+al?, 9. 81a*4-640*. 
CASO VI 


TRINOMIO DE LA FORMA x? + bx + c 


Trinomios de la forma x? + bx + c son trinomios como 
x*--b5x-c 6,  m?-cF5m—14 
4? — 2a — 15, y?—S8y +15 
que cumplen las condiciones siguientes: 
1. El coeficiente del primer término es 1. 
2. El primer término es una letra cualquiera elevada al cuadrado. 


3. El segundo término tiene la misma letra que el primero con ex- 
ponente 1 y su coeficiente es una cantidad cualquiera, positiva o negativa. 


4. El tercer término es independiente de la letra que aparece en el 
1? y 2? términos y es una cantidad cualquiera, positivá o negativa. 


(146) REGLA PRACTICA PARA FACTORAR UN TRINOMIO 
DE LA FORMA x* + bx - c 


1) El trinomio se descompone en dos factores binomios cuyo primer 
término es x, o sea la raíz cuadrada del primer término del trinomio. 
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2) En el primer factor, después de x se escribe el signo del segundo 
término del trinomio, y en el segundo factor, después de x se escribe el 
signo que resulta de multiplicar el signo del 2? término del trinomio por 
el signo del tercer término del trinomio. 


3) Si los dos factores binomios tienen en el medio signos iguales se 
buscan dos nümeros cuya suma sea el valor absoluto del segundo término 
del trinomio y cuyo producto sea el valor absoluto del tercer término del 
trinomio. Estos nümeros son los segundos términos de los binomios. 


4) Si los dos factores binomios tienen en el medio signos distintos se 
buscan dos nümeros cuya diferencia sea el valor absoluto del segundo tér- 
mino del trinomio y cuyo producto sea el valor absoluto del tercer término 
del trinomio. El mavor de estos números es el segundo término del pri- 
mer binomio, y el menor, el segundo término del segundo binomio. 

Esta regla práctica, muy sencilla en su aplicación, se aclarará con los 
siguientes 


Ejemplos 


i 


(1) Factorar x? + 5x + 6. 


El trinomio se descompone en dos binomios cuyo primer término es la raíz cua- 
drada de x? o sea x: 


“+ +5х+6 (x )(х_ ) 


En el primer binomio después de x se pone signo + porque el segundo térmi- 
no del trinomio +5x tiene signo +. En el segundo binomio, después de x, se 
escribe el signo que resulta de multiplicar el signo de -+ 5x por el signo de 
+ 6 y se tiene que + por + da + o sea: 


x* 4- 5x 4-6 (xc )(х+ ) 


Ahora, como en estos binomios tenemos signos iguales buscamos dos números 
que cuya suma sea 5 y cuyo producto sea 6. Esos números son 2 y 3, luego: 


x*4- 5x --6— (x--2)|x-- 3). К. 
(2) Factorar x? —7x + 12. 


Tendremos: x'—7x412 (x= || х- |) 


En el primer binomio se pone — porque — 7x tiene signo —. 

En el segundo binomio se pone — porque multiplicando el signo de — 7x por 
el signo de + 12 se tiene que: — por + da —. 

Ahora, como en los binomios tenemos signos ¡guales buscamos dos números 
cuya suma sea 7 y cuyo producto sea 12. Estos números son 3 y 4, luego: 


x?—7x--122 ix —3)|x —4). К. 
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Factorar x? + 2x — 15. 
Tenemos: х + 2х —15 (x+ ]ix— | 


En el primer binomio se pone + porque + 2x tiene signo +. 
En el segundo binomio se pone — porque multiplicando el signo de + 2x por 
el signo de — 15 se tiene que + por — da —. 
Ahora, como en los binomios tenemos signos distintos buscamos dos nómeros 
cuya diferencia sea 2 y cuyo producto sea 15. 
Estos números son 5 y 3. El mayor 5, se escribe en el primer binomio, y 
tendremos: 

х2 + 2х — 15 = (х + 5) (х — 3). В. 


Factorar x? — 5x — 14. 
Tenemos: x*—5x—14 (x= )(х+ |) 


En el primer binomio se pone — porque — 5x tiene signo —. 
En el segundo binomio se pone + porque multiplicando el signo de — 5x por 
el signo de — 14 se tiene que — por — da +. 
Ahora como en los binomios tenemos signos distintos se buscan dos números 
cuya diferencia sea 5 y cuyo producto sea 14, 
Estos números son 7 y 2. El mayor 7, se escribe en el primer binomio y se 
tendrá: 

х2 — 5х — 14=(х—7)(х +2). R. 


(5) Factorar a? — 13а - 40. 


a? — 13а + 40 = (а — 5) (а —8). К. 


(6) Factorar т2 — 11m — 12. 


m*—11m—12-—(m—12)]Im-F- 1). К. 


(7) Factorar n? 4- 28n — 29. 


n? + 28n — 29 = (п + 29) (п — 1). В. 


(8) Factorur x? + 6x — 216. 


x*--éx—216 x+ ])ix— | 


Necesitamos dos números cuya diferencia sea 6 y cuyo producto sea 216. 
Estos números no se ven fácilmente. Para hallarlos, descomponemos en sus 
factores primos el tercer término: 


216 
108 
54 
27 
9 

3 

1 
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Ahora, formamos con estos factores primos dos productos. 
Por tanteo, variando los factores de cada producto, obtendremos 
los dos nómeros que buscamos. Así: 


2x2Xx2=8 3х3х3=27 27— В= 19, no nos sirven 
2x25€2XxX3-24 3x3= 9 24— 9=15, no nos sirven 
2Х2х3=12 2X3X3=18 18 — 12 = 6, sirven. 


18 y 12 son los números que buscamos porque su diferencia es 6 y su producto 
necesariamente es 216 ya que para obtener estos números hemos empleado 
todos los factores que obtuvimos en la descomposición de 216. Por tanto: 


x? + бх — 216 = (х + 18) (х — 12). R. 


(9) Factorar а? — 66a + 1080. 


о? — 66a + 1080 


DESCOMPOSICION FACTORIAL 
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Necesitamos dos nómeros cuya suma sea 66 y cuyo producto sea 1080. 


Descomponiendo 1080, tendremos: 


- 
[2] 
сл 
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2x2x2= 8 
2х2х2х3= 24 
2x3x5=30 


3x3x3x5=105 


3X3X5- 45 


2X2X3x3- 36 


105-- 8— 113, no sirven 
45+24= 69, no sirven 
30 4- 36 — 66, sirven 


Los nümeros que necesitamos son 30 y 36 porque su suma es 66 y su producto 
necesariamente es 1080 ya que para obtener estos nómeros hemos empleado 
todos los factores que obtuvimos en la descomposición de 1080, luego: 


a? — 66a + 1080 = (a — 36)(а — 30). R. 


| EJERCICIO 98 
Factorar o descomponer en dos factores: 
1. x*-E7x 4-10. 13. y?—4y4-3. 25. a?—2a—35. 37. m*—2m —168. 
2. х2—5х+6. 14. 12—8n--n?. 26. х24-14х- 18. 38. c?--24c--135. 
3. x?--3x—10. 15. х2+10х+21. 27. a?--33—14a. 39. m?—41m-rF400. 
4. x?--x —9. 16. a?--7a—18. 28. m?--13m —30. 40. a?--a—380. 
5. a?--4a--3. 17. m?—129m4-11. 29. c?—13c—14. 41. x?--12x —364. 
6. m?--5m—14. 18. x2-7x—30. » 30. х2--15х--56. 42. a?--42a--432. 
T. y?—9y4-20. 19. n?--6n—106. 31. x?—15x4-54. 43. т2—30т—675. 
8. x?—6—x. 20. 90--a?—21a. 32. a24+7a—60. 44. y?4-50y4-336. 
9. x2—9x+8. 21. y?--y—30. 33. х2—17х—60. 45. x?—2x—598. 
10. c?--5c—24. 22. 98--a?—11a. 34. x?--8x —180. 46. n?--43n--432. 
11. x2—3x+2. 23. n?—6n—40. 35. m?—90m 300. 47. с2—4с—3920). 
12. а24-7а+-6. 24. x2—5x—36. 36. x?--x—132. 48. m?—8m-—1008. 


CASOS ESPECIALES 


El procedimiento anterior es aplicable a la factoración de trinomios 
que siendo de la forma x? + bx + с difieren algo de los estudiados an- 


teriormente. 
cuadrada de х o sea х2: 


| Ejemplos | 
x* — 5x? — 50 )х2-- ). 


Buscamos dos nümeros cuya diferencia (signos distintos en los binomios) sea 
5 y cuyo producto sea 50. Esos números son 10 y 5. Tendremos: 


xt — 5x? — 50 = (х2 — 10)(х2 + 5). В. 


(1) Factorar x* — 5x? — 50. 
El primer término de cada factor binomio será la raíz 


(x? — 
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(2) Factorar x9 + 7х3 — 44. 


(3 


(4 


(5 


(6 


(7 


— 


— 


— 


— 


~ 


El primer término de cada binomio será la raíz cuadrada de x" o sea x?. 
Aplicando las reglas tendremos: 


x8 + 7x8 — 44 = (х3 + 11)(x8 — 4). R. 


Factorar a?b? — ab — 42. 
El primer término de cada factor será la raíz cuadrada de a?b? o sea ab: 
a?b?— ab —42 lab — lab+ | 


Buscamos dos números cuya diferencia sea 1 (que es el coeficiente de ab) y 
cuyo producto sea 42. Esos números son 7 y 6. Tendremos: 


a?b? — ab — 42 = lab —7]lab + 6). R. 
Factorar (5x)? — 9(5x) + 8. 


Llamamos la atención sobre este ejemplo porque usaremos esta descomposi- 
ción en el caso siguiente. 
El primer término de cada binomio será la raíz cuadrada de (5x)? o sea 5x: 


(5xP—9(5x)--8 | l5x— х- |) 


Dos números cuya suma (signos iguales en los binomios) es 9 y cuyo producto 
es 8 son 8 y 1. Tendremos: 


(5xP — 9(5x) + 8 = (5х — 81(5х — 1). R. 


Factorar x? — 5ax — 36a?. 
х2 — бах — 36a? (х= lx+ ) 


El coeficiente de x en el segundo término es 5a. Buscamos dos cantidades 
cuya diferencia sea 5a (que es el coeficiente de x en el segundo término) 
y cuyo producto sea 3602. Esas cantidades son 9a y 4a. Tendremos: 


x? — бах — 36a? = (х — 9allx + 4а). R. 


Factorar (a + b)? — 12(a + b) + 20. 


El primer término de cada binomio será la raíz cuadrada de (a + b)? que es 
(a 4- b). 
(a + b? — 12(a + b) + 20 lla+b)— ][la4-bl— ] 


Buscamos dos números cuya suma sea 12 y cuyo producto sea 20. Esos nú- 
meros son 10 y 2. Tendremos: 


(9+6 )2 — 12(а+6) + 20 = [la+b)-10]lla+b)=2] 
= (а +b — 10а + Ь—2). R. 


Factorar 28 + 3x — x?. 
Ordenando en orden descendente respecto de x, tenemos: 
— х? + 3x + 28. 


Para eliminar el signo — de — x? introducimos el trinomio en un paréntesis 
precedido del signo —: 


— (х2 — Зх — 28) 
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Factorando x? — 3x — 28 = (x — 7)(x + 4), pero como el trinomio está prece- 
dido de — su descomposición también debe ir precedida de — y tendremos: 


—(x—7)(x-t 4) 


Para que desaparezca el signo — del producto — (x — 7)(x + 4) o sea, para 


convertirlo en + basta cambiarle el signo a un factor, por ejemplo, a 


y quedará: 


— 


(8 


Factorar 30 + y? — yt. 


28 +3x— x? =(7 — x)(x +4). К. 


(x—7) 


345—f*--|)-y-309)2-0*-46(*-5)2(6—55)9*-4- 5. К. 


EJERCICIO 99 


Factorar: 
хі+5х2+4. 
x9—6x3—7. 
x5—2x1—80. 
x?y?--xy —12. 
(4х)2—2(4х)—15. 


. (5х)2+18(5х)+42. 


х?+2ах—15а?. 


‚ а2—4а0—9102. 

. (х—у)?%+2(х—у)—24. 
‚ 9+4х—х2. 

11. 
13. 


х19--х5--90, 
m*?--mn-—56n?. 


CASO VII 
TRINOMIO DE LA FORMA ax? + bx + c 


Son trinomios de esta forma: 2х° + 11х +5 


. x*-Tax*—60a?. 

. (2х)-4(2х)--3. 

. (m—n)*--5(m—n)—24. 
.OX82-x1—240. 

. 15+2y—y?. 

, a3 b3—2a?b?—99. 

‚ с2--11с4--2843. 

. 25х2—5(5х)—84. 

. a?—2]1ab-4-9802?. 

, X1y*-Ex*92—139. 

. 484-2x?—x*. 

. (с+4)2—18(с+4)+65. 


За? + Та – 6 
1082- п —2 
Tm? — 23m + 6 


. a?-F2axy—440x*y?. 

. m9n9—21m?n34-104. 
‚ 144-5n—n*. 

. x94-x3—930. 

‚ (4x2)? —8(4x?)—105. 

‚ xt+5abx?—36a?b?. 

` a!—a?b2—156b4. 

. 21a?--4ax —x?. 

‚ xSy8—15axy!—100a?. 
. (a—1)?-3(a—1)—108. 
‚ m?-Fabcm —56a?b?c?, 
.. (Ix? -24(7x?)4-128. 


que se diferencian de los trinomios estudiados en el caso anterior en que 


el primer término tiene un coeficiente distinto de 1. 


| Ejemplos 


(1) Factorar 6х2 — 7x — 3. 
Multipliquemos el trinomio por el coeficiente de x? que es 
6 y dejando indicado el producto de 6 por 7x se tiene: 


36x? — 6(7x) — 18. 
Pero 36x? = (6x)? y 6(7x) —7(6x) luego podemos escribir: (6x)? — 7(6x) — 18. 


DESCOMPOSICION EN FACTORES DE UN TRINOMIO 
DE LA FORMA ax? + Ьх + c 
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Descomponiendo este trinomio según se vio en el caso anterior, el ler. término 
de cada factor será la raiz cuadrada de (6x)? o sea бх: (6х- )(6х + ). 


Dos números cuya diferencia sea 7 y cuyo producto sea 18 son 9 y 2. Ten- 
dremos: (6х — 9) (6х + 2). 


Como al principio multiplicamos el trinomio dado por 6, ahora tenemos que 
16x = Ў)(ёх-+ 2} 


dividir por 6, para no alterar el trinomio, y tendremos: ё 


pero como ninguno de los binomios es divisible por 6, descomponemos 6 en 
2 X 3 y dividiendo (6х — 9) entre 3 y (6х + 2) entre 2 se tendrá: 


(6x — 9) (óx + 2) 
2x3 
Luego: бх? —7x — 3 = (2x—3)(3x+ 1) К. 


= (2x — 3) (3x +1) 


Factorar 20x? + 7x — 6. 
Multiplicando el trinomio por 20, tendremos: (20х| + 7(20x) — 120. 
Descomponiendo este trinomio, tenemos: (20x + 15) (20x — 8). 


(2 


- 


Para cancelar la multiplicación por 20, tenemos que dividir por 20, pero como 
ninguno de los dos binomios es divisible por 20, descomponemos el 20 en 
5 X 4 y dividiendo el factor (20x + 15) entre 5 y (20x — 8) entre 4 tendremos: 


(20x + 15) (20x — 8) 
5X4 
Luego 20x? +7x—6= (4х +3) 65x — 2). R. 


= (4x + 3) (5x — 2) 


Factorar 18a? — 13a — 5. 
Multiplicando por 18: (18a)? — 13(18a) —90. 
Factorando este trinomio: (18a — 18) (18a + 5). 


Dividiendo por 18, para lo cual, como el primer binomio 18a — 18 es divisi- 
ble por 18 basta dividir este factor entre 18, tendremos: 


(18а — 18) (18а + 5) — 


(3 


~ 


(a — 1) (18а + 5) 


18 

Luego 18a? — 130 — 5 = (a — 1 ) (18a +5). R. 
EJERCICIO 100 
Factorar: 
2x?--3x —2. 10. 20у2+у—1. 19. m—64-15m?. 
3x?—5x—2. 11. 8a*—14a—15. 20. 1542-84-12. 
6x24+7x+2. 12: 7х2—44х—35. 21. 9x?--37x4-4. 
5х2+18х—6. 13. 16m415m?—15. 22. 44n--20n?—15. 
6x?—6—5x. 14. 902--ба--2. 23. 14m?—31m-—10. 
12x?—x—6. 15. 12x?—7x—12. 24. 2x24+29x-+90: 
4a?--15a04-9. 16. 9а24-10а+1. 25. 20а2—7а—40. 
3+11a+10a2. 17. 20n2—9n—20. 26. 4n?--n—33. 


12m?—13m —35. 18. 21х2+11х—2. 27. 30x?--13x—10. 


DESCOMPOSICION FACTORIAL o 165 
CASOS ESPECIALES 
1, Factorar 15x*— 11х? — 12. 


Multiplicando por 15: (15x??? — 11(15x?) — 180. 


Descomponiendo este trinomio, el primer término 
de cada factor será la raíz cuadrada de (15х2), o sea 15х2: / 


(15x? — 20) (15x? + 9) 
5x3 


Dividiendo por 15: = (3x?—4)(0x*--3). К. 


2, Factorar 12х°у? + xy — 20. 
Multiplicando por 12: (12ху)? + 1(12xy) — 240. 
Factorando este trinomio: (12ху + 16)(12xy — 15). 
(12ху + 16) (12xy — 15) 


Dividiendo por 12: 1x3 


= (3xy--4)(áxy —5) R. 

3. Factorar 6x?— llax — 104°. 

Multiplicando por 6: (6x)?— lla(6x) — 604. 

Factorando este trinomio: (6x — 15а) (6х + 4a). 

(6x — 15a) (6x + 4a) 
ШЕЕ ] 


Dividiendo por 6: = (2x—54)(8x +24) К. 


4. Factorar 20 — 3x — 9x?. 

Ordenando el trinomio en orden descendente respecto de x: — 9x — 3х + 20. 
Introduciéndolo en un paréntesis precedido del signo —:  — (9x? + 3x — 20). 
Multiplicando por 9: — [(9x)? + 3(9x) — 180]. 

Factorando este trinomio: — (9х + 15)(9x — 12). 

7* (9x +15)(9%.— 12)». *! 

TECTUEY UIOCVETU AMET Bx ++ 5)8x — 4), 


Para que desaparezca el signo — de este 
producto, o sea para convertirlo en +, hay 
que cambiar el signo a un factor, por ejem- 
plo, a (3x —4), que se convertirá en (4— 3x), 
y tendremos: 


Dividiendo por 9: 


ij». EJERCICIO 101 


Factorar: 
1. 6x*-d-5x?—8. 9. 6m?—13am-—195a*. 17. 184%4+174y—15y?. 
9. 5х9--438-12. 10. 14x!—45x?—14. 18. 15+2x?—8x!. 
3. 10х8--29х1--10. 11. 30a?—13ab —30?. 19. 6—25x5--5x*. 
4. ба?х?°+5ах—291. 12. 7x9—33x?—10. 20. 30x19—91x5—390. 
5. 20x*?--0xy—20. 13. 304-13a—3a?. 21. 30m*?-c17am—2]a?. 
6. l5x?—ax—2a?. 14. 5+7х*—6х8. 29. 16a—4-—15a?. 
7: 12—T7x—10x*. 15. 6a?—ax—15x?. 23. 11xy—6y?—4x*. 
8. 21x*—29xy—72y?. 16. 4x? Tmnx—15m?n*. 24. 27а0—902—90а?. 
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CASO VIII 
CUBO PERFECTO DE BINOMIOS 


; by? = а? + 3a?b + 3ab? + b? 
150 En los productos notables (90) se vio que ap авын " зон рз, 


Lo anterior nos dice que рага que una expresión algebraica orde- 
nada con respecto a una letra sea el cubo de un binomio, tiene que 
cumplir las siguientes condiciones: 


1. Tener cuatro términos. 
2. Que el primero y el ültimo términos sean cubos perfectos. 


3. Que el 2? término sea más o menos el triplo del cuadrado de la 
raíz cúbica del primer término multiplicado por la raíz cúbica del último 
término. 


4. Que el 3er. término sea más el triplo de la raíz cúbica del primer 
término por el cuadrado de la raíz cúbica del último. 

Si todos los términos de la expresión son positivos, la expresión dada 
es el cubo de la suma de las raíces cúbicas de su primero y último término, 
y si los términos son alternativamente positivos y negativos la expresión 
dada es el cubo de la diferencia de dichas raíces. 


RAIZ CUBICA DE UN MONOMIO 

La raíz cúbica de un monomio se obtiene extrayendo la raíz cúbica 
de su coeficiente y dividiendo el exponente de cada letra entre 3. 

Así, la raíz cúbica de 8а206 es 2ab?. En efecto: 


(52) maLLar SI UNA EXPRESION DADA ES EL CUBO 
DE UN BINOMIO 


E с (1) Hallar si 8x* + 12x? + 6х + 1 es el cubo de un binomio. 
jemplos Veamos si cumple las condiciones expuestas antes. 

La expresión tiene cuatro términos. 

La raíz cúbica de 8x* es 2x. 

La raíz cóbica de 1 es 1. 


3(2x)?(1) = 12x?, segundo término. 
3(2x)(1)? = бх, tercer término. 
Cumple las condiciones, y como todos sus términos son posilivos, la expresión 


dada es el cubo de (2х +1), o de otro modo, (2x +1) es la raíz cúbica 
de la expresión. 
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(2) Hallar si 8x9 + 54x?y9 — 27y9? — 36x1y3 es el cubo de un binomio. 
Ordenando la expresión, se tiene: 8х6 — 3óx*y? + 54x?y* — 27у?. 


La raíz cúbica de 8x9 es 2x?. 

La raíz cúbica de 27у? es 3y?, 
3(2х2)2(3у3) = 36x*y*, segundo término 
3(2x?) (Зу?) = 54x?y*, tercer término 


La expresión tiene cuatro términos: 


y como los términos son alternativamente positivos y negativos, la expresión 
dada es el cubo de (2x? — 3y?). 


(i53) FACTORAR UNA EXPRESION QUE ES EL CUBO 
DE UN BINOMIO 


(1) Factorar 1+ 12a + 48а? + 6408, 


Ejemplos Aplicando el procedimiento anterior vemos que esta ex- 
presión es el cubo de (1 + 4а); luego: 


1+ 12а + 48a? + 64a? = (1 + 4a)*. R. 
(2) Factorar a? — 18авЬ5 + 108a*b!9 — 21615. 
Aplicando el procedimiento anterior, vemos que esta expresión es el cubo de 
(a? — 6b5 ); ivego: 
a? — 18a*b5 + 108a3b!9 — 216b15 = (аз — 6b5)*, В. 
B EJERCICIO 102 


Factorar por el método anterior, si es posible, las expresiones siguientes, 
ordenándolas previamente: 


1. а8--3а2--3а--1. 12. 8-486х--54х2--27х3. 

2. 2Т-21х--9х2-х3, 183. 8—12a*—6a—a^*. 

3. m3+83m*n43mn?+n3, 14. a9--3a153--3a?b9-i- b9. 

4. 1+3a2—3a—a?. 15. x?—9x9y*--27x598—97y12, 

5. 8412a?4-6a*--a?. 16. 64x3--240x?y--300xy?--1255?. 

6. 125х5--1--75х2--15х. 17. 216—756a?--882a1—343a^. 

7. 8a3—36a?b-4-54ab?—9'7 b?. 18. 125x!?--600x5y5--960x*y19--512y!5*. 

B. Z2'7m?--108m?n--144mn?--64n*. 19. 3a!?--14-3a9--a!5. 

9. x3—3x2+3x+1. 20. m?—3am?n--3a*?mn?—a?n?*, 
10. 1412a?b—6ab—8a3b. 21. ]14-18a?b?4-108a*b9--216a9b9. 
11. 125a?4-150a?b--60a0?-4-8 b. 22. 64x9—125y!2—240x9y'--300x*,5. 
CASO IX 


SUMA О DIFERENCIA DE CUBOS PERFECTOS 
3 рз з рз 
(54) Sabemos (94) que: bL 2 £ = а? 
(54) q ай d ab--b? y ch a? + ab + b? 


y como en toda división exacta el dividendo es igual al producto del divi- 
sor por el cociente, tendremos: 

a? + b?—(a.-b)(a?^—ab--b?) (1) 

a*— b*—(a— b)(a*--ab--b?) (9) 
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La fórmula (1) nos dice que: 


REGLA 1 


La suma de dos cubos perfectos se descompone en dos factores: 


19 La suma de sus raíces cúbicas. 29 El cuadrado de la primera raíz, 
menos el producto de las dos raíces, más el cuadrado de la segunda raíz. 
La fórmula (2) nos dice que: 


REGLA 2 


La diferencia de dos cubos perfectos se descompone en dos factores: 


19 La diferencia de sus raíces cúbicas. 2% El cuadrado de la primera 
raíz, más el producto de las dos raíces, más el cuadrado de la segunda raíz. 


(155) FACTORAR UNA SUMA O UNA DIFERENCIA 


DE CUBOS PERFECTOS 


| Ejemplos | 


(2) Factorar a? — 8. 


(1) Factorar x? +1. 


La raíz cóbica de x? es x; la raíz cóbica de 1 es 1. 


Según la Regla 1: 
х8 +1 = (х + 1)[х2— х (1) + 12] =( x 10x? —x- 1. 


La raíz cóbica de a? es a; la de 8 es 2. Segón la Regla 2: 


a — 8 = (a — 2)[a? + 2(a) + 22] Z( a — 2)! a? + 2a + 4). 


(3) Factorar 27a? 4- Ь®. 


La raíz cúbica de 27a? es За, la de b9 es b?. 


Según la Regla 1 tendremos: 


2703 + bë = (За + b?)[(3a)? — 3a(b?) + (b?)?] = За + b?/( 9a? — 3ab? + Ь*. 


(4) Factorar 8x? — 125. 
La raíz cúbica de 8x? es 2x; la de 125 es 5. Según la Regla 2 tendremos: 
8х8 — 125 = (2x — 5)[(2x)? + 5(2x) + 52] =(2х — 5)! 4x? + 10x + 25). R. 


(5) Factorar 27m* + 64п®. 


EJERCICIO 103 


Descomponer en 2 factores: 


маа. 
8x3—1. 
1—8x?. 
x3—27. 
a3--27. 
8x34-y3, 


9743—03, 
64--08. 
203—125. 


1—216m9. 
848--2158. 


x$—b?. 


27m? + 6409 =| 3m? + 4n?) | 9m* — 12m?n? + 16n?) 


8х3—97у. 
14-343n$. 
64а%—729. 
a3b3—x9, 
5124-27a?. 
x6—8)12. 


eue eim 
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25. 1+729х6. 29. a*b?x*--1. 93. x42. 37. 8x9—125ysz*. 
26. 27m*--64n?. 30. х”--у. 34. 1—27a*b*. 38. 27m*4-343n*. 
21. 9343x*--5125*. 31. 1000x?—1. 35. 8x%+729. 39. 216—х12, 

28. x*99—216y*. 32, a94-125b1?. 36. a*4-8b!?. 


CASOS ESPECIALES 


1, Factorar (a+b) +1. 
La raíz cúbica de (a + Б)? es (a+ b); la de 1 es 1. Tendremos: 
(a+b) +1=[(a + b) + 1][(a + b)? — (a + b) (1) +12] 
= (a - b -- 1)(a* -2ab - b*—a— b F1). R. 
2, Factorar 8— (x — y). 
La raíz cúbica de 8 es 2; la de (x — y)? es (x — y). Tendremos: 
8—(x у)®= [2— (x — y) [2% + 2(x — y) + (x — Y] 
= (2—x+y)(44+2x—2y+x?*—2xy + y?) К. 
3. Factorar (х + 1)? + (х —2)*. 
(x + 1) (x — 2) = [(x + 1) + (х — 2)][(х + 1)? — (x + 1) (x —2) + (х – 2)*] 
=(x+1+x-2)(x"+2x+1-x*4+x+2+x?—4x +4) 
(reduciendo) = 2x —1,(x*— x +7). К. 
4, Factorar (a — b)* — (a+ by. 
(a — b) — (a + by = [(a — b) — (a + b)] [(a — b? + (a — b) (a+ b) + (a + b)] 
= (a— b — a — b) (a? — 2ab + b? + a? — b? + a? + 2ab + b?) 
(reduciendo) = (~ 2b ,(3a? + 02). К. 


m EJERCICIO 104 


Descomponer en dos factores: 


14(x+y)3. 6. 1-(2a—b), 11. х9-4х--2). 16. (2x--y)*+(3x+y)?. 
1-(04-). 7. а (41). 12. (a*1)-(a—3)y. 17. 8(a+b)3+(a—b). 
27--(m—ny.. 8. 843-(а-1). 13. (x—1)*'—(x4-2)*. 18. 64(m+n)?-125. 
(x—y)*—8. 9. 27x*—(x—). 14. (x—y)—(x+p). 

(х+2у)#+1. 10. (2a—b)-27. 15. (m-2)--(m—3y. 

CASO X 


SUMA О DIFERENCIA DE DOS POTENCIAS IGUALES 


(56) En el nümero (95) establecimos y aplicando е| Teorema del Residuo 
(102), probamos que: 
1. a^ — p^ es divisible por a— p siendo , par o impar. 
П. ач + Б" es divisible por а + siendo p impar. 
Ill. аз – p» es divisible por ¿+ p cuando p es par. 
IV. а" + b» nunca es divisible por а j, 


y vimos el modo de hallar el cociente cuando la división era exacta. 
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FACTORAR UNA SUMA O DIFERENCIA DE POTENCIAS 
IMPARES IGUALES 


(1) Factorar m? + n5. 


Ejemplos Dividiendo entre m+n (96, 49) los signos del cocien- 


(2 


— 


te son alternativamente + y —: 
m5 + n5 
т +п 


luego т5 + n5 = (т + n)(m* — тёп + т?п? — mn? + п). R. 


= mi — тёп + т?п? — mn? + п“ 


Factorar х5 + 32. 


Esta expresión puede escribirse x? + 25. Dividiendo por х + 2, tenemos: 


5 + 32 
2 = х* — (2) + xà (22) — x(2*) + 2 
x-F2 
5 + 32 
о ѕеа 2 = x* — 2x3 + 4x? — 8x + 16 
x--2 


luego х5 + 32 = (x + 2)(х* — 2x3 + 4х2 — 8х + 16). R. 


(3) Factorar а5 — bř. 
Dividiendo por a — b (96, 49) los signos del cociente son todos +: 
a — b^ 
b = at + ab + a?b? + ab? + bt 
mem 
luego a5 — b*— (a — b)la* + ab + аЬ? + ab? + bt). R. 
(4) Factorar х? — 1. 
Esta expresión equivale a х? — 17. Dividiendo entre x — 1, se tiene: 
fed 
à pma х) oa (2) i a a 4-х (15) 4-18 
b 
x! —1 
о sea =х#+ 5+ x*-- x9 -- x* -x 1 
lego x'—12íx—1](x84- x5 -- x* -- x --x?--x-F 1). К. 
NOTA 


Expresiones que corresponden al caso anterior x" + у" o x" — у" en que n 
es impar y múltiplo de 3, como х? + y, x? — y3, х? + y9, х? — y9, x15 + yl5, 
x15 — y15, pueden descomponerse por el método anteriormente expuesto o como 
suma o diferencia de cubos. Generalmente es más expedito esto último. 

Las expresiones de la forma х" — y” en que n es par, como x! — уї, x? — у?, 
x8 — yë son divisibles por x + y o x — y, y pueden descomponerse por el mé- 
todo anterior, pero mucho más fácil es factorarlas como diferencia de cuc 


drados. 


«© со-з б› ел созо; 
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9. x7--128. 13. 
10. 243—3205. 14. 
1l. q5--b5c5. 15 


12. m'—a'x'. 16. 
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14-37. 17. x19--92y5. 
хї—у'. 18. 14-128x!^. 
a74+2187. 
1-128a1. 


MISCELANEA SOBRE LOS 10 CASOS DE DESCOMPOSICION EN FACTORES 


> EJERCICIO 105 
Factorar: 
1. as+1. 5. min. 
2. а5—1. 6. 54-243. 
3. 1-x5, T. 39—т5. 
4. 2+7. 8. 14+243x5, 
т- EJERCICIO 106 
Descomponer en factores: 
5a?--a. . 
m2+2mx+x?. 41. 
a?--a—ab —b. 42. 
х2-46. 43. 
9x?—6xy-4-y?. 44. 
x2—3x—4. 45. 
6x?—x—2. 46. 
1++х. 4T. 
27a3—1. 48. 
x5--m5. 49. 
a?—3a?b--5ab?. 50. 
9xy—6y--xz—3z. 51. 
1-4b+4b2, 52. 
4x -3x2y?-4 y. 53. 
х5—6х*%уї-+-у8. 54. 
a*—a—30. 55. 
15m?4-11m —14. 56. 
а8--1. 5T. 
8т3-21у8. 58. 
16a?—24ab+902. 59. 
1+а?. 60. 
8a?—12a?4-6a—1. 61. 
1—т2. 62. 
x*-FAx?—21. 63. 
125048--1. 64. 
a?4-2ab --b?—m?. 65. 
Ba?b--16a*b —24a?b?. 66. 
x5—x*--x—]1. 67. 


6x?4-19x —20. 
25x*—81y?. 


1—mk8, 


x?—a?-4-2x» 4-y?--2ab —b?. 


21m5n—7m*n24-7m%8n3 
—7т?п. 


a(x+1)—b(x+1)+c(x+1). 


4+4(x—y)+(x—y)?. 
1--а214, ^ 


b?--12ab--36a?. 
х89--4х3-41. 
15x1—17x?—4. 


14+(a—3b)3. 
х1--х2--25. 
a5—28a*4-36. 
343--8a?. 
12a?bx—15a?by. 
x?-F2xy—15y?. 
6am—-4an—2n-4-3m. 
8146-48268, 
16-(2a+b)?. 
20—x—x?. 

n?--n—42. 
a?—d?-- n? —c?—2an—2cd. 
14-216x?. 

x3—64. 

x$—64x4. 
18ax5y3—36x1y9—54x?y8, 
49a?b?—14ab--1. 
(x+1)?—81. 
a?—(b+c). 
(m+n)?—6(m+n)+9. 
Тх2--31х-20. 
9a3--63a—45a?. 
ax-4-a—x-—1. 
81x*--25y?—90x?y. 
1-2152--54. 
m*--m?n?--n*. 
c*—44d^*. 
15x1—15x?4-20x?. 
a?—x?—a-—x. 
x1—8x?—240. 
6m*--7m?—20. 
9n?-4-4a?—12an. 
2x?--2. 
Ta(x4-y—1)—3b(x--y—1). 
x?--3x —18. 

(a-«- m?—(b--ny. 
x34-6x*y+12xy?4-8y?. 
8a?—22a—21. 
14-18ab--81a?0?. 


. 4-4. 


SISRESNES 


x9—4x?—480. 
ax —bx-Fb—a-—by-ray. 
6am—3m—2a+1. 
15--14х--8х2. 
а!)--а5--а8--а3. 
2x(a—1)—a4-1. 
(m--n)(m—n)-4-3n(m—n). 
a*—b3--9b?x?—9a?x?, 
2am—3b—c—cm 
—3bm+2a. 

3:9 1 
i^ == i" T 5° 
4a?n —p*n, 
81x?—(a-4-x)*. 
a?--9—6a—16x?. 
9a?—x?—4--4x. 
9х2—у2+8х—у. 
x?—x—'[2. 
36a1—120a?b?-4-49b*. 
a? —m?—9n?—6mn 
+4ab+4b2. 
1 — as, 
8148--04542, 
49x2-77x+30. 
x?—9abx—35a?b?. 
125x3—9295x?--135x —27. 
(a—2)2—(a+3)?. 
4a?m--19a?n—5bm —15bn 
14-6х3--9х8. 
а3--3За25--40023, 
m348a3x3, 
1—9x?--24xy —16y?. 
14+11x+24x?. 
9x2y3—27x3y9—9x5y3, 
(a2-- b2—c?)?9x?%y?. 
8(а--1)-1. 
100x*y9—121m4*. 
(a?--1)*--5(a?-- 1)—24. 
1+1000x0. 
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116. 49a?—x7—9y*-F6xy. 195. a*bi--4a2b2—96. 
117. x—y?--4x?--4—4yz—42?. 126. 8a?x+7y+21by—7ay—8atx+24a*bx. 
118. 48-64. Й : 
127. х#+11х2—390. 
119. а5+х5. 198 ^ 
120. a9—3a3b—54b?. - Т+88т—10т?. 
121. 165+4x—x?. 129. Ца--59-9(с--4р. 
122. а+0+1. 130. 729—125x5y!*, 
2 6 
13. 2--2 181. (44-45; 
4 81 132. 4—(a?--b?)4-2ab. 
8xy y? 133. x!—y*rx—y. 


124. 16х + — + —. 
sii 5 + 134. a2—b2+a3—b3, 


COMBINACION DE CASOS DE FACTORES 


(58) DESCOMPOSICION DE UNA EXPRESION ALGEBRAICA 
EN TRES FACTORES 


E . 1 (1) Descomponer en tres factores 5a? — 5. 
jemp OS Lo primero que debe hacerse es ver si hay algún fac- 
tor común, y si lo hay, sacar dicho factor común. 


Así, en este caso, tenemos el factor común 5, luego: 
ба? —5=5(0?—1) 
pero el factor (a? — 1) = (а +1) (a — 1), luego: 
5a*—5-—5(a-4-1)lla— 1). В. 
donde vemos que 5а? — 5 está descompuesta en tres factores. 


(2 


— 


Descomponer en tres factores 3x? — 18x?y + 27xy?. 
Sacando el factor común 3x: 
3х3 — 18x?y + 27xy? = Зх ( x? — бху + 9y° ) 

pero el factor (x? — бху + 9y?) es un trinomio cuadrado perfecto que descom- 
puesto da (x? — бху + 9y”) = (x — Зу J*, luego: 

3x3 — 18x?y + 27xy? = 3x|x — Sy. К. 
(3) Descomponer en tres factores x* — y?. 

хі — yt = (x? + y?)(x2 — y?) 
pero (x? — y?) = (x + y)x — y), luego: 
x* — y* = (х2 + у2)(х --yllx — y). К. 

Descomponer en tres factores бах? + 12ax — 90a. 
Sacando el factor comón ба: 

бах? + 12ax — 90a = бо(х? + 2x — 15) 
pero [x?--2x — 15) = (x + 5)x —3), luego, 

бах? + 12ax —90a = бах + 5х — 3. В. 
Descomponer en tres factores 3x* — 26x? — 9. 


Factorando esta expresión: 3x* — 26x? — 9 = (3x? + 1)(x? — 9) 
= (3х2 + 1)(х +3)(х —– 3). В. 


(4 


— 


(5 


— 


(6) Descomponer en tres factores 8x? + 8. 
"8x3 +8=8(x3 +1) 
=8(х+1)1х2—х +1). R. 


«© pS ел» LO юв 


DESCOMPOSICION FACTORIAL @ 173 


—8a +0 


(7) Descomponer en tres fac- 


tores al — 


бич; a 


B. 7 


8 = (a* — 


= ala" 
= (ad 
= [a 


8a) + (a? — 8) 

— 8) + (a — 8) 

1)(a* — 8) 

1)(a — 2)(02 2-20 4- 4). R. 


— 4x — x? + 4 — (x! — 4x) — (x? — 4) 


(8) Descomponer en tres factores 
x3 — 4x — x? + 4. 
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Descomponer en tres factores: 


3ax?—3a. 
3x?—3x—6. 

2a?x —4abx--2b?x. 
2a3—2. 
а%—3а2—98а. 
x5—4x4-x*—4. 
3ax?--3ay*. 
4ab?—4abn+an?. 
х+—3х2—4. 
а8—а2—а+1. 
2ax*—4ax--2a. 
x3—x--x9—». 
2a34-6a?—8a. 


16x?—48x?y-4-36xy?. 


3x3—x*y —3xy*--y9. 
5a*4-5a. 
6ax?—ax-—2a. 
п*—81. 

8ax?— 2a. 
ax?--10ax?--25ax. 
x95—6x?—'Tx. 


ESSE LES 


m?--3m?—16m —48. 
x3—6x?y--12xy?—8y*. 
(a4-b)(a?— b?) —(a*— b?). 
32a?x —48a?*bx--18ab?x. 
AA, 
4x%4-32x—36. 
at—(a+2)?. 
x5—25x3—54. 

a9--a. 


a*b--2a*bx4-abx?—aby?. 


3abm?—3ab. 

81x'y -3xy*. 
а^—~аз+а—1. 
х-4х2-18х8, 
6ax—2bx+6ab—2b?. 
ат?—7ат2+4-12ат. 
4a*x*—4a?. 
28х3у—7хуз. 
Sabx?—3abx—18ab. 
x1—8x?—]128. 
18x?y4-60xy?4-50y?. 


EN CUATRO FACTORES 


| Ejemplos | 


x[x? — 4) — (x? — 4) 


=(x— 1b — 4) 
ш|хХ-11х-21х-02) R. 


SP BESZESPESPSBE^5SSES 


owner tetur 
x*--2x?y—3xy*. 

ах —AU?x -2a?y —8b2y. 
45a?x'—20a?. 
a*—(a—12y?. 
bx?—b=x*+1. 
2x144-6x0—56x?. 
30a?—55a—50. 
9(х—у)+—(х—у). 

6a*x —9a*—ax?. 
64a—125a*. 
Т0х1--26х3--24х2, 
а!--047--5508. 

16a^b —56a*b*--49ab^. 
1x95--32a?x*—15a*x?. 
x?m2. «2 20, 
2х1--2х35-424х-135. 
ax*-Fax?y--axy?—2ax? 
—2axy—2ay*. 
(ху): 
3a5-4-3a?-4-3a. 


(59) DEscOMPOSICION DE UNA EXPRESION ALGEBRAICA 


(1) Descomponer en cuatro factores 2x* — 32. 
— 22 = 2(x* — 16) 
= 2(х®+ 4)(x? — 4) 


—2(x*--4)x42)(x—2) R. 


(2) Descomponer en cuatro factores a? — b^. 
Esta expresión puede factorarse como diferencia de cuadrados o como dife- 


rencia de cubos. 


Factorando como diferencia de cuadrados: 


— b? = (a? + b*)[a* — 


b*) 


Por los dos métodos obtenemos resultados idénticos. 


(factorando о? +b? y о? — b3) = (а + b)(a* — ab + b?)ia — Б){а + ab +b?) R. 
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(3) 


(4) 


(5 


- 


(5) 


ALGEBRA 


Factorando como diferencia de cubos: 
a* — b5 = (a? — b?)(a* + a?b? + b*) 
= (а + Б (а —blla*-- ар + b?) la? —ab-- b^. R. 
(a* + a?b? + bt se descompone como trinomio cuadrado perfecto por adición 
y sustracción). 
El resultado obtenido por este método es idéntico al anterior, ya que el orden 
de los factores no altera el producto. 
Descomponer en cuatro factores x* — 13x? + 36. 
x* — 13x? + 36= (x? — 9)(х2 — 4 
(factorando x? —9 ух — 4) = (х + 3)(х —3llx-F-2)!x—2). R. 
Descomponer en cuatro factores 1 — 18x? + 81x*. 
1 — 18x? + 81x* = (1 — 9x2? 
(factorando 1 — 9х2) = 0 + Зх )(1 — 3x py 
1+3x)11—3x)". R. 
Descomponer en cuatro factores 4х5 — x? + 32x? — 8. 
4x5 — х3 + 32x? — 8 = (4x? — х) + (32x? — 8) 
= x? (4х2 — 1) + 8(4x2 — 1) 
= (4x? — 1550 + 8) 
(factorando 4х2 — 1 у x* -- 8) = (2х + 12x — 1)1х + 2) (х2 — 2х 4- 4). R. 
Descomponer en cuatro factores xê — 25х5 — 54x?. 
x8 — 25x5 — 54x? = x? (x9 — 25x3 — 54) 
= «^ n — 27)(х% + 2) 
(factorando x3 — 27) = xax — 3) x? + 3x + 9) (x8 +2). R. 
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Descomponer en cuatro factores: 


1-а8. 14. 45-а852-а253--55. 27. 1-а866, 

48-41. 15. 8х++6х2—2. 28. 5ax*-4-10ax?—5ax—10a. 
x*—41x?-F400. 16. a*—25a*4-144. 29. g2x?.- p2y2 — b2x2 —a?y?, 
at—2a?b2+b4, 17. a?x3—4293--2ax?—2ay*. 30. x54x1—32. 

x5--x35—9x. 18. q1.-283—a?—92a. 31. а4--а3—0а2—9а. 
2х4--6х3-42х-6. 19. 1—2a%+a0, 32. адхд-а2х-6а2-х2-х-6. 
3x*—243. 20. m$—7929. 33. 16m*—25m?4-9. 
16x1—8x2y?-- 4. 21. x5—x. 34. 3abx?—]12ab-4-3bx?—12b. 
9x*--9x*y—x?—xy. 22. х5-х3у2-х2у3-у. 85. 3a*m--9am—30m--3a?--9a—30. 
12ax*--33ax?—9a. 23. atb—a?b?—a?b?+abt. 36. q3x?—5a?x4-6a34-x?—5x--6. 
х8—у8, 24. 5а*—3195. 97.  x(x?—y?) —(2x—1)(x?—y), 
х8-1х3-8, 25. (a?.-2a))—2(a2--2a)—3. 38. a(x34+1)+30x(x+1). 


64—x0, 


26. q?x3--2ax*—8a?—16a. 


© EJERCICIO 109 
Descomponer en cinco factores: 


1. x9—xy5, 6. 2a*—2a3—4a?—92a?b?--2ab?--4D?. 
2. х5-40х8--144х. T. x94-5x5—81x?—405x. 

3. a*--a3b*—a*—ab?. 8. 3—3a*. 

4. 4х+—8х24+4. 9. 4ax*(a?—2ax--x?)—a*4-2a?x—ax?. 
5. ai—ab?. 10. xTLx'—81x?—81. 


Descomponer en seis factores: 
11. хи, 13. 46х2—ҳ2+абх—х. 
12. 3х9-15х4-48х2--1200. 14. (a?—ax)(x*—82x?--81). 
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(160) DESCOMPOSICION DE UN POLINOMIO EN FACTORES 

POR EL METODO DE EVALUACION 

En la Divisibilidad por x —a (101) hemos demostrado que si un poli- 
nomio entero y racional en x se anula para x —a, el polinomio es divisible 
por x—a. Aplicaremos ese principio a la descomposición de un polinomio 
en factores por el Método de Evaluación. 


Ejemplos 
(1) Descomponer por evaluación х? + 2х? — x — 2. 


Los valores que daremos a x son los factores del término independiente 2 que 

son +1,—1,+2 y —2. Veamos si el polinomio se anula para x = 1, x = — 1, 

x—2,x— —2ysise anula para alguno de estos valores, el polinomio será 

divisible por x menos ese valor. 

Aplicando la división sintética explicada en el número (100) y (101, ej. 3), 
veremos si el polinomio se anula para estos valores de x y simultá- 

neamente hallamos los coeficientes del cociente de la división. En este caso, 


tendremos: 
Coeficientes del polinomio 1 +2 —] -2 +1 x=1 
1x11 3х1= +3 2x1=>+2 

Coeficientes del cociente 

El residuo es 0, o sea que el polinomio dado se anula para x= 1, luego es 

divisible por (x — 1). 

Dividiendo x3 + 2x? — x — 2 entre x — 1 el cociente será de 2" grado y sus 

coeficientes son 1, 3 y 2, luego el cociente es x? + 3x 4-2 y como el dividendo 

es igual al producto del divisor por el cociente, tendremos: 

x? + 2х2 —x —2— [x — 1) (x? + 3x + 2) 

(factorando el trinomio} —(x—1l)(x4-1)(x4-2) В. 
(2) Descomponer por evaluación x? — 3x? — 4x + 12. 

Los factores de 12 son + (1, 2, 3, 4, 6, 12). 
PRUEBAS 

Coeficientes 1 — 3 —4 412 44 di 

del polinomio 1x1z41 (-2)x1-2-2 (—-6)x1-—- 6 

1 —2 —6 * 6 
El residuo es 6 , luego el polinomio no se anula para х = 1, y no es divisi- 

ble por (x — 1). 
Coelicientes 1 —3 — 4 + 12 eb 1 xz—1 
del polinomio 1x(—-1)2-1 (—4)х(—1)=+4 0х(—1)= 0 

1 —4 gs ~ ЗЕТ 
El residuo es 12, luego el polinomio no se anula para х = — 1 y no es divi- 


sible por x —(—1) 2 x- 1. 


1 -3 -4 412| +2 x=2 
1x2=+2 (-1)x2=-2 (-6)x2=-—12 
Coeficientes ES А 


del cociente ! к. $ 0 
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El residuo es O luego el polinomio dado se anula para x —2 y es divisi 
ble por (x — 2). 
El cociente de dividir el polinomio dado x? — 3x? — 4x + 12 entre x — 2 será 


de 2° grado y sus coeficientes son 1, —1 y — 6, luego el cociente será 
x*—x-—6. 


Por tanto: 

х3 — 3х2 — 4х + 12 = (x — 2) (x? — x — 6) 
(factorando el trinomio) = (x—2)(x—3)(x--2) В. 
Descomponer por evaluación x* — 11x? — 18x — 8. 


Los factores de 8 son + (1 2' 4, B). 

Al escribir los coeficientes del polinomio dado hay que poner cero en el lugar 
correspondiente a los términos que falten. En este caso, ponemos cero en el 
lugar correspondiente al término en x? que falta. 


PRUEBAS 
Coeficientes 1 -1| -18 
del polinomio + 1 — 10 
1 +1 — 10 — 28 — 36 | no se anula 


Coeficientes 
del cociente 


1 10 8 


Se anula para x — — 1, luego el polinomio dado es divisible por 
х—(—1)=х+1. 

El cociente de dividir x* — 11x? — 18x — 8 entre x + 1 será de 3er. grado y 

sus coeficientes son 1, — 1, — 10 y — 8, luego el cociente será x? — x? — 10x —8. 

Por tanto: x* — 11х2 — 18x — 8 = (х +1) (x? —– х2 — 10x—8). (1) 


Ahora vamos a descomponer x? — x? — 10x — 8 por el mismo método. 
El valor х = 1, que no anuló al polinomio dado, no se prueba porque no pue- 
de anular a este polinomio. 


El valor х = — 1, que anuló al polinomio dado, se prueba nuevamente. Теп- 
dremos: 

1 —1 —10 —8 -1 x=-—1 
Coeficientes zi t2 i3 
del cociente 1 5-2 u^. 0 
Se anula para x = — 1, luego x? — x? — 10x — 8 es divisible por x + 1. El co- 


ciente será x? — 2x — 8, luego 
xè? — x? — 10x — 8 = (x + 1) (x? — 2x — 8). 
Sustituyendo en (1) este valor, tenemos: 
xt — 11x? — 18x —8= (x 4-1) (x +1) (x2 — 2x — 8) 
[factorando el trinomio) == (х + 1) (x+ 1)(x— 4) (х +2) 
= (x + 1*"x +2) (x—4). К. 


(4) Descomponer por evaluación х5 — х — 7x? — 7x? + 22x + 24. 


Los factores de 24 son + (1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24). 
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PRUEBAS 
Coeficient 1 — т = = 
prue Ж 1 7 7 +22 +24 x=1 
no se anula 


1 -1 -7 -7 +2 4241-1х--1 
Coeficientes =] +2 +5 2 —24 
del cociente 1 -2 =$ -2 4 24 0 
Se anula para х= — 1, luego es divisible por x--1. El cociente será 


x* — 2x8 — 5x? — 2x + 24, luego: 
х5 — xt — 7x8 — 7x? + 22x + 24 = (х4 1) (х — 2x3 — 5x? — 2x + 24). (1) 


Ahora descomponemos х* — 2x? — 5x? — 2х +24. Se prueba nuevamente 


х=—1. 
Coeficientes 1 - -5 -2 T 24 =] x=—i 
del polinomio —1 +3 +2 0 

1 -3 -2 0 24 | no se anula 

1 -2 -5 - 2 + 24 +2 х= 5 
Coeficientes +2 0 ZW — 24 
del cociente 1 0 —5 — 12 0 


Se anula para x —2, luego х? — 2x? — 5x? — 2x + 24 es divisible por x — 2. 
El cociente es x? — 5x — 12, luego: 


x* — 2x8 — 5x? — 2x + 24 = (x — 2) (x3 — 5x — 12). 
Sustituyendo esta descomposición en (1) , tenemos: 
x5 — xt — 7x8 — 7x? + 22x + 24= (x -1)(x — 2) (х3 — 5x — 12). (2) 


Ahora descomponemos x? — 5x -- 12, Se prueba nuevamente x = 2, poniendo 
cero en el lugar correspondiente a x?, que falta. Tendremos: 


Coeficientes 1 0 -5 -12 +2 к=? 
del polinomio -2 -4 - 2 
+ = = |4 no se anula 
-2 4 + 2 
—2 —1 —10 no se anula 
1 0 —5 — 12 +3 х= 3 
+3 +9 Т2 


Coeficientes 
del cociente 


+3 


Se anula para х = 3, luego x? — 5x — 12 es divisible por x— 3. El cociente es 
x? + Зх + 4, luego: 
x8 — 5x — 12 = (x — 3) (x? + 3x + 4). 
Sustituyendo esta descomposición en (2), tenemos: 
х5 — x3 — 7x8 — 7x2 + 22x + 24 = (x + 1) [x — 2) (x — 3) (x? + 3x +4). К. 


(El trinomio x? + Зх +4 no tiene descomposición). 
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Descomponer por evaluación 6x* + 19x* — 59x3 — 160x? — 4x + 48. 
Los factores de 48: son + (1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 48) 
Probando para x = 1, х= — 1, x = 2, veríamos que el polinomio no se anula. 


Probando para x — — 2: 


Coeficientes 
Mee 6 +19 —5 —10 — 4 +48 |-2 x=-2 
цааны —1 —14 +146 428 — 
Coeficientes 6 + 7 —73 - 14 +24 0 


del cociente 


Se anula, luego: 
6x5 + 19x4 — 59x8 — 160x? — 4x + 48 = (x + 2) (6x* + 7x8 — 73x? — 14x + 24). (1) 


Ahora descomponemos бх? --7x? — 73x? — 14x + 24. Probando х = — 2, ve- 
ríamos que no se anula. Probando х = 3. 


6 +7 =i =] 
+18. +79 + 


4 +24 | +3 x=3 
6 -4 
6 +5 +2 -8 0 


Se anula, luego: 

6x1 + 7x3 — 73x? — 14x + 24 = (x — 3) (6x? + 25x? + 2x — 8). 
Sustituyendo esta descomposición en (1): 
6x5 + 19x* — 59x? — 160x? — 4х + 48 = (x + 2) (x — 3) (6х3 + 25x? + 2х — 8). (2) 
Ahora descomponemos бх? + 25x? + 2x — 8. 


x = 3 no se prueba, aunque anuló al polinomio anterior, porque 3 no es factor 
del término independiente 8. 


Si probamos x — 4, veríamos que no anula a este polinomio. Probando x — — 4: 


6 +25 +2 -8|-4  x-—4 
—24 -4 +8 
ё 41 -2 0 


Se anula, luego: 
6x3 + 25x? + 2x — 8 = (x + 4) (6x? + x — 2). 
Sustituyendo esta descomposición en (2) , tenemos: 
6х5 + 19x4 — 59x3 — 160x? — 4х + 48 = (x + 2) (x — 3) (x + 4) (6x? + x — 2) 
(factorondo el trinomio) = (x +2) (х — 3) (x + 4) (3х + 2) (2x — 1). R. 


Descomponer por evaluación 3a? — 472% — 21a? + 80. 


Al escribir los coeficientes tenemos que poner cero como coeficiente de los 
términos en a”, en a? y en a, que faltan. 


Haciendo а = 1, а= —1, a—2, а = —2 veríamos que el polinomio no se 
anula. 


fto 30m Que gir 


Probando a — 4: 
3 


+12 
3 +17 


Se anula, luego: 


DESCOMPOSICION POR EVALUACION 


— 47 
+ 48 


l 


+4 +16 -20 -80 
+4 —5 - 0 
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0. =21 0 4-80 


3a* — 47a* — 21a? + 80 = (a — 4) (305 + 12a* + а? + 402 — 5a —20). (1) 


Para descomponer el сосіепіе,ѕіргођатоѕа = 4 veremos que no se anula. 


Probando a — — 4: 


3 


Se anula, luego: 


+1 +4 —5 
0 —4 0 +20 
E 


— 20 l4 а=-%# 


3a + 12a* + a? + 402 — 5а — 20 = (a + 4) (3a* + a? — 5). 


Sustituyendo en (1): 


Зоб — 47a* — 21a? + 80 = (а — 4) la + 4) (3a* + a? — 5), В. 


(El trinomio 3a* + a? — 5 no tiene descomposición.) 


EJERCICIO 110 


Descomponer por evaluación: 


х3--х2-х-1. 
х3-4х2--х--6. 
а8-а2-4а- 19. 
m3-12m+16. 
2x3—x?—18x-4-9. 
a3--a?—13a—28. 
x3--2x?--x-F2. 
n3—'[n4-6. 
х3-6х2--32. 
6x?--23x?-4-9x —18. 
x1—4x8--3x?--Ax—4. 
x*—2x?—]13x?-F14x +24. 
a*—15a?—10a-4 24. 
ní—27n2—14n+120. 
x*--6x?-4-3x4-140. 


8a*—18a*—'15a?--46a--120. 


x1—22x?—75. 
15x'4-94x?—5x?—164x 4-60. 
x5—21x?--16x?-4-108x —144. 
a5—93a*—6a?--112a4-96. 
4x5--3x*—108x$—25x*4-522x 4-360. 
n5—30n3—25n?—36n—180. 
6x5—13x*—81x?--112x?-4-180x — 144. 
x5—925x3--x?—25. 

2a5—8a*4-3a—12. 
x5--2x*—15x3—3x?—6x--45. 
x9--6x5--4x1—42x?—113x?—108x —36. 
a9—32a*--18a34-2477a?—162a—360. 
x$—41x*--184x?— 144. 
2x9—10x5—34x*--146x9--224x?—424x —480 
a9—8a54-6a*--103a3 —344a?--396a—144. 
x' —20x5—9x*--64x?--40x?—128. 


LOS ALGEBRISTAS DE LA INDIA (Siglos V, VI y 
XII D. C.) Tres nombres se pueden señalar como 
hitos en la historia de la matemática india: Aryabhata, 
Brahmagupta y Bháskara. Aryabhata, del siglo V, co- 
noció la resolución completa de la ecuación de se- 


Brahmagupta, del siglo VI, fue alum- 
no de Aryabhata, expuso en sus obras "Ganita" y 


gundo grado. 


"Cuttaca'" la resolución de las ecuaciones indetermi- 
nadas. Y Bháskara, del siglo XII, recoge los conoci- 
mientos de su época en su obra “Sidhanta Ciromani”. 


CAPITULO 


MAXIMO COMUN DIVISOR 
de dos o más expresiones al- 
gebraicas es toda expresión | algebraica que está contenida exactamen- 
teencada una de las primeras. 
Así, x es divisor común de 2x y x?; 5a?b es divisor común de 100292 
y 15445. 
Una expresión algebraica es prima cuando sólo es divisible por ella 
misma y por la unidad. 
Así, a, b, a-- b y 2x —1 son expresiones primas. 
Dos o más expresiones algebraicas son primas entre sí cuando el üni- 
co divisor común que tienen es la unidad, сото 2x y 3b; a +b уа-х. 


de dos o más expresiones algebraicas es 
la expresión algebraica de mayor coeficiente numérico y de mayor 
grado que esta contenida exactamenteen cada una de ellas. 
Así, el m.c.d. de 10a?b y 20a? es 1042: el m.c.d. de 8a?n?, 24an? y 
40a?n*p es 8an?. 
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Il. М. С. D. DE MONOMIOS 


(63) REGLA 


Se halla el m. c. d. de los coeficientes y a continuación de éste se es- 
criben las letras comunes, dando a cada letra el menor exponente que ten- 
ga en las expresiones dadas. 


| Ejemplos | 


(1) Hallar el m. с. d. де o?x? у 3a*bx. 


El m. с. d. de los coeficientes es 1. Las letras comunes son а y х. Tomamos 
а con su menor exponente: a? y x con su menor exponente: х; la b no se toma 
porque no es común. El m. c. d. será o?x. К. 


(2) Hallar el m. c. d. de 36a?b*, 48a*b*c y 6Ca*b?m. 
: ї ; : 360253 = 2?3?.a?b' 
Descomponiendo en factores primos los coefi- 480858с = 24 3.a8b3c 
cientes, tenemos: - 600553т = 22.3.5.a*b5m. 


El m. c. d. de los coeficientes es 22.3. Las letras comunes son a y b. Toma- 
mos a con su menor exponente: a? y b con su menor exponente: b?; c y m no 
se toman porque no son comunes. Tendremos: 


т- EJERCICIO 111 
Hallar el m. c. d. de: 


1. а?х, ax?. 8. 19x?yz?, 18ху22, 24x*»z?. 

2. ab?c, a?bc. 9. 28a?b%*, 35a*b*c5, 42035568. 
8. 9х2у, х2уз, 10. 72x3y4z4, 96x2y228, 120х*у527. 
4. ба?Ыз, 154813. li. 42am?n, 56m*n?x, T0m*n*y. 
5. Bam?n, 20x?m?. 12. 75а*Ьзс2, 150a9b"x?, 225a9b9y2. 
6. 18mn?, 27a?m*n*. 13. 4a?b, 8a3b?, 2a?bc, 10ab3e?, 

7. 15a?b?c, 24aU?x, 36b%x2. 14. 38a?x9y*, T6mx'y' 95x5y*. 


Il. м. С. р. DE POLINOMIOS 


Al hallar el m. c. d. de dos o más polinomios puede ocurrir que los 
polinomios puedan factorarse fácilmente o que su descomposición no sea 
sencilla. En el primer caso se halla.el m.c.d. factorando los polinomios 
dados; en el segundo caso se halla el m. c. d por divisiones sucesivas. 
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164) м. C. D. DE POLINOMIOS РОК DESCOMPOSICION 
EN FACTORES 


REGLA 
Se descomponen los polinomios dados en sus factores primos. El 
m. c. d. es el producto de los factores comunes con su menor exponente. 


| Ejemplos | 


(1) Hallar el m. c. d. de 4a? + 4ab y 2a* — 2022. 


Factorando estas expre- da?+4ab = 4a(a-Fb) = 22а(а + b) 
siones И w- 2022 = 2a? (a? — b?) = 20? (a + b) (a — b) 


Los factores comunes son 2, a y (а + b), luego: 


(2) Hallar el mc. d. de x2 —4, xi —x —6 y x? + 4х + 4. 


х2—4= (x +2) (х —2) 
Factorando: > x?—x—6= (x—3) (х +2) 
x? + 4x - 4— [x + 2)? 


El factor común es (x + 2) y se toma con su menor exponente, luego: 
л 


(3) Hallar el m. c. d. de 93х2-4-9х2, базх2 — 12а2х2 — 18ax? , баїх + 21a?x + 15 а?х. 


9a*x? + 9х2 = 9х (a9 + 1) = 3*x?(a + 1) (a? — a +1) 
6a?x? — 12a?x? — 18ax? = бах (о? —2a — 3) —23ax*(a —3)(a +1) 
batx + 21a?x + 15а2х = 3a?x(2a? + 7a + 5) = 3o?x(2a + 5) (a + 1). 


Los factores comunes son 3, x y (а + 1), luego: 


(4) Hallar el m. c. d. de x9 — x?, х5 — x* + x — x? y 2x9 + 2x* — 2x? — 2x. 
x9 — x? = x? (x* — 1) =xX(x2 +1) (x+1)(x— 1) 
x= х8 — х2 х%(х5—х°+х—1) =x 241) (x — 1) 
2х6 + 2x* — 2x3 — 2x = 2х(х5 + х9 — x? — 1) = 2x(x? +1) (х5 — 1) 
—2x(x? +1) (x — 1) 52 4- x +1) 


©- EJERCICIO 112 
Hallar, por descomposición en factores, el m. c. d. de: 
1. 902--2а0, 4a?—4ab. 9. 3x34+15x?, ax?+5ax. 
2. 6x3y—6x?%, 9х2у2--18х2у2. 10. q2—p?, a?—2ab--b?. 
З. 190258, 4a3b?—8a?b8. 11. m3+n3, 3am+3an. 
4. ab+b, а-а. 12. x2—4, х8-8. 
6. x?—x, x3—x*. 13. дах24-4ах, x*—x?—6x. 
6. 30ах2—15х3, 10axy?—20x?y?. 14. 9х2—1, 9x2—6x+1. 
T. 18a?x*y*, 6a?x*y1—18a?xy*. 15. 4a?--4ab--b?, 2a?—2ab-Fab—b?. 
8. 5a?—15a, a3—3a?. 16. 3x2.-3x—60, 6x?—18x—24. 
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8x?--y?, 4ax?—ay?. 

243—12a*b+18ab?, a?x—9ab?x. 

ac+ad—2bc—2bd, 2c?-FAcd-- 2d". 

3a*m?--6a?m—45a?, 6Gam?x-4-24amx —30ax. 

4x1—y?, (2х2—у)2. 

3x"—3x, 9x3—9x. 

a?--ab, ab+b?, a*--a?b. 

2х3-2х2, 8х2—8х, Ax9—4x?. 

x1—9x?, x*—5x3-F6x?, xt—6x?-F9x?. 

a3b--2a?b?--ab?, a*b—a?b?. 

2х2--2х-4, 2x?—8x--6, 2x?—2. 

ax*—92ax?—8ax, ax?—ax—6a, a?x3—3a?x?—10a?x. 
2an*—16an?--32a, 2an?—8an, 2a?n?-4-16a?. 

4a?--8a—12, 2a?—6a--4, ба?+18а—24. 

4a?—b?, 8a3--b*, 4a?--4ab -D?. 

x?—2x—8, x?—x—12, x3—9x?--20x. 

а?+а, a?—6a*—'(a, а%+а. 

х3--217, 2х2—6х-+-18, xt—3x3+9x2. 

х?+ах-—ба?, x?--2ax—3a?, x?4-6ax--9a?. 

54x*+250, 18ах2—50а, 50--60x4-18x?. 

(45-41), x?*24x—-5, x*—]. 

4ax?—28ax, a?x3—8a?x?--Ta?x, ax*—15ax?--56ax?. 

3a?—6a, a*—4a, a?b—2ab, a?—a—2. 

3x*—x, 27x9—1, 9х2-6х--1, 3ax—a4-6x—2. 

а^—1, a?--a?--a--l, a?x-Fa?x--ax--x, ад--а3--а2--1. 
2m*+4mn+-2n?, mi+min+mn?+n3, m?--n?, mimn?. 
a3—3a?--3a—1, a2—2a+1, a?—a, a?—4a+3. 

16a?x-4-54x, 12a?x*—42ax?—90x?, 32a?x--24a?x —36ax, 32a'x—144a?x4-162x. 
(xy+y32, х2у—2ху2—8у8, ахЗу--ау!, x*y—y*. 

2a?—am--4a—2m, 2am?—m?, 6a?--bam—4m?, 16a?4-72am —40m?. 
12ax—6ay--24bx — 126у, 8а8--2453, 9a?--9ab—180?, 19a?--24ab. 
Б5а42--бах--бау--Эху, 15a3—15ax?--15a?y—15x?y, 20a3—20ay?--20a?x —20xy*, 
5a*--5a*x-F5a^y3-F5axy?. 


BESESRESSEESSESUSEDRDRBBESSBESMEUPDOBEBSSL 


M. C. D. DE DOS POLINOMIOS POR DIVISIONES SUCESIVAS 

Cuando se quiere hallar el m. c. d. de dos polinomios que no pueden 
descomponerse en factores fácilmente, se emplea el método de divisiones 
sucesivas, de acuerdo con la siguiente: 


REGLA 


Se ordenan ambos polinomios con relación a una misma letra y se di- 
vide el polinomio de mayor grado entre el de grado menor. Si ambos son 
del mismo grado, cualquiera puede tomarse como dividendo. Si la divi- 
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sión es exacta, el divisor es el m. c. d.; si no es exacta, se divide el divisor 
por el primer residuo, éste por el segundo residuo y así sucesivamente has- 
ta llegar a una división exacta. El último divisor es el m. c. d. buscado. 

Todas las divisiones deben continuarse hasta que el primer término 
del residuo sea de grado inferior al primer término del divisor. 


Ejemplo 


Hallar por divisiones sucesivas el m. c. d. de 16x? + 36x? — 12x — 18 y 8х2 — 2x — 3. 


16x3 + 36x? — 12x — 18 | 8x? —2x —3 


Ambos polinomios están ordena- — 168 Ёх pra 
dos con relación a x. Dividimos ———————— 

el primero, que es de tercer gra- 40x? — бх — 18 

do, entre el segundo que es de — 40x? + 10x + 15 

segundo grado: VEM ROMAN. 


4х 3 


Aquí detenemos la división porque el primer término del residuo, 4x, es de grado 


inferior al primer término del divisor 8x?. 
„8х2 — 2х —3 |4x—3 


— 8x? + 6х 2x +1 
Ahora dividimos el divisor 8х2 — 2x —3 entre el ышта 
residuo 4x — 3: AENA 4x—3 
— 4х + 3 


Como esta división es exacta, el divisor 4x — 3 es el m. c. d. buscado. R. 


REGLAS ESPECIALES 


En la práctica de este método hay que tener muy en cuenta las si- 
guientes reglas: 


1) Cualquiera de los polinomios dados se puede dividir por un fac- 
tor que no divida al otro polinomio. Ese factor, por no ser factor comün 
de ambos polinomios, no forma parte del m. c. d. 


2) El residuo de cualquier división se puede dividir por un factor 
que no divida a los dos polinomios dados. 


3) Si el primer término de cualquier residuo es negativo, puede cam- 
biarse el signo a todos los términos de dicho residuo. 


4) Si el primer término del dividendo o el primer término de algün 
residuo no es divisible por el primer término del divisor, se multiplican 
todos los términos del dividendo o del residuo por la cantidad necesaria 
para hacerlo divisible. 


Ejemplos 


i 


(2 


— 
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(1) Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de 
12x3 —26x?-- 20x — 12 y 2x3 — x? — 3x. 


Dividiendo el primer polinomio por 2 y el segundo por x queda: 
6x3 — 13x? + 10x —6 y 2х2 —x —3. 


Dividiendo: 6х8 — 13х2 + 10х —6 |252-х-3 
00H NB» 3x —5 
— 10x? + 19x — 6 
10x? — 5x— 15 
14x — 21 


Dividiendo el residuo 14x — 21 entre 7 queda 2x — 3. 


— 2x? + 3x x1 
Ahora dividimos el divisor 2х2 — x —3 entre 
el residuo 2x — 3: 2x —3 
—2x +3 


Como esta división es exacta, el divisor 2x — 3 es el т. c. а. К. 


Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de 3x? — 13x? -- 5x —4 y 
2x? — 7x — 4. 


Como 3x? no es divisible entre 2x?, multiplicamos el primer polinomio por 2 
para hacerlo divisible y quedará: 


6x3 — 26x? + 10x — 8 y 2x? — 7x — 4. 


Dividiendo: 6x3 — 26x? -- 10x —8 | 2x* —7x — 4 
—6x* +21 4- 12x 3x 
— 56422498 


— 5x? no es divisible por 2х2. Cambiando el signo al residuo tenemos: 
5x? — 22x + 8 y multiplicando este residuo por 2, para que su primer término 
sea divisible por 2x?, queda 10x? — 44x + 16. (Ambas operaciones equivalen 
a multiplicar el residuo por — 2). Esta expresión la dividimos entre 2x? —7x — 4: 
10x* — 44x +16 | 2х2 —7x — 4 
— 10х2 + 35х +20 5 


— 9х + 36 


Cambiando el signo al residuo: 9х — 36; dividiendo рог 9: x —4. (Ambas 
operaciones equivalen a dividir por — 9). 


acc Sraa | 04 


— 2x? + 8x 2x41 
Ahora dividimos 2x? — 7x —4 entre x — 4: idis 4 
хэ 


—x-4 


Como esta división es exacta, el m. c. d. es x —4. R. ` 
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(3 


- 


Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de 6х5 — 3x* + 8x3 — x? --2x y 
3x5 — 6x1 + 10x3 — 2x? + Зх. 


Cuando los polinomios dados tienen un mismo factor común, debe sacarse este 
factor común, que será un factor del m. c. d. buscado. Se halla el m. c. d. 
de las expresiones que quedan después de sacar el factor сотбп y este m. c. d. 
multiplicado por el factor común será el m. c. d. de las expresiones dadas. 
Así, en este caso, ambos polinomios tienen el factor común x. Sacando este 
factor en cada polinomio, queda: 


6x* — 3x? + 8x? — x +2 у 3x* — 6x3 + 10x? — 2х + 3. 


Dividiendo: бх — 3х%+ 8x?— x42 4 — 6x3 + 10x* — 2x +3 
— 6x* + 12x? — 20x? + 4x — 6 2 
9x3 — 12x? + Зх — 4 
^ 


Ahora dividimos el divi- 


sor entre el residuo, pero 9x* — 18x? + 30x? —6x +9 | 9x* — 12x? --3x — 4 
como 3x* no es divisible — 9x4 -$-12x8'—-:3x24:4x% x 

por 9x? hay que multipli- —— ысы сла 

car el divisor por 3 y ten- = ГР С-20,7 


dremos: раван AME 


E - — 1242 E 
Coño ФМ no er divisible 18x? — 81x? + бх — 27 | 9x3 — 12x? --3x — 4 


por 9х3, multiplicamos el re- л — 18x? + 24x2 —óx+ 8 2 
siduo por — 3 y tendremos: me 19 


Dividiendo el residuo por — 19 queda 3x? + 1. 
9х8 — 12х2 +3x—4 | 3х2+ 1 


—9x3 — Зх 3x — 4 
Ahora dividimos el divisor entre el m 
residuo. 12%" —4 
12x? +4 


3x? +1 es el m. c. d. de las expresiones que quedaron después de sacar el 
factor común x. Entonces, hay que multiplicar 3x? + 1 por x y el m. c. d. de 
las expresiones dadas será: 


| EJERCICIO 113 
Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de: 


12х?+8х+1 y 2x?—5x—3. 

64?—2a—20 y 2a?—a?—60a. 

ba5—6a*x-Fax? y За?—4а?х+ах?. 

2x9--Ax?—4x--6 y x*-x?—x-2. 

8a*—6a?3x--7a?x?—3ax* y 2a5--3a?x—2ax?. 
12ax*—3ax34+26ax?—5ax4+100 y 3х*+3х%—4х2+5х—15. 
3x3—2x?%y49xy?—6y3 y 6x*—4xiy—3x%y2+5xy92y1. 
axt+3ax3—2ax?+60x—80 y xt+4x3—x?—4x. 
2m*—4m?—m?--6m—3 y 3m*5—6m*--8m?—10m?--5m. 


OONA NYH 
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10. 345—64a'--16a?—2a?--5a y  Ta5—14a*--33a?--4a?—10a. 

11. 45ax?--75ax?—18ax—30a у 24ax?--40ax?—30ax—50a. 

12. 2x*4-2a?x--2ax?--2a? y 10x3--4ax?--10a?x--4a?. 

13. 9x3--15ax?--3a?x—3a? y 12x?--21ax?--6a?x—3a?. 

14. 8a*b--4a*b?--4ab* y 12a*b—18a?b?-F12a?b?—6Gab^*. 

15. 9a5n?—33a*n*--27a?n*—6a?n* y 9a5n?--12a*n?—2]1a*n*-- 6a? n^. 
16. 25—2a*--a?--a—1 у a—at+at+1, 

17. 6ax*—4ax?--6ax?—1lOax--4a y 36ax*—24ax?— 18ax?--48ax —24a. 


667 м. C. D. DE TRES O MAS POLINOMIOS РОК 

DIVISIONES SUCESIVAS 

En este caso, igual que en Aritmética, hallamos el m. c. d. de dos de 
los polinomios dados; luego el m. c. d. de otro de los polinomios dados y 
el m. c. d. hallado anteriormente, y así sucesivamente. El último m. c. d. 
es el m. c. d. de las expresiones dadas. 


| Ejemplo Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de 2x? — 11x? + 10x 
+8, 2х3 + x* — 8x —4 у бах? + lax + 4a. 


3. S. d. Sc. 
Hallemos el m c. d. de las dos a —1é+10x+ 8 [20 t3 — 8x —4 


m на. ll 
primeras expresiones: 5 AU e П 


— 12x* + 18x + 12 
2x8 + x*—8x—4 (252-43х-2 
Dividiendo el residuo por — 6 queda — 2x5 + 3x? + 2х х+2 
2х°—3х— 2. Dividiendo el divisor por YU MM 
esta expresión: | 


— — 4x* + 6х +4 


El m. c. d. de las dos primeras expresiones es 2х2 — Зх — 2. Ahora hallamos el m. c. 
d. del tercer polinomio dado бах? + 11ах + 4a y de este m. c. d. 


6х? + 11х + 4 | 2х2 —3x—2 


Dividiendo бах? + 11ах + 4a entre а queda éxit 9x4 6 3 
6x? + lx +4. Tendremos: / = 


20x + 10 
2х2 —3x—2 | »х--1 
237 = X X/—2 
Dividiendo el residuo por 10 queda 2x-- 1: — „7 apre o 
4x +2 


El m. c. d. de las tres expresiones dadas es 2х +1. К. 


EJERCICIO 114 

Hallar, por divisiones sucesivas, el m. d. c. de: 

x3—2x?—5x--6, 2x8—5x?—6x+9 y 29x?—5x—3. 

2x5—x?y—2xy*--y9, 8x*-F6x?y —3xy?—y3 y 6x?—xy—y?*. 

x*-x95—x?—x, 2x5--2x?—2x—2 y bx*—b5x?--2x—2. 

3a*--9a?x J-4a?x?—3ax?-F2x*, a*--3a3x-Fa?x?—3ax*—2x* y 4a*--Ba?x—ax?—2x 
2x9--2x'—2x*—2x, 3x9—4x'—38x*-FAx y 4х5-4х3--8х2-4х. 


© i» goto 


со) 7 
[aña e Pio 
LA ESCUELA DE BAGDAD (юз! IX al ХИ) Los cribió el primer libro de Ацан: y le dio nombre a 
árabes fueron los verdaderos sistematizadores del ys esta ciencia. Al Batani, sirio (858-929), aplicó el Al- 
ebra. A fines del Siglo VIII floreció la Escuela de gebra a problemas astronómicos. ve Omar Khayyan, 
agdad, a la que TO necían Al Juarismi, Al Batani y persa del siglo ХІІ, conocido por us poemas escri- 
Omar Khayyan. Al Juarismi, persa del siglo IX, ы tos en “rubayat”, “escribió un Pretendo. de Algebra. 


MINIMO COMUN MULTIPLO CAPITULO XII 


COMUN MULTIPLO de dos o más expresiones algebraicas es toda ex- 

presión algebraica que es divisible exactamente por cada una de las 
expresiones dadas. 

Así, 8a*b? es común múltiplo de 2a? y 4a*b porque 8a*b? es divisible 
exactamente por 2а? y por 4a*b; 3x? — 9x +6 es común múltiplo de x —2 y 
de х? — 3x +2 porque 3x? — 9x + 6 es divisible exactamente por x —2 y por 

— 8х +2. 


MINIMO COMUN MULTIPLO de dos o más expresiones algebraicas 

es la expresión algebraica de menor coeficiente numérico y de menor 
grado que es divisible exactamente por cada una de las expresiones dadas. 

Así, el m. c. m. de 4a y 6a? es 12a?; el т.с. m. de 2x?, 6x? y 9x* es 18x*. 

La teoría del m.c. m. es de suma importancia para las fracciones y 
ecuaciones. 


1. M. C. M. DE MONOMIOS 


REGLA 


Se halla el m. c. m. de los coeficientes y a continuación de éste se es- 
criben todas las letras distintas, sean o no comunes, dando a cada letra el 
mayor exponente que tenga en las expresiones dadas. 


188 
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" (1) Hallar el m. c. m. de ax? y ах. 
Ejemplos Tomamos a con su mayor exponente а? y x con su mayor 
exponente x? y tendremos: m. c. т. = аїх?. R. 


8ab?c = 2"ab?c 

12a?b? = 2? 3a?b?, 

El m. c. m. de los coeficientes es 23.3. A continuación escribimos a con su 
mayor exponente o?, b con su mayor exponente b? y c, luego: 


(2) Hallar el m. c. m. de 8ab?c y 12a?b?, — 


——$ | 50 е ва y -- 2 e gf ^ m 
= q'bDc-—440 D"c. к. 


10a?x — 2.5a?x 
(3) Hallar el m. c. m. de 36a*mx? = 22.32а2тх? 
10а®х, 36а:тх2 y 245204. 7 — 24Ь°т* = 23 3b?m* 
m. c. m. = 29,3% Saóbimtx? = 360a?b?m*x?. R. 


m EJERCICIO 115 


Hallar el m. c. m. de: 


1. 23,403. 14. axty?, a?xy, а?х?уз. 

2. х2у, ху, 15. 4ab, бад, ЗЬ?. 

8. ab*c, a?bc. 16. 8х3, 6х2, 9х%у%. 

4. ax3, азх?. 17. 9a?bx, 12ab?x?, 18a%b%x. 

5. 6m?n, 4m?. 18. 10m?, 15mn?, 20n*. 

6. 9ax*y*, 15х2у5. 19. 18a*, 24b?, 36ab?. 

7. a?, ab?, a?b. 20. 202328, 24m?n, 30mn?. 

8. x*y, куз, хув: 21. 653%, be^, ate, 996, 

9. 2403, 4429, 843, 22. 2x?y, 8xy?, 4a?x?, 1208. 

10. 3x?yz, 4х3у322, Ox. 23. 6a?, 9x, 12ay?, 18x*y. 

11. 6mn?, 9m?n3, 12m*?n. 24. 15”, 10m?, 20n*, 25mn*. 
12. За?, 4b?, 8x?. 25. 24a?x?, 36a?y*, 40x?y^, 60a?y*. 
18. 5x?, 10ху, 15ху?. 26. 3a*, Bab, 1002, 124703, 16a*b?. 


П. M. С. M. DE MONOMIOS Y POLINOMIOS 


REGLA 

Se descomponen las expresiones dadas en sus factores primos. “El 
m. c. m. es el producto de los factores primos, comunes y no comunes, con 
su mayor exponente. 


т (1) Hallar el m. c. т. de 6 , 3x—3. 
Ejemplos Descomponiendo: 6=23 
3х—3=3(х—1) 


(2) Hallar el m. c. m. de 14a? , 7x —21. 


Descomponiendo: 14a? = 27a? 
7x —21 =7(x — 3) 


т.с. т. = 2.7.02(х —3) = Ma?(x — 3). R. 
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(3) Hallar el m. c. m. de 15x?, 10x? + 5х „ 45x$. 
Como 15x? está contenido en 45x?, prescindimos de 15x?. 


Descomponiendo: 10x? + 5x = 5x(2x +1) 
45x = 32,5.x8 


(4) Hallar el m. c. m. de 8a?b, 4a? — 4a , ба? — 12a + 6. 
Descomponiendo: 8055 = 29.a?b 
Даз —4a-4a|a?—1) . —2*a(a--1)(a —1) 
ба? — 12a + 6 = 6(а? — 2a + 1) =2.3(0 — 1)? 
m. c. т, = 22.3.a?b(a — 1?(a + 1) = 24a?b (a — 1)?(a-- 1). R. 


(5) Hallar el т. c. m.-de 24a?x, 18xy?, 2x? + 2x? — 40x, 8x* — 200x?. 
24а?х = 25 3a?x 
18xy? — 2.3?xy? 
2x3 + 2x? — 40x = 2x(x? + x — 20) = 2x (x + 5)(x — 4) 
8x* — 200x? = 8x? (x? — 25) = 2.x? (х + 5)(х — 5) 


117: 1 


m 


m- EJERCICIO 116 


Hallar el m. c. m. de: 


1. 2a, 4x—8. 13. 2a?, баб, 3a?—6ab. 

2. 302, ab —b?. l4 xy? x*y5, 0x9 —bx*. 

8. xy, х?у+ху?. 15. 943, 1803, 27a*b--81a*b?. 

4. 8, 4+8а. 16. 10, 6x?, 9x9y--9xy?. 

5. 6a?b, 3a*b?4-6ab*. 17. 4x, x*-Ex*, x*y—xy. 

6. 14x?, 6х2--4ху. 18. 24, 6т2--18т, 8m—24. 

7. 9m, 6mn?—]12mnm. 19. 2a?b?, 3ax+3a, 6x—18. 

8. 15, 3x-+6. 20. x?, x*-Ex?—2x, x*-FAx-F4. 

9. 10, 5—15b. 21. 6ab, x?—4xy+4y?, 9a?x—18a?y. 
10. 8642, 4ax—12ay. 22. 6х3, 3x3—3x?—18x, 9x1—306x?. 
11. 12xy?, 2ax?99-F5x*y3. 23. a?x?, 4x3—19x*y-F0xy?, 2x*—3x5*y. 
12. mn, m?, mn?—mn?. 24. 8x3, 12x?y?, 9х2—45х. 


25. an3, 9n, n?x?--n*y?, nx?--2nxy--ny?. 

26. 8х2, x3--x?—6x, 2x3—8x?--8x, 4x*--24x?--36x. 
27. 3x3, x9-H1, 2x?—2x--2, 6x9--6x?. 

28. 4xy?, 3x9—3x?, a?--2ab--b?, ax—a+bx—b. 
29. 9а, 4b, 6a?b, 12a?—24ab--120?, 5ab3—5b*. 
30. 28x, х2--2х--1, x241, 7x247, 14х+14.  - 


Ill. M. С. M. DE POLINOMIOS 
(72) La regla es la misma del caso anterior. 


(1) Hallar el m. с. m. de 4ax? — Ваху + 4ay? , 6b?x — 6b?y. 
| Ejemplos Descomponiendo: 
Дах? — Ваху + 4ay? = 4a(x? — 2xy + y?) = 2.a(x — у}? 


6b?x — 6Ь?у = 6b?(x — y) = 23b?(x — у) 
m. c. m. = 2? 3.ab?(x — у)? = 12ab?(x — у). К. 
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(2) Hallar el m. с. m. de x? + 2bx?, x*y — 4b?xy, х2у? + Abxy? + 4b?y?, 
x3 + 2bx? = х?(х + 2b) 
xy — 4Ь?ху = xy (x? — 4b?) = ху(х + 2Ь)(х — 2Ь) 
х2у? + 4Ьху? + Ab?y? = у?(х? + 4Ьх + 4b?) = y?(x + 2b)? 


(3 


- 


Hallar el m. c. m. de m? — mn, mn + n? , m? — n?, 
т? — mn = m(m — n) 
mn + п? = n(m + n) 
m? — n? = (m + n)(m — n) 


Hallar el m. c. m. de (a — b)?, a? — b?, (а + b)?, a? + Ь2. 


El alumno debe notar que no es lo mismo cuadrado de una diferencia que 
diferencia de cuadrados ni es lo mismo cuadrado de una suma que suma de 
cuadrados. En efecto: 

(o — b}? = (a — b} 

a? — b? = (a + b)(a — b) 

(a b)? = (a + by 

а? + b? = (а? + b?) 


Hallar el m.c.m. de (x + 1)9, x8 -- 1, х2 —2x — 3. 


El alumno debe notar que no es lo mismo suma de cubos que cubo de una 
suma. En efecto: 
(х+1)#=(х+1} 
x* 4-1 = (х + 1)x*—x-1) 
x? —2x — 3 = (x — 3) (x + 1) 


(6) Hallar el m. c. m. de (х--ур, x* — y3, х3 — xy? + ху — y? , 3a?x + 3a?y. 


El alumno debe notar que no es lo mismo cubo de una diferencia que dife- 
rencia de cubos. 


(4 


— 


(5 


— 


(x — у)? = (x — у) 
х® — y? = [x — у)(х®+ xy + y?) 
x — ҳу? + х?у — y? = х(х®— y?) + у(х®— у?) = (х2 — y?) + y) 
= (x+yP(x— у) 
3a?x + 3o?y = За (x + y) 


Hallar el m. c. m. de 15x? + 20x? + 5x, Зх? — Зх + х2 —1 , 27x* + 18x? + 3x?. 


15x? + 20x* + 5x = 5x (3x? + 4х + 1) = 5x(3x + 1)(x + 1) 
3х3 —3x + x? —1—3x(x? — 1) + (x? — 1) 2 p? — 1)(3x +1) 
= (x 1)(x — 1)(3x +1) 
27x* + 18x* + 3х2 = 3x? (9x? + 6x + 1) = 3x? (3x + 1). 
m. c. т. = 15x?(3x + 1)?(x + 1)(x — 1) 
= 15х2(3х +1)? (x2—1). R. 


(7 


— 
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(8) Hallar el m.cm. de 2x?—8x, 3x*+ 3x3 — 18x?, 2х5 + 10х* + 12x? 
6x? — 24x + 24. 


2x* — 8x = 2x[x? — 4) = 2x(x + 2)(x — 2) 
3x* + 3х3 —18x? = 3x? (x? + x — 6) = 3x? (x + 3)(x — 2) 
2x5 + 10x* + 12x3 = 2x3 (x? + 5x +6) = 2x? (x + 3)(x + 2) 
6x? — 24x + 24 = 6(x? — 4x + 4) = 6(x — 2)?. 


o lo que es igual 


i» EJERCICIO 117 А 
Hallar el m. c. m. de: 


1. .3x-+3, 6x—6. 12. x3—y3, (x—5)*. 

2. 5х+10, 10x?—40. 18. х2-48х-10, 4х2—7х—2. 

3. х2--2х2у, х2—4у2. 14. а?+а—30, a?4-3a—18. 

4. S3a?x—9a?, x?—6x--9. 15. х8-9х--5х2-45, x*--2x3—15x?. 
5. 4a?—9b?, 4a?—12ab+-96?. 16. x9—4x5—32, axt+2ax3+4ax?. 
6. a5--a?b, a*4-2a?b--ab?. 17. 8(х—у)2, 12(x?—y?). 

T. 3ax+12a, 2bx?--6bx—8b. 18. 5(х--у), 10(x?--y?). 

8. x3—20x, x24+2x—15. 19. 6a(m+ny, 4a?b(m?--n*). 

9. (x—1)5 x?—]. 20. ax(m—nj, x*(m3—n?). 

10. (x19, x*--l. 21. 2a?*4+2a, 3a?—3a, at—a?. 

11. x34y8, (x+y): 22. x2+2x, x9—2x?, x?—4. 


23. х2-х-2, х2-4х--3, х2-х-06. 

24. 6а2+13а+6, 3a?--14a--8, 44-12a--9a?. 

25. 10х2--10, 15х--15, 5x?—5. 

26. ax—2bx-ray—2by, х2--ху, х2—ху. 

21. 4a?b--4ab?, 6a—6b, 15a?—15b?. 

28. x2—25, x?—125, 2x-4-10. 

29. a?—2ab—3b?, a3b—6a?b?--9ab*, ab?--b8. 

30. 9т24-2тт, 4mn—4n?, 6m?*n—6mn?. 

31. 20(x?—y?), 15(х—у)?, 12(x+y). 

32. ах?+5ах—14а, х2--14х2--49х, xi4-7x?—18x?. 

33. 2х38-12х2--18х, 3x*-27x?, 5x3--30x?--45x. 

34. 3.3a?, 64+6a, 9—9a, 12--12a?. 

35. 23n—2), 135n?—40, 12n—8. 

36. 129mmn--8m—3n—92, 48m?n—3n--329m?—2, 6n?—5n—6. 
37. 18x*--60x?--50x, 129ax?--20ax?, 15a?x5--16a?x*—15a?x?. 
38. 16—х*, 16-4-8х2--х3, 16—8x?-4- x. 

39. 1+a?, (140), 1+а3. 

40. 8n?—10n—3, 20n?+13n+2, 10n?—11n—6. 

41. 6a?--ab—2b?, 15a?--22ab--8b?, 10a?-4-3ab —40?. 

42. 12x?--5xy—2y?, 15х2+13ху+2у2, 20x?—xy—y?. 

43.  652х2--052х8, 3a?x—3a?x?, 1—x*. 

44. x*-F8x—4x9—32, a?xí—2a?x3—8a?x?, 2xt—4x9--8x?. 
45. x$3—0x-Fx?—9, x'—10x?--9, х2--4х--3, x?—4x-H3. 
46. 1—a?, 1—a, 1-a?, 1—2a-ra?. 

4T. a?b—ab?, a*b?—a?b*, a(ab—b?)?, b(a?--ab)?. 

48. т8—27п8, m?—9n?, m?—6mn-4-9n?, m?--3mn--9n?. 


sád 


LAS MATEMATICAS EN LAS UNIVERSIDADES Tres nombres pueden señalarse como representaciór' 
HISPANO-ARABES (Siglos VIII al XV) La cultura de la cultura árabe en España: Geber Ibn-Aphla, (Se- 
árabe alcanza elevado desarrollo en ciudades como villa, siglo ХІ), que rectificó las Tablas de Ptolomeo; 
Sevilla, Córdoba y Toledo. De las universidades his- Arzaquel, (Toledo,1080), autor de unas famosas Ta- 
paho-árabes fluye la cultura musulmana hacia Europa. blas; y Ben Exra, (Calahorra,1089), rabino de Toledo. 


CAPITULO 
FRACCIONES ALGEBRAICAS. REDUCCION DE FRACCIONES 


173 SCION ALGEBRAICA es el cociente indicado de dos expresiones 
algebraicas. 

Así, — es una fracción algebraica porque es el cociente indicado de la 
expresión a (dividendo) entre la expresión b (divisor). 

El dividendo a se llama numerador de la fracción algebraica, y el di- 
visor b, denominador. El numerador y el denominador son los términos 
de la fracción. 

Expresión algebraica entera es la que no tiene denominador literal. 
1 


€ 


Asi а, x+y MA 54 + Б son expresiones enteras. 
Una expresión entera puede considerarse como una fracción de denp- 
minador 1. 


+ 
Así, а=; х+у= 222, 


1 


Expresión algebraica mixta es la que consta de parte entera у parte 
fraccionaria. 


b " à 
Así, a+— y x— son expresiones mixtas. 
с 


x— 
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176) PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE LAS FRACCIONES 
Los siguientes principios demostrados en Aritmética se aplican igual- 
mente a las fracciones algebraicas y son de capital importancia: 


1) Si el numerador de una fracción algebraica se multiplica o divide 
por una cantidad, la fracción queda multiplicada en el primer caso y divi- 
dida en el segundo por dicha cantidad. 


2) Si el denominador de una fracción algebraica se multiplica o di- 
vide por una cantidad, la fracción queda dividida en el primer caso y mul- 
tiplicada en el segundo por dicha cantidad. 


3) Si el numerador y el denominador de una fracción algebraica se 
multiplican o dividen por una misma cantidad, la fracción no se altera. 


SIGNO DE LA FRACCION Y DE SUS TERMINOS 

En una fracción algebraica hay que considerar tres signos: El signo 
de la fracción, el signo del numerador y el signo del denominador. 

El signo de la fracción es el signo + о — escrito delante de la raya de 
la fracción. Cuando delante de la raya no hay ningún signo, se sobren- 
tiende que el signo de la fracción es +. 

Я а . А А 

Así, en la fracción — el signo de la fracción es +; el signo del nume- 
rador es + y el signo del denominador +. 

En la fracción ——=— el signo de la fracción es —, el signo del nume- 
rador — y el signo del denominador 4. 


178) CAMBIOS QUE PUEDEN HACERSE EN LOS SIGNOS DE UNA 
FRACCION SIN QUE LA FRACCION SE ALTERE 
Designando por т el cociente de divi- 2 T 
dir a entre b se tendrá segün la Ley de los —=m (1) —--—m (2) 
Signos de la división: b -b 


y por tanto, ——————————————————————5 ——=—жт у 


Cambiando el signo a los dos miembros _—@ 
de estas dos últimas igualdades, tenemos: __/ b 


Como (1), (2), (3) y (4) tienen el segundo 
miembro igual, los primeros miembros son iguales 
y tenemos: 


179 Lo anterior nos dice que: 


1) Si se cambia el signo del numerador y el signo del denominador 
de una fracción, la fracción no se altera. 


FRACCIONES. CAMBIOS DE sicNos Ф® 195 


2) Si se cambia el signo del numerador y el signo de la fracción, la 
fracción no se altera. 


3) Si se cambia el signo del denominador y el signo de la fracción, 
la fracción no se altera. 

En resumen: Se pueden cambiar dos de los tres signos que hay que 
considerar en una fracción, sin que ésta se altere. 


(180) CAMBIO DE SIGNOS CUANDO LOS TERMINOS 

DE LA FRACCION SON POLINOMIOS 

Cuando el numerador o denominador de la fracción es un polinomio, 
para cambiar el signo al numerador o al denominador hay que cambiar el 
signo a cada uno de los términos del polinomio. 


: jus PETER : j 
Así, si en la fracción cambiamos el signo al numerador y al 


denominador la fracción no varía, pero para cambiar el signo a m — n hay 
que cambiar el signo de m y de — n y quedará — m + n = n — m, y para cam- 
biar el signo а x — y hay que cambiar el signo de x y de —y y quedará 
—x+y=y-—x y tendremos: 


D 


Si en la fracción cambiamos el signo del 


x 
numerador y de la fracción, ésta no se altera y 
tendremos: 


Del propio modo, si en la fracción 1 ыг 
cambiamos el signo al denominador y a la Eug UH N 
— a 


fracción, ésta no varía y tendremos: 


(En la práctica, el paso intermedjo se suprime). 


De acuerdo con lo anterior, la fracción | 
225 puede escribirse de los cuatro modos tm 4611: 
siguientes: / шинэ 


(181) CAMBIO DE SIGNOS CUANDO EL NUMERADOR 

O DENOMINADOR SON PRODUCTOS INDICADOS 

Cuando uno o ambos términos de una fracción son productos indica- 
dos, se pueden hacer los siguientes cambios de signos, de acuerdo con las 
reglas anteriores, sin que la fracción se altere: 

1) Se puede cambiar el signo a un número par de factores sin cam- 
biar el signo de la fracción. 


х--2 
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Así, dada la fracción 35 podemos escribir: 


ab — (—a)b ab  (—a)b 

ху (-ху ху x(-») 

ab  (—a)(— b) ab ab 

ху xo. xy EXE» 
ab (-а)(– Б) 
ху (C3(0» 


Еп los cuatro primeros ejemplos cambiamos el signo а dos factores; 
en el ültimo, a cuatro factores, nümero par en todos los casos, y el signo 
de la fracción no se ha cambiado. 


2) Se puede cambiar el signo a un número impar de factores cam- 
biando el signo de la fracción. 


Así, dada la fracción T podemos escribir: 


ab (— a)b ab ab 
ху xy ху. x-» 

ab (—a)(— b) ab (— a)b 
» Cc» x (0-3) 


En los dos primeros ejemplos cambiamos el signo a un factor; en los. 
dos últimos ejemplos cambiamos el signo a tres factores, número impar en 
todos los casos, y en todos los casos cambiamos el signo de la fracción. 


482) a " m : Бх ЛЕС 
и t Е ваа, 
pliquemos los principios anteriores а la fracción (x — 8)(x — 4) 
Como estos factores son binomios, para cambiar el signo de cualquie- 
ra de ellos hay que cambiar el signo a sus dos términos. 
Tendremos: 
(4-1)-2) | (1-а)а-2)  (a-1(a-3) (1-0)8-а) 


(х-3)(х-4) | (8-х)х-4) (x-3(x-4) (х-3)/х-4) 
(8-1(8-2) | Q-4(-2) («126-2 | (а—1)@—а) 


(х-3)(х-4) — (х-8(х-4) (х-8(х-4) | (8-3)4-3х) 


Estos principios son de suma importancia para simplificar fracciones 
y efectuar operaciones con ellas. 
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REDUCCIÓN DE FRACCIONES 


183) REDUCIR UNA FRACCION ALGEBRAICA es cambiar su forma sin 
cambiar su valor. 


1. SIMPLIFICACION DE FRACCIONES 


SIMPLIFICAR UNA FRACCION ALGEBRAICA es convertirla en una 

fracción equivalente cuyos términos sean primos entre sí. 

Cuando los términos de una fracción son primos entre sí, la fracción 
es irreducible y entonces la fracción está reducida a su más simple expre- 
sión o a su mínima expresión. 


(185) SIMPLIFICACION DE FRACCIONES CUYOS 
TERMINOS SEAN MONOMIOS 
REGLA 


Se dividen el numerador y el denominador por sus factores comunes 
hasta que sean primos entre sí. 


e : m 4а257 
| Ejemplos (1) Simplificar ic 


44255 — 2.1.b? _ 2b? 
байт 3.а.1.т Зат 
Hemos dividido 4 y 6 entre 2 y obtuvimos 2 y 3; a? y a? entre a? y obtuvimos 
los cocientes 1 y a; bř y b? entre b? y obtuvimos los cocientes b? y 1. Como 


2b? y Зат no tienen ningún factor común, esta fracción que resulta es 
irreducible. 


Tendremos: 


3,3 
36x5y* 

Уу, _. 1.1.1 1 
36x9y9  4.x?.y9 — 4х2уд 


(2 


- 


Simplificar 


Dividimos 9 y 36 entre 9; x3 y x5 entre x9; y? e уб entre y?. 


Obsérvese que cuando al simplificar desaparecen todos los factores del nu- 
merador, queda en el numerador 1, que no puede suprimirse. Si desaparecen 
todos los factores del denominador, queda en éste 1, que puede suprimirse. 
El resultado es una expresión entera. 


mM EJERCICIO 118 

Simplificar o reducir a su más simple expresión: 

RET A MM. 
ab 8a?b ya 4x5y | 8m ^ 94a?x5y* 
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8m*n?x? 21mn?x* 30x9y? 

e === 10. ——— 13. —— 
24mn?x? 98m*n?x? 1503х4:3 
12xtytz" 42a?cón аур" 

8. Я 11. gas icm" 14. А 
32xy?z 26a m 3a8b%c 

А 124258 ” 17x3y170 4 9148510(12 

' 60a3b5x9' ^ 34xTy8z10 ` ' 63atbe ` 


(186) SIMPLIFICACION DE FRACCIONES CUYOS 
TERMINOS SEAN POLINOMIOS 


REGLA 


16. 


D4x9y11713 
63x10y12715 Ё 
15а1261520 
T5a m5 
100а%т12лз ` 


Se descomponen еп factores los polinomios todo lo posible y se supri- 


men los factores comunes al numerador y denominador. 


| Ejemp los | (1) Simplificar E 


Factorando el denominador, se tiene: 
zm 2a? a 


4а? — 4ab - даа — bj 2(a—b) 
Hemos "MERE. г. y a entre a. 


4х?у% 


(2) Simplificar 94х38 — 36х5у*' 


Factorando: 
4х2у? E 4х?у% 1 
24х8у8 -36х8у5 12dyN2—3y) 3х(2—3у)` 
(3) Simphifi x? — 5x + 6 
implificar 7 
Р 2ax — 6a 


—5x +6 (х-21х-3) x—2 


2ax — ба 2a(x — 3) 2a | 


Ваз + 27 
4a? + 12a 4-9" 
Ва? +27  (2a--3)(4ó*—6a-9)  4o*— 


(4) Simplificar 


a? — 25a 


implificar —————————. 
(5) Simplificar 234. 85 — T0 


— 25a ^" a(a? — 25) a(a--5)(a—5) | 


TI m 2a(a? + 4a—5) 2ala+5)la—1) 


6a +9 


4а? + 12a +9 (2a + 3}? 2a +3 


а-35 


2(a — 1) 
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2xy — 2х + 3 — Зу 

18x? + 15x? — 63x 

2ху —2x-F3—3y _ 2x(y—1)+3(1—y) _ (y — 1)(2x — 3) "— 1. 
18x? + 15x? — 63x 3х(6х? + 5x — 21) i 3x(3x + 7)(2x — 3) 7 3x(3x T7) 


(6) Simplificar 


3x* — 12x — х?у + 4y 
x* — 5x8 — 14x? 

3x3 — 12x -х2у + dy _ (x? —4)(3x — y) _ Ax + 2)(x — 2)(3x — y) _ Ix — 2)(3x — y) 
x* — 5x8 — 14% xx —5x—14) — х х-7)|х42) | (х7) оо 


(7) Simplificar 


(a? — 1)(a? + 2a — 3) 
(a? — 2a + 1)(a? + 4a + 3) 

(a? — 1)(a? + 2a — 3) -la+ a- 1)(9 + 3)(9— 1) _, 
(a? — 2а + 1)(a? + 4а + 3) (a — 1) (а + 3)(a + 1) 


(8) Simplificar 


х +02 — 5х3 
PEE — 2х2 9х 9 
Descomponiendo por evaluación se tiene: 
x8 + x* — 5x +3 (х= T)(x — 1)(x +3) g=] 


(9) Simplificar 


EJERCICIO 119 
Simplificar o reducir a su más simple expresión: 


3ab 8 15a?bn—45a?bm 15 2ax--ay—4bx—2by 
2a?x--9a3- ^ 10a2b?n—30a?b?m | |. ax—4a—2bxJ-Bb ` 
2.42 2. ab—6b? 
E nci. ёс -2-2-2 n Ae 
3x?y—3xy? х2--2ху--у? a*x —6a?bx--9ab?x 
2 2 
3. 20x+4bx 10. 3xyT15xy 17. " +n ; 
3ay+6by 52-25 m*—n* 
2 9€ — а= 2 3 8 
a * 2x 3 11. £ 4ab+4b | 18. х%+у 
х—8 а3—8Ь5 (x+y)? 
2,3 84-4х2-- нуз 
5 10a?b3c : 19, * +4x 21x 19. (m ny 
80(a3—a?b) х3-49х т2—п? 
aM 2 са, —x 3 
6 X 20 18. ER 20 (a ev 
бах--10а 15x?—7x—2 08-38 
2_4x— 3 Betis 
3x?—4x—15 14. а%+1 81.24 20 


х2-5х--6 ` a*—a?--a—1 a?—1a4-10- 


31. 


32. 


34. 


35. 


3T. 


38. 
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(Ia?) 
а?+9а+1` 
a*b?—a?b* 
ai—b* ` 
x2—y? 
х8--у8! 
24a5b--8a?b? 
36a*--24a3b4-4a?b? ` 
78-41 
n?—5n—6 
8n?4-1 
8n3—4n?--2n' 
a?—(b—cy? 
(а+Ь)%—с?` 
(a+b)—(c—d) 
8х3--9х2 
10a?(a*4- b?) 
6a*—6a3b4-6a?b* ` 
a(4a?—8ab) 
x5— 6x? 
(х—4у)? 
x5—64x2y9 
х3—8ху? 
x*—6x2y2--9y* 
m*n4-3m?n-F9mn 
шиг” E 
x5—8x?-4-15 
х3-49 
a*--6a?—'7 


39. 


48. 


51. 


52. 


54. 


55. 


3х2+19х+20 
6х2+17х+12' 
4a*—15a?—4 
7а2—8а 90 ' 
125а+а* 
2a5--20a?--50a " 
a?n?—36a? 
an?--an—30a* 
3m?-4-5mn—8n? 
m$—n3 
15a3b—18a?b 
20a?b?—24ab? 
9x?—24x--16 
9x*—16x2 ` 
16а2х--25х 
12а%—7а2—10а` 
8x*—xy? 
4x1—Ax3y xy? 
3an—4a—6bn+-8b 
6n?—5n—4 
x*—49x? 
x*--2x?—63x 
rey” y 
2x54-6x?—x—3 
х3--8х2--х--3 ` 


a*?m—4am--a*?n—4an 


a*—4a5— 12a? 
4a?—(x—3)? 
(2а+х)?—9 ` 
m--am-4-n—an 
1—3a--3a?—a* ` 

6x?+3 
42x5—9x3—15x 


56. 


10. 


T1. 


72. 


а2—а%—1+а 
8x*--12x?y--6x?4-? 
8n3—125 
25—20n--4n* 
6—x—x? 
15--2x—x*' 
394-2x—8x? 
4--5х-6х2 ` 
m?n?--3mn —10 
4—4mn--m?n? ` 
x*--x?y —4b?x —4b*%y 
40?—4bx4-x? 
х9-нх8-42 
(x*—*--2)(x*—9) 
(x?—2x—3)(x*--x—6) 
(42-4а--4)(442-4а--1) 
(a?4-a—6)(2a*—5a-H2) ` 
(x*—3x)(x?—1) 
(4n?--4n—3)(n?--1n—30) 
(2n2—71n--3)(4n?--12n4-9) 
Qo» s. 
(x*—y*) E x?y E xy?- py?) 
х3-4-3х2-4 
х3--х2-8х-18 * 
х8—х2—8х+12 
х3-2х3-х2--20х-12 ` 
x*—'1x2—2x--8 
x*—92x3—9x?--10x--24 
а5-а8--2--1 
a5—24*—644-8a?--5a—6 
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187 SIMPLIFICACIÓN DE FRACCIONES. CASO EN QUE HAY 
QUE CAMBIAR EL SIGNO A UNO O MAS FACTORES 


. "e 2a — 2b 
| Ejemplos | (1) Simplificar xci 


(2 


(3 


(4 


- 


- 


- 


22-25 2(a—b) | 2(a—b) 2 

38-38 3-0) 3-5) 3 

Al descomponer vemos que no hay simplificación porque el factor (a — b) del 
numerador es distinto del factor (b — a) del denominador, pero cambiando 
el signo a (b — a) se convierte en (a — b) y este factor se cancela con el 
(a — b) del numerador, pero como le hemos cambiado el signo a un factor 
(número impar ) hay que cambiar el signo de la fracción, para que ésta no 
varíe y por eso ponemos — delante de la fracción. 


Descomponiendo: 


ALS ax? — 9a 
Simplificar ————— ——————. 
3x — 3y — x + xy 


ах? — 9a . о(х+3)(х—3) _ a(x+3)(x—3) _ alx + 3) 


3x— Зу — х2 + ху (х—у)(3—х) (у — x)[x— 3) y—x 
Le cambiamos el signo al factor (3 — x) convirtiéndolo en (x — 3) que se can- 
cela con el (x — 3) del numerador, y también le cambiamos el signo al factor 
(x — y) que se convierte en (y — х). Como le hemos cambiado el signo a 
dos factores (nómero par) el signo de la fracción no se cambia. 
Si le cambiamos el signo solamente a (3 — x) hay que cambiarle el signo a 
la fracción, y tendremos: 


ax* — 9a _ о(х+3)(х—3) _ а(х+3)(х—3)__ о(х+3) А 
3х—3Зу—х?+ху | (х — y)3 — x) (x — ух —3) y — 
Ambas soluciones son legítimas. 

2а? -a—3 
Simplifi 
implificar —-— ,— 
222-0-3 | (2043(8-1) __ (2043а-1) | 2043 , 
1--08 | (1—a)lca-o") | (б—1)1+а+ c) ara C 
x? — Ax +4 
Simplifi —————., 
implificar Хэ-г 
idad. (х—2р 2 [x20 ls (x — 2P ша ЭЭ 
4?—x* 404—2) х424)2-х) | хї(2+х)(х—2) "хх +2) 


Aquí le cambiamos el signo al factor (2 — x) y a la fracción. 
También, como la descomposición del trinomio cuadrado perfecto x? — 4x + 4 


puede escribirse (x — 2)? o (2 — x)?, usando esta última forma, tendremos: 
х2— 4х +4 _ E — x 
4d—x* — xN2-x)2—x) x2 +x] 


10. 
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Simplificar o reducir a su más simple expresión: 


4—4x 
6x—6 
a?—b? 
Pr 
m?—n? 
х2—х—12 
16—x? ' 
3y—6x 
2mx—my—2nx+ny' 
2х2—9х—5 
10--3x—x? ` 
8—a3 
a?+2a—8 ` 
a?--a—2 
n—an—m--am 
4х2—4ху+у? 
5у—10х 
3mx—nx—3my+ny 


пу?—пх?—3Зту?+3тх?` 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


9—6x--x? 

x2—7x+12 

a?—b? 

pias” 

3ax—3bx—6a+6b 

2b—2a—bx--ax ` 
а?—х? 

x!—ax—9x--3a. 

3bx—6x 

8—b3 ` 

(1-а) 

а—1 ` 

2x3—2x*y—2xy? 

3y*--3xy?—3x*y ` 

(2-2) 

(8-а) ` 

2x?—22x--60 
75—3х2 

6an?—3b?n*? 

b*—4ab?--4a? 


21. 


(х—у)+—: 
CINE 
3a?—3ab 
bd—ad—bc+ac ` 
(х—5)* 
125—х%` 
18x—6—6x? 
6х2—13х-+6` 
2x3—2xy?--x?—y? 
2ху2--у2-2х3--х2 ` 
30x?y —45xy?—20x* 
8x34+27y* 
n+1—n8—n? 
ni—n—2n*42' 
(x—2)*(x*--x—12) 
(2-х(8-ху ` 
5х2-415х2у 
90х%у2—10х5 
(х2—1)(х2—8х+16) 
(х2—4х)(1—х2) | 


188) SIMPLIFICACION DE FRACCIONES CUYOS TERMINOS 
NO PUEDEN FACTORARSE FACILMENTE 


REGLA 


Hállese el m. c. d. del numerador y denominador por divisiones suce- 
sivas y divídanse numerador y denominador por su m. c. d. 


Ej emp lo "WP 


Hallando el m. c. d. del numerador y denominador por divisiones sucesivas 
se halla que el m. c. d. es x(x? — 2x + 5) = х? — 2x? + 5x. 


Ahora dividimos los dos términos de la fracción por su m. c. а. x? — 2x? + 5x 


y tendremos: 


xt — 2% + 5х% — + 22 —5 
х5 — 2x* + 6x3 — 2x2 + 5x 


x9 — 2x5 + 5x* — x8 + 2x? — 5x 
х5 — 2x* + 6х3 — 2x? + 5x 


120—258 4506-4 009 m (20 90) 1-1 


(х5 — 2x* + 6х8 — 2x? + 5х) + ( x3 — 2x2 + 5х) 


— К, 


EY 
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> EJERCICIO 121 


Simplificar las fracciones siguientes hallando el m.c.d. de los dos 
términos: 


at—adx402x2—axt 7 1-х-х3--х5 
a*—a?x —2a?x?--2ax* 1—2x—x?—92x8-x*' 

2 х44-8х84-4х2-3х--0) 8. 2m*--2m?n—mn?—n* 
x*-F3x9--6x?--3x--5 3m3--3m?n-F-mn +n? 

3. 2axi— ax*—ax'—2ax-2a. д. 6a5--3a*—4a?—2a?--10a4-5 
3ax*—4ax?-F-ax?-4-3ax—3a 3a9--7a*—a?-4-15 

4 6х8—-13х2+18х—8 10. 5х8-410х4--21х8--2х--4 
10х3--9х2--11х--12 8х9- 6x*--llx*-2x—4. 

p Bey y, ji, л#—8п5—пё+3п#+1п%—21п 
2x1—5x5y--Ax?y?—xy* n54-2n5—n*—2n*--7n?--14n 

6. 2a*—a*-2a*-F2a^-3. 12. a'+20%—5a54+8at+a*+20%—50+8 
3a5—a*--3a?--4a?--5 05--2a5—5a*--10a3-4-4a?—10a-4-16 


11. REDUCIR UNA FRACCION A TERMINOS MAYORES 


Se trata de convertir una fracción en otra fracción equivalente de nu- 
merador o denominador dado, siendo el nuevo numerador o denomi- 
nador mültiplo del numerador o denominador de la fracción dada. 


| Ejemplos (1) Reducir 2 а fracción equivalente de numerador ба?. 
ба" 


Para que 2a se convierta еп ба? hay que multiplicarlo por 602--20-:3а, 
luego para que la fracción no varíe hay que multiplicar el denominador por 


За: ЗЬ X За —9ab, luego 

2a ба? 

—:=——. 

ЗЬ ?ab 
La fracción obtenida es equivalente a la fracción dada porque una fracción 
no varía si sus dos términos se multiplican por una misma cantidad. 


5 
(2) Convertir zx en fracción equivalente de denominador 20o?y*. 
y 


5 — 
4y? 73 20a*y* ' 


Para que 4y? se convierta en 20a?y* hay que multiplicarlo por 20a?y* + 4y? = 5a?y, 
luego para que la fracción no varíe hay que multiplicar el numerador por 5a?y: 


5 X 5a?y = 25а?у, luego 
5 25а?у 


уЗ 20051 
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(3) Reducir 


Х-2 : x 
3 a fracción equivalente de denominador x? — x — 6. 
Pm 


x—2 


х-3 x'—x—6' 


Para que x—3 se convierta en х2 —x— 6 hay que multiplicarlo por 
(36 —x—6) (x—3)- х + 2, luego el numerador hay que multiplicarlo por 
x + 2, y tendremos: 


K-—2.'Ix-Z|be-2) - 25-48 " 
x—3 | xi—x—-6  x-x-ó6 ` 
MW EJERCICIO 122 
Completar: 
2 3 
йл S. rr є M n! A E rom 
2a 4a? а+2 2х--) 4х?+4ху+у? 
а т 
$c 9. 298 INL ———є„є UTE uUa 
9x? a+b — a?*42ab4-b? x+1 
& 2. ik E WE Ше 
ab? 24253 x3 х2--5х-6 a+1 48-41 
2.2 3 = 
y 5 989 яр 228 IR al T 9. 
8y х+а Зх 9x?y 
-- PEE aos 
5 4m o 12. x d _ 19 х 1 х 1 
bn* bn? 6 12 x+1 
"O. o АЖИ "Эр мэт $6. . 
5 15 a—b | a*—b? Ta? — 63a?b 
E 9.2... 
Eo Sae s o £p eb. Uo DN 
х-1  x?—x а x+5  x?--3x—10 


Ill. REDUCIR UNA FRACCION A EXPRESION 
ENTERA O MIXTA 


Como una fracción representa la división indicada del numerador en- 
tre el denominador, para reducir una fracción a expresión entera o 
mixta aplicamos la siguiente: 


REGLA 


Se divide el numerador entre el denominador. 

Si la división es exacta, la fracción equivale a una expresión entera. 

Si la división no es exacta, se continúa hasta que el primer término 
del residuo no sea divisible por el primer término del divisor y se añade 
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al cociente una fracción cuyo numerador es el residuo y cuyo denominador 
es el divisor. 


Ejemplos 48 — 2x? 
=> 


(1) Reducir a expresión entera 
х 


Dividiendo cada término del numerador por el denominador, se tiene: 


3a? — 1202 — 4 
3a Ч 
Dividiendo el numerador por el denominador: 
3à$—12à?—4 |3a  —— 


(2) Reducir a expresión mixta 


— 3a? "e 
— 12a? —4 
12a? —4 
—— 303 — 1202 — 4 — а? — 4a + —. 
—4 3a 


Cambiando el signo al numerador — 4 y “cambiando el signo a la fracción, 
tendremos: 


4 
3a? — 1202 — 4= a? — 4a. — —. 
За? — 120* 4=a*—4a 32 R. 


6:9 — 33? — 5x + 3 
302—2 
6 — 3х2 — 5х +3 | 3х2 — 2 
— 6x3 + 4х 2x —1 


—3?— х+3 
3x? —2 


—- xl 


6x3 — 3x? —.5х +3 =x+1 


Tendremos: BE ТСТ =2x—1 + E m3 


Cambiando el signo al numerador (a cada uno de sus términos) y a la frac- 
ción, tendremos: 


W EJERCICIO 123 
Reducir a expresión entera o mixta: 
6a*— 10a? 4 9x3y —6x2y?--3xy* "Ялах: 4 10а2+15а—2 


2a j Зху х 5a 


(3 


Reducir a expresión mixta 


- 
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6. 

8х 

6. х2—5х—16 
x42 

12х2-6х-2 

y ------. 
4x—1 
av43b3 
а+әр ` 


9х3—6х2+8х—5 


10. 


11. 


х8-х2-6х-1 
x?—38 ` 
3x*-FAx?y--2xy?—6y* 
3x—2y | 
2х3-1х2--6х-8 
2x?—x4-1 

2a5—3a?--a? 

ata+1 ` 


IV. REDUCIR UNA EXPRESION MIXTA 


А FRACCIONARIA 
REGLA 


18. 


14. 


16. 


16. 


x*—4x?—3x 
1013—18n?—5n4-3 
8x* 
4x*--5x--6 
6m?--3m?n 


3m?—mn?-4-n? 


Se multiplica la parte entera por el denominador; a este producto se 
le suma o resta el numerador, segün que el signo que haya delante de la 
fracción sea + о —, y se parte todo por el denominador. 

La fracción que resulta se simplifica, si es posible. 


| Ejemplos | 


(1) Reducir x — 2 + 


x— 


1 a fracción. 


3 " Їг-21(хк--11553: PERS O MAS 


e C теринин R. 
x—] x—1 1 e 
н а? + b р 
(2) Reducir a -- b — a fracción. 
a 
- а? +62 (a-cb)(a—b)—(d?--b?) а – 2 – о? – hb? 2b? 
d —— —————— M ——————— ШИ 955 Я 
a—b a—b 8-5 a—b 
IMPORTANTE 
Obsérvese que como la fracción tiene signo — delante, para restar el nu- 


merador а? + b? hay que cambiarle el signo a cada uno de sus términos y 
esto se indica incluyendo а? 4- b? en un paréntesis precedido del signo —. 


(3) Reducir x+ 1— 


x +1 


х? + 5х +6 


x8 + 5x? — 18 


a fracción 


x? + 5x 4-6 


х + 5x 4-6 


® 4 52—18 GT) o8 5х +6) — (х9 + 5х2 — 18) 
AER | 
хз бх +6 х2 — 5х2 +18 х2 + 11х + 24 (х +8) (х +3) х+8 
anto -53)(х4-2) 


х+2 


Б- EJERCICIO 124 
Reducir a fracción: 
l a+ 5 5 
а+2 
n? 


2. m—n-——. 
m 


3. 5———. 
x5 Dci 
ab 
4 a+ 7 
5 a+b 
«2 
Es 
6. TN 
а-х 
1. 2a*x 4 
а+х 


13. 


14. 


3 


o m 
m*—2m-FA— 


m--2 


ie 3x(x--2) 


x—2 


о £x 
ын, 


х? 


REDUCCION 


15. 


16. 


11. 


18. 


19. 


V. REDUCCION DE FRACCIONES AL MINIMO 
COMUN DENOMINADOR 


A FRACCION 


e 207 


e Tab*—b* 
а?+3а —b*4- — DU 


x54-2 
х%—х+1 
х3—2х24-1 
x*—4x-43 
3a?b--3ab? 
a a?—b? ` 
х3-21 
2649 
2a*—11a+9 
а?+а—9 ` 


-—(x+1). 
х--8- 
За 
x—3 


a*—3a4-54- 


192) REDUCIR FRACCIONES AL MINIMO COMUN DENOMINADOR es 
convertirlas en fracciones equivalentes que tengan el misino denomi- 
nador y que éste sea el menor posible. 
Para reducir fracciones al mínimo común denominador se sigue la si- 
guiente regla, idéntica a la que empleamos en Aritmética: 


REGLA 


1) Se simplifican las fracciones dadas, si es posible. 
2) Se halla el mínimo común múltiplo de los denominadores, que 


será el denominador común. 


3) Para hallar los numeradores, se divide el m. c. m. de los denomi- 
nadores entre cada denominador, y el cociente se multiplica por el nume- 


rador respectivo 


Ejemplos 


Hallamos el m. с m. de a, 20° y 4x? que es 4а5х7, 


(1) Reducir —, 
а 


2 


203) 4x? 


5 | 
— al mínimo común denominador. 


Este es el denominador 


común. Ahora dividimos 4a“x” entre los denominadores a, 2a? y 4x? y cada 
cociente lo multiplicamos por su numerador respectivo, y tendremos: 


Да?х? => a = 40ҳ? 


а 4а?х? 


2 2Х4ах2 _ Вах? 


Да?х? 
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4a?x? + 2a? = 2x? Es = i. cal = ёр 3 
2a? 4a*x? 4a? x? 

4a?x? = 4x? = а? AR 5a? 1 
4x? 4a*x? 4a? x? 


Las fracciones, reducidas al mínimo comón denominador, quedan: 


Estas fracciones son equivalentes a las fracciones dadas porque no hemos he- 
cho más que multiplicar los dos términos de cada fracción por el cociente de 
dividir el m. c. m. entre su denominador respectivo, con lo cual las fracciones 
no se alteran (176). 


1 2-1 4-3 EN : 
Reducir —-, ———, ——— al mínimo común denominador. 
3х2 бх 9x3 
El m c. m. de 3x?, бх у 9x? es 18x?. Este es el denominador común. ` 
1 1Х6х _ бх. 
3x? 188 — 18 


xl. Зх? (х | _ Зо — 3х2 


(2 


— 


Tendremos: 18x? + 3x? = бх 


18х3 + бх = Зх? = = Е 
бх 18x? 18x? 
2x-3 2(2x—3 4x — 6 

18x8 + 9 = 2 dub MN C ae ЯВ, ыы 
9x? 18x? 18x? 


tidis amb 2a 3b 
те cem 
E 85-55 84-05 


ab 
Hallemos el m. c. m. de los denominadores, factorando los binomios: 


ab — ab 
ab 4- b? 2 b(a-- b) 
a? 4- ab 2 a(a-- b) 


Ahora dividimos el m. c. m. ab (a + b) entre cada denominador o lo que es 
lo mismo, entre la descomposición de cada denominador: 


al mínimo común denominador. 


(3 


— 


ab (a 4- b) a—b  (a—b])(a-- b) a? — b? 
Ex didicit аа 
ab(a--b) _ 2a. _ _2аХо_ NEN dE 
blab) оо 054535 (8485) eb(oacb] 
ab(a--b) - 3b _ 3ыхь. 3b? 


“тЫ ар аһатыы  eb(edh]) 


11. 


12. 
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+3 2 4 
AS E A NA E 
х#—1 x243x+42 x*+x-2 
Hallemos el m. c. m. factorando los denominadores: 
x* —1—(x-41)(x—1) 


зекет) ЖЕНЕ ИШТЕ 


x +х—2=(х+2(х—1) 
Dividiendo el m. c. m. (x + 1)(x — 1)(x- 2) entre la descomposición de cada 
denominador, tendremos: 


al mínimo común denominador. 


beri oer2) a EE (x+3)(x+2) v (OX 5x có 
(x - 1)(x—1) x —1 (х+1)(х—1)(х+2) (x (x—1)(x4-2) 
(х--1)|х-1)(х-4-2) — LES a 2x(x—1) DL 2x* — 2x 
(БЭХ)... ЭШЕК? (ат ор. 4Х-м3(х-401(х421: 

(х++1)(х—1)(х-++2) _ ХҮРЭЭ» -S (xs) [xc 2 х? + 5x +4 
nl gar а Р тра EF 215-21405:452) 
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Reducir al mínimo comün denominador: 


E 1 НЬ ша 82.2... sol 
b ab x'—-1 х2—х—9 2 5х-15 10х+30 
x 4 14. a—3 3a 26. 25-1 8х+1 4х+8 
да За?х 4(a+5) 8 x*4' 3x-12' 6x+24 
2.8. m 7 * a 2 EM 
2x7 4х' 8x3 З(4-х) 6 а+4' 9a?—95' За-5 
E Z 3 16. 3 2 **8 gg, 241 | x12  — dx __ 
ab? аЬ’ qv x? xy! xix x*—4' x*«4x—6' х2--5х--6 
LN ЭРЧ... B lio 5 шү. а эю. A и 
6x? 9ху” 12у% 2a-2b' 4a—4b' 8 a*4-a—20 ' a?—7a4-12 
а-1 5 а+2 х y 3 atl 
y їй x | | mM р жар 

3a ба a? xy хї-ху ху+у? a?--2a—15 

52 S CIMA spe ER CLONE EON 
х?у' Зху” a?—b*' а?+аЬ' a?—ab a5—1 а?+а+1 а—1 
mw mue Lus UE LL A 2-2 22-13 

2m ' 5m?*n' 10n?” x4l' x-1' x?-1 x-1' x*-1' 3 
зү gab Чы її s ж. P РОТИ Per 
6. 92a 39b m?—n?' т?+тп' m?—mn' 2a*--9ab' a?x--abx' 
SEE NOS E oa, Ы Е MH А 

За? 4527 9 n-l n+1' n-1 4ax?—4bx? 
23 ав, 81-08 b ачы gy 1 оз Зөн) 
5 xl a*-b?' a?—b3 aos P dej (a—1)* (а—1)* 
а 5 24. 3x  x—1 1 34. 2x—3 3 2х-1 


a--b' a?—b?' x—l x42' x24x-2' 6х2+7х+9' 9x41' 6x4 


ROPEOS DE 
HISPANO-ARABE (Siglo XIII) La matemática his- Juan de España, que puso en latín las obras de А! 
pano-árabe se introdujo en Europa tarios que de las Jte Juan de Sacrobosco o Hollywood, que tradujo 


y 
guido de éstos, que dio una versión latina de Euclides. 


CAPITULO 
OPERACIONES CON FRACCIONES 


) Se simplifican las fracciones dadas si es posible. 


) Se reducen las fracciones dadas al mínimo común denominador, 
si son de distinto denominador. 


) Se efectúan las multiplicaciones indicadas. 


) Se suman los numeradores de las fracciones que resulten y se par- 
te esta suma por el denominador común. 


) Se reducen términos semejantes en el numerador. 
) Se simplifica la fracción que resulte, si es posible. 
| 7 3 =2 
Ejemplos (1) Sumar — y Ён 
20 ба? 


Hay que reducir las fracciones al mínimo común denominador. 


210 
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El m. с. m. de los denominadores es 6a?. Dividiendo ба? entre los denomina- 
dores, tenemos: 6a? + 2а = За y ба? +60? = 1. Estos cocientes los multipli- 
camos por los numeradores respectivos y tendremos: 


X gani 3(3a) an2 9а ў a 2 
2a ба? ба? óa? ба! ба? 


9 —2 108-2 
(sumando los numeradores) =- ga => 


баё ба? 
ч 2(5ва—1) 50-1 
i - = . R. 
(simplificando) 652 302 
q x2 1 
(2) Simplificar ——— pa + 


El m. c. m. de los denominadores es 10ax?. Dividiendo 10ax* entre cada de- 
nominador y multiplicando los cocientes por el numerador respectivo, tenemos: 


х-4а х-2 1 “5 (х-4а) + 2a(x — 2) + ax 


JL = 
2ax + 5x? 10х 10ах? 
5x? — 20ax + 2ax — 4а + ax 
(multiplicando) — м > 
10ax* 
5x* — 17ах — 4a 
(reduciendo términos semejantes) = ————-—————-. R. 
10ax* 
I|» EJERCICIO 126 

Simplificar: 

" x—2 y BEER. 6. n 2.3 2 11. m—n + n—a 2a—m. 
4 6 т? mn m mn na am 

2 1 2 PET - ug 
E Su д E, I. 12. +2 x*—2 2. 

5a? Bab 2x x? Зах? 3x 5x? 9х3 

a—2b | b—a 24-38 3x+2 х-а 1  b?—a? ab+b? 
3. —— + ——— 8. y 13. ------ A 

15a 206 3a ш 10х бах ab йл ab? a2b? 
4. a--3b a?b—4ab* 9. З x+2 x2 14 a+3b Л 2а-48т A 

3ab 5a?b2 5 2x 6x? ab am a 

а-1 4.22 3044 10. x—y $ 2x+y Jete. 

3 6 12 12 15 30 


(95) suma DE FRACCIONES CON DENOMINADORES COMPUESTOS 


Ejemplos 1 1 


(1) Simplifi + — 
i plificar —— +3 “2-2 М-1 
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Hallemos el m. c. т. de los denominadores, factorando los binomios: 
3х +3=3(х +1) ——— 
2x —2-2[(x—1) т. с.т: 6(x+1)(x—1). 
х2-1:5(х-1)х-1) 1 

Dividiendo el denominador común 6(x + 1) (x —1) entre cada denominador, 


o lo que es lo mismo, entre la descomposición de cada denominador, y multi- 
plicando cada cociente por el numerador respectivo, tendremos: 


1 1 1 _2(х—1)+3(х+1)+6 
3,433 3-3 ab lxt 1)(x—1) 
2x —24-3x - 34-6 
6(х+ T)(x—1) 

5x +7 
6(x--1)(ix— 1) 


( multiplicando ) = 


(reduciendo términos semejantes ) — 


-1 a—2 + a+ó 


a 
+ MET 
а2-4 a*—a—6 а? – 5а+6ӧ 


(2) Simplificar 


Hallemos el m. c. m. de los denominadores: 


a? — 4—(a-2)(a—2) 
a?—a—6-—(a—3)(a--2) m.c.m.: (a-c-2)(a—2)(a—3). 
a? — 5a +6 = (a—3)(a—2) 


Dividiendo el denominador común (a--2)(a—2)(a— 3) entre la descom- 
posición de cada denominador, y multiplicando los cocientes por los nume- 
radores respectivos, tendremos: 


а-1 8-2 а+ 6б “1 Цөг-3) (6-20 (a2) [o4 6) 
а2-4 4 -а-6 о?—5а+6 (a+2)(a—2)(a—3) 
a? — 4a + 3+ a* — 4a + 4+ a? + 8a + 12 
(a-4-2)(a—2)(a—3) 


( multiplicando ) — 


. 55 | - За? + 19 
(reduciendo términos semejantes ) = (6-4На-31 
|» EJERCICIO 127 
Simplificar: 
A д 3m "TRE ЖИНИ: om UE 
а+1 8-1 т-8 т-2 8х-2у 9х2—4у? 
Ж: 242 
2. 2 + 1 | 6. x+y 4 х » 10. x+a , 3a*—x | 
x+4 x-3 х-у x+y х+8а  x?—9a? 
3 6 de x+1 a a 
3 + я Y A, ig —Ll— 
1-х 2х+5 х2-1 (х-41р 1-02 144 
4. x х 8. 2 3% 12. 2 2 


x—y xy x—5 Li х2—95' a?—ab t ab+b2' 
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13. а шин g9, **1 x—3 юэ 
9a?—b? 3a+b 10 5х—10 2 
14 1 1 x45 x+4 x—3 
E ia НЬ 5.55 da ле „ы rci 
a*—b? — (aby х%?+х—12 Ы x?--2x —15 T x?-F9x4-20 
3 2 —9х? 
15. + = aa l 1—2x — — 
нэ Хн Са»?! x-2  x3*—8  x24+2x+4 
16. _* atx 8 А ж Ў. ed 
a?—ax ах ах-х а+1 (а+1)2 (а+1)8 
17. 8 ы ы 4 28. би ¿AA E 
2x+4 2х-4  x*—4 3x*-11x-6 х2—9 3x42 
18. 1 1 ia DN 21 Eo 1 3 
х+х%® x=x? 0 ]-x х8-1 х+1 x?-x41 
х-у x+ 4х 1 
19. ай did ай" ; л 28. E CDL GA RE, ээх 
x+y х-у  x*—y х-1 (х—1)(х+2) (х—1)(х+2)(х+8) 
20. 1 + а + а+5 ] 29. x—2 à x—3 2x—1 . 
а-5  a?—4a—5 а?+а+1 2x?—5x—3 | 2x?—8x—2 х2—5х+6 
21. 3, 2 1—85a 30. 2—2 , 2+8 , а+1 
а Ба 8 ' 2541-9 a-l ий -8 


il. RESTA 


(96)REGLA GENERAL PARA RESTAR FRACCIONES 


1) Se simplifican las fracciones dadas si es posible. 


2) Se reducen las fracciones dadas al mínimo común denominador, 
si tienen distinto denominador. 


3) Se efectúan las multiplicaciones indicadas. 


4) Se restan los numeradores y la diferencia se parte por el denomi- 
nador común. 


5) Se reducen términos semejantes en el numerador. 
6) Se simplifica el resultado si es posible. 


(197) RESTA DE FRACCIONES CON DENOMINADORES MONOMIOS 


Ы Е 
Ejemplos (1) De шаш restar Momo 
3a 6a?b 


El m. c. m. de los denominadores es ба2Ь. Dividiendo 6a*b entre cada deno- 
minador y multiplicando cada cociente por el numerador respectivo, tenemos: 


а+2Ь 4ab*—3  2ab(a +2b)_ 4ab?.— 3 


3a 6a?b 6a?b 6a?b 
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2a?b + 4ab? — 4ab? — 3 


( multiplicando ) — 


6a?b Рича 
(restando los numeradores ) = 2a*b + 4ab^ — (406? — 3) 
6a?b 
(quitando el paréntesis) = 2095 + dab* — 4ab* + 3 
ба?Ь 
( reduciendo ) = шааж, R. 
ба?Ь 


IMPORTANTE 
Obsérvese que para restar 4ab? — 3 del primer numerador hay que cambiar 


el signo a cada uno de sus términos y esta operación la indicamos incluyendo 
4ab? — 3 en un paréntesis precedido del signo —. 


(2) Rear — 


3x 
El m. c. m. de los denominadores es 3x?, que será el denominador común. 


х-1 x42 xix—1) . 3x2) 


Tendremos: 


x? 3x? 3x? 
x?—x 3x +6 
multiplicando ) — а aama 
Кепенин = а 3e 
2- — (3x 4- 6 
(restando los numeradores ) — z x (2 
3x? 
x?—x —3x—6 
[quitando el paréntesis) — == т 
3x? 
х2 — 4x — 6 
( reduciendo ) — - —À OR 
3x* 


x*-F3x—2 2x45 


(3) Simplificar 2,2 d: 


En la práctica suelen abreviarse algo los pasos anteriores, como indicamos a 
continuación. 


El m. c. m. es 4х2, 


х +3х—=2 2545 2(x*-3x—2)-x(2x 5) 


2x? 4x 4x? 
2x? + бх — 4 — 22 — 5, 
( multiplicando ) = : x 2 2 
4x? 
x—d 
( reduciendo ) = "137 R. 


Obsérvese que al efectuar el producto — x (2x + 5) hay que fijarse en el 
signo: — de la x y decimos: (— х) 2х = — 2х2; (—x)5 = — 5x. 
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то EJERCICIO 128 


Simplificar: 
x—3 x42 a—3  4—3ab? х-1 x-2 x+3 
1. - 5 4. — е 7. —=—- ——. 
4 8 5ab 80258 3 4 6 
2. a+5b — b—3 б. 2а+8 _ а-2 8. 8 2441. 4a^tl 
a? ab 4a 8a 5 10a 20a? 
b Eg dios ao ELE "ЭР, Яаж Mac 
3mn?  2m?n 20x 24y bx. 3x2 15x? 
ал 2 2 


RESTA DE FRACCIONES CON DENOMINADORES COMPUESTOS 


| Ejemplos | y. c 
1 L На MÀ 
] P (1) Simplificar "cb E 


Hallemos el m. c. m. de los denominadores: 
ab—b?=b(a—b) | 
Ь =Ь mem: b(a—b). 
Dividiendo b (a — b) entre la descompósición de cada denominador y multi- 
plicando cada cociente por el numerador respectivo, tenemos: 


a 1) 8-18-5) a-dtb. Ь 1 


See B байр Ба ble e 


Simplificar 33... =- m - аа, 
xx х-х2 х-х8 
Hallemos el denominador comón: 
МҮН RA 
x—x2=x(l—x ) 


xx =x(1—x2)=x(1+x)(1—x) 


(2 


— 


Dividiendo x(1--x)(l —x) entre la descomposición de cada denominador, 


tenemos: 
2 1 1=3x 2(1—=x)-(1+x)-—(1-—3x) 
pr х (Н) 
AAN ERIN 0 а 
x(1-x)(1— x) x(14-x)(1— x) 


Al reducir los términos semejantes en el numerador, se anulan todos los tér- 
minos, luego queda cero en el numerador y cero partido por cualquier can- 
tidad equivale a cero. 
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4х2 — 1 +1) +3 
(3) Simplificar A _ EE, A 
2x2—8 x2+4x+4 x—2 
Hallemos el denominador común: 
2x2-8=2x?—4)=2(x+2)(x—2) 
х2--4х +4= (x +2)? 
x —2-2 (x —2) 


Dividiendo 2 (x +2)? (x — 2) entre la descomposición de cada denominador, 


tenemos: 
4—1 (x+? x3 | (x*2)(42—1)-2(x—2) (F1? 2(x 2 (x 3]. 
23?—8 x24+4x+4 x—2 2(x-2P(x—2) 


(x-2)(48 —1)—2(x—2) G2 + 2x1) — 2 (x2+4x + 4)(x +3) 
E 2(x -2P (x — 2) 

4x? + Bx — x —2—2(x3 — 3x —2) — 2 (x8 + 7x? + 16х + 12) 

| 2(х+2#(х—2) 

_ 4х5 + 8x* —x —2— 2х8 + 6х + 4— 2x? — 14x? — 32x — 24 
2(х+2 (x—2) 

— 6x2 — 27x — 22 бх? + 27x + 22 


i = == — TAE R. 
( reduciendo ) 2(x 2f (х-2) 2(х+2)#(2—Х) 
I|» EJERCICIO 129 
1. De restar ; 6. Restar de ЭР “9 
x— x—3 x—x? x4-x? 
2. De restar T. Restar m QUEM 
m—n ü?—x? (а—х)? 
3. De 1-х restar Ene 8. Restar 1 e TN 
1 1-х 12а+6 6a+3 
4. De ай тезїаг Ea 9. Restar E ON de EE, 
a?--ab ab+b2 a?--a—12 a?—6a4-9 
m?-4-n? b a?-F4ab —3b? 
5. D t i 10. "E o ЫАЛ: Lug e cM 
е т=п ын m?—n? estar a+3b е а2—962 
Simplificar: 
B m a EL x 18,223) ed 
x=] (8-1) 4x+4  8x—8 6a+9 | 4a?--12a--9 
ONU NENNEN Ш. —* 1 "ГЭ. . 41 
08-08 — (a—by ху-у! y xxl 4-1 
y 505 1 ie. 2 b 19. 271 1 — 1 


6x?+x—2 — 4х%?—4х+1` a?—b? arab” а+а  2a-2 2a+2' 
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-.. P ИНЕ об. —9  ..*t2 _ 1-9 
4444  8a—8 12a?+12 х2-х-1 (х-1)  (x3—1)(x—l1l) 
gem Am ТЕ 28 = £7. 45 _ 1. 
х2-ху х х-у а8-535  2a?4+2ab+2b? 2а-25 
22 uL SE IC 21. 3a _ al _ 10а—1 | 
а+ар а a+b 2a*—2a—4  4a?--8a—32 Ba?+40a+32 
a 2 . A CHINE EE. са. = 
х2-ху х?+ху x3—xy? 4a—12x  a*—27x3 2(02--3ах--9х2) 
24. хоо 8 E х 99. 2a?—3 eti 9а2—14 
x*-px—2 x?+2x—3 х2--5х--6 104-10 50 50a4-50 


ili. SUMA Y RESTA COMBINADAS DE FRACCIONES 


| Ejemplos | | 1 gb 
1 " lif Lm t ioi a 
] P (1) Simplificar Rove. T d Ub 


Hallemos el comón denominador: 


a? —ab ша(а--5) 


ab =ab mem: ab(a+b)(a—=b). 
a?b — ab* = ab(o? — b?) 2 ab(a-- b)(a—b). 
Tendremos: 
| 1 + — b(a-b)-(a--b)(a—b]— (a? b?) 
02-05 ab ob—ob ob(a--b)(a—b) 


ob + b? + o? — b* — а? — b? 
abla+b)[a—b) - 
ab — b? 

ab(a-4- b)(a—b) 
bla=b) 1! 

ob(a--b)(a—b] olo+b)] 


( multiplicando ) — 
[ reduciendo ) — 
( simplificando ) — 


dei ES A 
p x?—x х?+3х—4 x* + 3x3 — 4x? 


Hallemos el denominador común: 


x? —x —x(x—1)] 
х2 + 3х 4= (x+4)(x-1) 
x* + 333 — 42 — х2 (x? -- 3x — 4) = х (x - 4)( x —1] 


mema 1+4). 
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Tendremos: 
x—2 x+3 Рай ие x(x +4) (х — 2) — x? (x + 3) + х2 -- 12x + 16 
x —x х2--3х-4  xt+3x? — 4х2 х (x —1)(x4- 4) 


x3 + 2x? — 8x — x? — 3x? + х2 + 12x +16 


Itiplicando ) — 
( multiplicando ) x! (x —1)(x- 4) 


4х +16 
( reduciendo ) — EE, oia, Н 
x? (x — 1)(x4- 4) 
Atx 4) 4 
implifi = ———— = —. R. 
( simplificando ) Sx-IMx*4) Pla=i) 
EJERCICIO 130 
Simplificar: 
2 3 4х—7 x+y — xt2y y 
ee M A : 
4-8 48 x*-x—6 ху ху+у? хїчху 
à д а+12 15 a? + at "iai 
3a+6 6а+12 (120424! ` @@+1 @—а+1 а+1 
2 
x 1 1 16. 1 2x " 8х 
tI 3x я? х-1 x?—1  x?—1 
a3 а-1 а-4 a+b 1 3a? 
о ra Worried Я 
а2—1 МСҮТ: Ыт x a?—ab +b? "UU a34- b3 
a—b de atb _ NM 18. 2 т 2x43. ——— 6x12 
a?--ab ab  ab+b? x—2 -х2-2х-4 х3—8 
х-у x+y Ax? 19 3x+2  — _ох+1 4x—1 
xy ху T х?—у?' ` x?+3x—10 х244х-5 — x?—3x-2 
х T i 1 1 1 1 
=+=, 20. ——— - ==, 
a?—ax я а + х (n—1)? T n—1 (83-19: m 
«Hl ^ «4 4 x45 91 1 4-9 а2+5 
x?—x—90 х2-4х-5 х?+5х+4 ^ ato  (at-5) (48-95 
2x+1 _ х? РА 2х 29 1-x? x2 6x 
12x48  6x?-x—2 ^ 16x—8 | 9—x* 946x--x? 9—6х+х° 
1 1 1 х х+1 х—1 5 
——— тг. Е. == аы ЗИРӘ, ШЕЛ 
ах аах а+х 2х+2 3x—3 6х-6 18х—18 
1 1 2 23 
+ а 28 24. at2 — Та _ а 3 
xty х-у х?+у 2а+2  8a?—8  4a—4 
а-1 " а-2 + a?--2a—6 25 а—8 + 2a+5 4a—1 
3a+3 ва-6 9a?—9 "804410  40a--20  60a4-30' 
1 2 
3 26. 2 1 8 


—— — 4 ——— lM e po a, 
a4?--2a—24 а2-2а-8 а2--8а-12 2x?.-bx--3  2x?—x—6 * х2—х—9 
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а-1 2 a—2 1. $ 1 


1 
21. —. 29. — + —— – ———. 
а-2 a+3 a-l 54-5a T 5—5a 10+10a2 
28 2-3а | 2—3a a 1 1 X x 


а.а ИШ UR, a Ra ЖЕН ESA ЗАРН AA 
2—3a  2-3a  (2—3ay 3—3x  343x x 6-F6x? 2-2х2 


(199) cambros DE SIGNOS EN LA SUMA Y RESTA 
DE FRACCIONES 


Los cambios de signos en las fracciones se usan en la suma y resta de 


fracciones cuando los denominadores no están ordenados en el mismo 
orden. 


| Ejemplos | (1) Simplificar Le 3 E rS 


x х-1 1-x 


Cambiando el signo al denominador de la última fracción 1 — x? queda x? — 1, 
pero para que ese cambio no altere el valor de la fracción hay que cambiar 
el signo de la fracción, y tendremos: 


2 3 х+5 
х+1 х—1 xl 
El m. c. m. es x?— 1 = (х +1) (х – 1). Tendremos: 


2 3 x*t5 2(x—11+3 (x+1)+x+5 
xl х-1 4—17 (х4-1)(х-1) 
2x —2*F3x E 
(x -1) (x—1) 
БН 6х +6 - “бХ... е 
“(х411(х-1) (х+1)(х—1) x= 7 
х 1 2х 
(2) Simplificar —————— — —— — ——————— ——- 
p Э8-2554-8 Sex (85-51(1:-4) 
Descómponiendo x?— 5х +6 = (х – 3} (х – 2). Entonces le cambiamos el 
signo а 2 — x quedando x — 2, cambiamos el signo de la fracción у cambia- 
mos el signo de los dos factores del tercer denominador (3 — x)(1— x) que- 
dando (x — 3)(x —1) y como son dos factores (número par de factores) 
no hay que cambiar el signo de la última fracción y tendremos: 
х 1 2x _x(x—1)+(x—1)(x—3)—2x(x—2) 


(ESI) xcd (x—3)(x—1) (x—Y)x-2)0—3) 
| à —x--xt — dcr 3— DAA 
72 (х—1)(х—2)(х—3) 
—x+3 
TIA 213) 
INTE IA > 
(1—x)(x—2)(x— 3) (1--5|х-22) 
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i EJERCICIO 131 
Simplificar: 
1 1 m 8 2a 3a 2a 
'" m-n nm? ' 4-9  a-3 Ggs: 
2 х? 2х 9 x+3y 38у? х 
'oxt—xy yx "ух xi—y) ox 
1 х * х—8 1 
з. —— + QM pcm. 
2x—x?  x?—4 ә х?+2х—8 * (1—x)(x--2) * х+2 
b 
i As ii Ae 
a?—ab — b?—a? 2a-2  4a—4  8—8a* 
x—4 x 1 а+1 2 
t =—===——= QA A q A 
3 6—2х 18: 4-8 aaa) (2-0)1-0) 
6 1 1 13 2x 2x*--2x? 1 
'ox*-2x—8 — (2—x)(x--3) '.x—-l1 — 1—x9  х?+х+1 
1 1 2 1 14 x+2 d x41 4x*2-6x--3 
' 2x42. 1-х  4x—4 ` 8x—1 3—2x  6x!-11x-3. 


IV. MULTIPLICACION DE FRACCIONES 


REGLA GENERAL PARA MULTIPLICAR FRACCIONES 


1) Se descomponen en factores, todo lo posible, los términos de las 


fracciones que se van a multiplicar. 


2) Se simplifica, suprimiendo los factores comunes en los numerado- 


res y denominadores. 


3) Se multiplican entre sí las expresiones que queden en los nume- 
radores después de simplificar, y este producto se parte por el producto de 


las expresiones que queden en los denominadores. 


| Ejemplos 


(2 


-— 


(1) Multiplicar 2 


= 


3b? 
E" 


х? 


l 202 


М, x 3b? А ш QUAS аж эр. (simplificando) = A. R. 
3b? 4x 20 3XA4X2Xc?Xb?*Xx 4ab 
"ЭРИН... ETRE 
2x +4 хх 
Factorando, tendremos: 
Зх —3 х + 4х +4 «a (х+2# 3(x+2) 3x46 
$ex4 КЫП ый a (d. 
Hemos simplificado (x —1) del primer numerador con (x — 1) del segundo 


denominador y (x + 2)? del segundo numerador con (х + 2) del primer de- 


nominador. 


22. 


24. 


Simplificar: 
2a? | Gb g 55885 ., Teri 15 242, 4405 
3b 4 14 10х--50 2a?—50 3a+3 
xy 10% 9m m+n n? , 2x?—3x—2 3x+6 
x х —. 9. ` НЬ ——————x А 
5 3m? x3 mn—n?  m?—m? 6x+3 2—4 
5e ауа Мт РА xy-2y? х2--2ху--у! 17. у24-9у+18 Р 5y—25 
73 "Tm8 O bx* ” ж?+ху х2-2ху у-5 5у+15' 
5 2а 3b i х2—4ху+4у? х? 18. x*--2x*—8x 2х2--3х 
а b2 10 Co xtE2xy х?—4у?` 4х2--8х-43 ^ xix 0 
2x* 8а? 5х2 T 2x*--2x х?—8х qp; 22-21, ++ 
1548 у ^ "xy? "o Bx х2—9х—3' а3-1 77 x*4-3x-9 
Та, 3m y nE 13. a?—ab--a—b 3 20. a?--4ab--Ab? — 24-45 | 
6m? 10n? 14ах а?+2а+1 6a?—6ab 3 (a+2b)* 
2x?--x 8 | ч (x—y) . х?+х+1 21. lx cta x? 
6 4х+2 ox O (х-уру ` a+1 ^ x—x* a 
x*-F2x х2-2х-8 х2--4х 95 а?—ба+6 6a а2—25 
х2-16 — x*-x? 00 х244х44 ` 8a—15 ' a?—a—30 ^ 2a—4 
(m--nf?—x? | (m—ny—x? x?—8xy—10y?  x?—169? х2—6ху 
C (m-xy—n? `` m?--Enn—mx ` x?—2xy—8y? х244ху x42y | 
2a?--2ab? x8—x EM 21 x?--4ax--4a? | 2ax—4a? ба--бх | 
2ax?—9ax | a?x-b?x " x41. ^ — 8ax—6a? ax+a ^ x?+3ax+2a? 
a?—81 a-Hll _ 20-12. a?--5a? 
28. 3«2410a 42-36 20418. 20422 
a?4+7a4+10 | a?—3a—4 . a?—2a?—3a 
` a?—6a4—7 ' a*42a—15 ^ a?—2a—8 ` 
x*--27x «to 1 xa 
30. l—— — & — ————X* ————X ; 
X&*—X*"Rx 0800987 (х(48у 2—3 


(3) Multiplicar 


-41 | d'*-q—46 


o? --2a' 3a?--7a--4 а – 42 +3 
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За +4 


9 221 


at-— 2-8-8 За +4 
Factorando, tendremos: ———— X ———————— Ж —————— 
а2-2а  3a?-F7a-F4  a?—4a-43 
“(а41)(а:-1) (a—3)(a42), 3+4. _1 
а(а-2) (441)1(3444) (a—1)(a—3) a` 


m. EJERCICIO 132 
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MULTIPLICACION DE EXPRESIONES MIXTAS 


REGLA 


Se reducen las expresiones mixtas a fracciones y se multiplican estas 
fracciones. 


Ejemplo Multiplicar a +3 — 3 1 por a—2+ v 
E | g= 


Reduciendo las expresiones mixtas a fracciones, tendremos: 


5 . lat2d—1]—5 d-F296—9-—35 ATA 


uus - = 

uii а— 1 а-1 а-1 а-1 
44 5 _ (а—2)(а+4)+5 а +20—8+5 с-20-3 

5 а+4 а+4 а+4 а+4 ` 


Ahora multiplicamos las fracciones que hemos obtenido: 
а? +2а—8 а? + 20 — 3 
= х 
а+4 a: а + 4 
N (45:41(:--21,, (a+3)(a—1) 
o asl а+4 


(о+з-——)(о-2+ 


2(8-21843|э 6 -а--6. R, 


Mm EJERCICIO 133 


Simplificar: 

t (5) (тт). Са «тк Уа) 

2. ID (8-5) в. (E -29 (хал -2 

+ (1= ex) 084) JE 
ri ш. (a e a 
5. мн a ЖОЛ чүге 

в (HŽ) (5-22). 1. (27) (0-3) (95): 
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V. DIVISION DE FRACCIONES 


REGLA 


Se multiplica el dividendo por el divisor invertido. 


| Ejem los | DE AMT 
] P (1) Dividir pon entre Яг 


do? doy 4a? эз бо 
3b? 9b* 3b? 2ox х. 


х2 +4 2—1 
(2) Dividir 5 entre : ё 
х2 + 4х  x?— 16 х2 + 4х 4 х(х +4). 4 х : 
—— =— X == UM ааттаан 
8 4 8 x? — 16 8 (x+4)(x—4) 2x—8 
Б- EJERCICIO 134 
Simplificar: 
1 х: 2x TI 20x*—30x , 4x—6 
Зу? уз. ^ lox? — xl. 
242 2... 2 —8: 
2. Ja?b . зз 19. 2 6a--5 Nui 35 
5x? a?—]5a4-56 а?—5а—24 
3 5m? = 10m* 13 8x?--26x--15 bs 6x?--13x —5 
|o qm Mant 16х2-9 ^  9x?-1 — 
2 Bos y. pa 
4. Ga2x3 Ex 14. х3-121х 4% 11х 
5 х?—49 x4 
5 lóm* | 20y? 15 ax?+5 | a?x*-F ba? 
' 19ax* ^ 38a*x* ' 40-17 94-17 
11х2у? а*—1 . а*+4а2+3 
6 ES 4, 16. + ————. 
Tm? 22) а8--ад 3a?--9a 
7 =l. 2x—2 17 x*4-125 " х3-5х2--25х 
ат х2-64 | х24х-56 ` 
8 За? Р 5a? 18 l6x?—24xy--9y? 64x3—27y3 
a*--Gab--9b? 7 a?bd-3ab* | 16x—12y ` 32x?424xy4-18y* 
" xix e 5х2—5х 19 а?—ба ,, 45--8а--54 
^ $xt6x — 2x46 ` a^-3a* a*-9a | 
2 Чамд 
10. 1 2 20. 19% +7x-2 | 6x?4+13x+6 


а2-а-30 ^ a*ta—42 ' ^ 95x)-x ^ 25х°+10х+1` 
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21 x*—1 — , 7х2+7х+7 23 x*—6x-4-9 Р х2+5х—24 
| 2x?—2x+2 | 1+1 ` "42-1 ^ 2x?+17x+8" 
22. 2mx—2my--nx—ny 4 BH d 24. 2a?-- Tab —150? 4.9—802—4002 
3x—3y a5--4a?b a?—4ab—32b? 
DIVISION DE EXPRESIONES MIXTAS 
REGLA 


Se reducen a fracciones y se dividen como tales. 


Ejemp lo Dividir 1 + ЕЕ entre 1 ds. 
у? y 


Reduciendo estas expresiones a facciones, tenemos: 


2ху AY ey dry? 


L+y x+y? ji х2 + у? 
" ES sE 
y y y 
Tendremos: 
х x'-F2xy +y? x+ 
(1+ (14) 07 A 
x? + y? y x? + y? y 
ler". y xy + y? 


т- EJERCICIO 135 


Simplificar: 

L (1+2) (157 5. (ань) A (1 E 

2 (s T "pez Р (=н) Ё (3-2 х-1 

8. (nre = ) + (1+ _ | tope ца), (1+ a 

4. (+3) + (++ 5 8. (==) (1-11). 


Vi. MULTIPLICACION Y DIVISION COMBINADAS 


Cuando haya que efectuar operaciones en las que se combinen mul- 
tiplicaciones y divisiones se procederá a convertir los divisores en 
factores, invirtiéndolos, y procediendo según la regla de la multiplicación. 


MULTIPLICACION Y DIVISION COMBINADAS e 225 


Ч =% 249 8. 
| Ejemplo Simplificar 5 Таныг, RUE UP E m И 
4a—4  a?—6a-9  2a?—2a 


Convertimos la división en multiplicación invirtiendo el divisor y tendremos: 


a—3 ¿ero 30) 16.99 y Cit 9a 20. 20-20 
44-4  di—éa-c9 20-20: 4a—4 а -ба-49 а – 16 


8-3 (4--5)(а4--4) 24(а-1) а(а-5) 
=e- {ези | (4ЄФЯНЫ-4). дааа 
ШИГ 
T 2а? — 14а + 24 
m- EJERCICIO 136 
Simplificar: 
8х 8у 2 a?—8a4-1 a?—36  a?—a—42 
1. —X-—-— Бы == A 
iy 9x 3x* a?—11a+30 — &^—1., a?—4a—6 
ба 88... 5x x*—27x x*--20x--100 — x?—100 
- y" 944). * 1175—80 BREAD | x—3 C 
atl. 3a—3 а?+а 2241 „а%+а | 4x-8 
+ л ба йай 5 565 MEN ЗОЛ 
4 6442-8163 " (%*—9)° ы Д ^" ar 10-9 4x?—9 А 8х2-14х+8 
x?—81 8a—9b (х+9)? 6x2+13x+6 3x?+2x — 9x*--12x44 
x*—x—12 x?—x—56 ‚ Х5-5х-24 10 (a4-b)?*—c? К ал цан arbe 
x?—49 x?--x—20 х+5 ` "(abc 7 a?*-ab—-ac a ` 
11. 25a , үад46а-55.. ах+За ) 
b4- b? b?—] ab?--115? 
12. m?--6m?n-4-9mn? 4m?—n? Ра m3+27n3 
2m?n--Tmn?--3n3 8m*—2mn—n* 16m*%+8mn+n* 
(a?—ax)? 1 08--а х a?—x? 
® а2--х2 ав айх ( a?--2ax-x? " Sax): 
(a?—3a)? 27—a? a*—9a? 
14. —— —— : 


9—a? 5 (а--3)2—За ч (42--Зау? 
VII. FRACCIONES COMPLEJAS 


FRACCION COMPLEJA es una fracción en la cual el nu- — 
merador o el denominador, o ambos, son fracciones alge- 
braicas o expresiones mixtas, como 644. 
х 
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Una fracción compleja no es más que una división indicada; la raya 
de la fracción equivale al signo de dividir y ella indica que hay que divi 
dir lo que está encima de la raya por lo que está debajo de ella. 


a x 
Sý : А а 
Así, la fracción anterior Захих equivale a (2-2) (1-2) 
а х а x 
14— 
x 


206) SIMPLIFICACION DE FRACCIONES COMPLEJAS 
REGLA 


1) Se efectúan las operaciones indicadas en el numerador y denomi- 
nador de la fracción compleja. 


2) Se divide el resultado que se obtenga en el numerador entre el 
resultado que se obtenga en el denominador. 


| Ejemplos | (1) Simplificar ха 


а 
1+ 
х 
а х d-—»x 
Efectuando el numerador: —— — — ———— 
x a ax 
a atx 
Efectuando el denominador: 1 + — = | 
х х 
a x a?—x? 
x a ax 
Tendremos: = 
а а+х 
1+— 
х х 
(dividiendo el numerador _ 92 — x? x (ач x)(a =x) uc ua, roo R 
entre el denominador) ^ ax “a+x ах "ыу а r 
12 
xm 2 
(2) Simplificar 2 u^ 
xT 6-4 
x 
Numerador: 
1 12 (x—1)(x-2)-12 х-43-42-12 х2 —– Зх – 10 
X — d ———— z————————————— ÉE—————————— ————————. 
x—2 х—2 х—2 x—2 


Denominador: 

16 (x--6)(x—2)--16 х2 + 4х – 12 +16 х2--4х--4 
x+6+ —= = -———————————————==—=— ———— 
x 2 x—2 x—2 x—2 
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Tendremos: 
12 x? — 3x — 10 
pio LI 
s4 x-2 — 8-3-10 к<!» к=, 
lé х+4х+ o4 2+4+4 dxt2P —— 92 —— 
spit — AZ 
x—2 х—2 


Obséivese que como la fracción del numerador y la fracción del denominador 
tenian el mismo denominador x — 2 lo hemos suprimido porque al dividir o 
sea al multiplicar el numerador por el denominador invertido, tendríamos: 


ERE 10... 2-3 10 
x Há td. х? 4х: 4 


donde vemos que se cancela el factor x — 2. 
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Simplificar: 
p хаа? Тэшиг 
b x a а? a 
1. . T. ——. 13. — — ——. 
b 2 а 
2+1х—6 
yal adult HEU 
2. : 8. —À ж — 
1-- 1-- 72 
x a x? 
2..52 
E zarb ja 
b a a x—1 
3. p 9 T 15. 1 
14-5 23 1+ 
а 4ab x?—] 
E. 3a ab 
Qmm i71 "nh 
CAO M —— 6 dev 
m тп Ба i a—b 
2 
xd gb x—1— ы 
a+x x+3 
5. 11. ns 13. 
"EN. a? — a WES 
4 ax +3 
2 em 
a 2 i ——> 18. == 
1+- 15-32 —4+ 2311 
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Ahora trabajaremos fracciones complejas más complicadas. 


ERA 
A MAL 
3) Simplifi ——Á 
) Simplificar Е 1 
el wl 
Numerador: 
1 1 хэВ1-15-1).35-1-х-1 2 
х-1 х+1 (х+1)(х—1) (х+1)(х—1) (х41)(х-1) 
Denominador: 
x 1 &(xc-1)—(4—1) te +1 
х-1 x41  (x-1(x—1)  (x-1(x—1) (х41)(х-1) 
Tendremos: | 
_1 1 2 
—1 x+1 (+11) 2 
x 1 45241 — xl 


х-1 х+1 (х41)х-1) 


a 2b ША! 
4) Simplificar ENS 
a—b 46-68 
Numerador: 
ач25 a+b a(a-2b)—(a-- b)(a—b)  a?--2ab — (a? — b?) 
á-h- 4d — йл. 48-86 
ша 2ab — a? +b? _2ab + b* 
a(a — b) a(a — b) 
Denominador: 
b 2a—b  b(4a—b)-*(a—b)(2a— b)  4ab — b? + 2a? — 3ab + b? 
a-b a-b (8-5) 4-5). (8-8) 4-5) 
2а? + ab 


= (a—b)(4a—b) 
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Tendremos: 
a+2b a+b 2ab + b? 
a—b a a(a — b) даб +b? — (a— b)(4a — b) 
^b  23a-b 20-45 Ч a(a — b) рафа — 
a=b 4-5 (a — b) (4a — b) 
b(2a--b) (a—b)(4a— b) (4-5)  4ab—b? 
Я a(a — b) a(2a + b) BE un um 
5) Simplificar хи 
UCM 
x2 


Las fracciones de esta forma se llaman continuas y se simplifican efec- 
tuando las operaciones indicadas empezando de abajo hacia arriba. Así, 


en este caso, tendremos: 


х-2 ЭР х—2_ __ = g 
1 ATT c2] x—x—2 
in > x +2 2 
2 х_ 
+2 
Ё хас. CE NEN "ЭЭРЭХ D 
1 im E —8 1 (x—2)(k--1) x1 
MD EJERCICIO 138 
Simplificar: 
1+ х+1 х--8 y X-Fl 2x э 
x—1 х-4 х+2 1--х2 10 a+x 2а+2х 
1 1 х-1 х-8 ока. 2222 PIS 
х-1 х+1 x42 х-4 = 1—х* a—x а+х 
1 4 2 m? m?—n x+y x=) et2b b 
х-1 x41 п m+n x—y xy T a-b а 
х-2 2х+6 жайы 09 xy x42y- ^ a+b 3b 
x x1 n m х x+y a a—b 
a b a? ax b+x 7 19 
A EE E ET pem - y 
a—b a+b b a а-х 5-х 12 x х? 
a+b + : а. b—a ` 2 2 i 16 
а-б b b a—b а-х  b—x шаг”: 


a b lt I: 21. 1 
1 „ЖЕ. 17. ed Dex. 
$ 1, b c—2b т== 
ps а? a—b-rc x 
4y? а 1—a 
¡Y 88: ¡+ 
х-гу 18 1--8 а 1 
B6 i, Үс HEU U D MEC M 
5y? ad a x 
iin x4 y e 1—a » 
9 9 dd 6x+12 9 
4 х+2 23.  — — —. 
15 1-а 1+а а 2 
“ч син 8. Ни... xc __. 1+— 
- 11x—22 14225 
lta 1-а x—4+ E 
x—2 
AN 1 х--1 1 
SERES НА, e. Il 
ху: yd 1 x 
16. ————— ———. S ===, x— 
1 1 1 х? 
28 1+— х— 
х—ў+% х+у+х va x+1 
25. — 26. ~-e 
a x 
at= А 
1 3 х—9 
a—— Х-- 
а x+1 


VIII. EVALUACION DE FRACCIONES 


(оў) INTERPRETACION DE LA FORMA Р 
а 


La forma —, que representa una fracción 
а 
cuyo numerador es cero y cuyo denominador a 


es una cantidad finita cualquiera, se interpreta así: 77 
En efecto: Sabemos que toda fracción representa el cociente de la di- 


e 
a 


visión de su numerador entre su denominador; luego, — representa el co- 
ciente de la división de 0 (dividendo) entre a (divisor) y el cociente de esta 


división tiene que ser una cantidad tal que multiplicada por el divisor a 


reproduzca el dividendo 0; luego, el cociente o sea el valor de la fracción 
será 0 porque 0x a = 0. 
: ӨР 


9 
a Hallar el valor de E ила 500 рага х = 3. 
Ejemplo х2 2x — 14 
Sustituyendo x por 3, tendremos: 


xa 9 81-59 9-—9 0 
1 


5334-25-14 321-2(3)-14 9-6-14 
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INTERPRETACION DE LA FORMA 2 


: а А 
Sea la fracción y! ёп que a es una cantidad constante y x es una va- 


riable. Cuanto menor sea x, mayor es el valor de la fracción. En efecto: 


Рата = 1, бш. MP 
х 1 
1 а а 
Рага х= —, == —= 
10 a 1 104 
10 
Para х= A. La E = 100 
100 ” Ж Те Жыш 
100 
Para — Y 8.9 = 10004, etc 
771000” "айх аан hp AS 


1000 


Vemos, pues, que haciendo al denominador x suficientemente peque- 


2 Lio Y 
no, el valor de la fracción — será tan grande como queramos, o sea, que 
: vs : : БУУ? 
siendo a constante, a medida que el denominador х se aproxima al límite 0 
el valor de la fracción aumenta indefinidamente. а 
2-0%. 
Este principio se expresa de este modo: _ Z-— — 
El símbolo өө se llama infinito y no tiene un valor determinado; œ no 
es una cantidad, sino el símbolo que usamos para expresar, abreviadamente 
el principio anterior. 
. м а 4 
Entiéndase que la expresión шш puede tomarse en un sentido 


aritmético literal, porque siendo 0 la ausencia de cantidad, la división de 
a entre 0 es inconcebible, sino como la expresión del principio de que si el 
numerador de una fracción es una cantidad constante, a medida que el de- 
nominador disminuye indefinidamente, acercándose al límite 0 pero sin llegar 
a valer 0, el valor de la fracción aumenta sin límite. 


+4 
Ejemplo Hallar el valor de Ex para x = 2. 
Sustituyendo x por 2, tendremos: 
x4 2-4 6 6 


-=0, Ё. 


x —3x-2 2-3(2|-2 4-6+2 0 
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INTERPRETACION DE LA FORMA = 
Consideremos la fracción 3 en que a es constante y x variable. 


Cuanto mayor sea x, menor será el valor de la fracción. 


a а 
En efecto: Para х= 1, —5 1d 
х 1 
Para х= 10, 2 m. m * 
x 10 10 
а а 1 
Para x — 100, === —-q, etc. 
x 100 100 


Vemos, pues, que haciendo al denominador x suficientemente grande, 
: а m 
cl valor de la fracción — será tan pequeño como queramos, о sea que a 
" x 


medida que el denominador aumenta indefinidamente, el valor de la їгас 
ción disminuye indefinidamente, acercándose al límite 0, pero sin llegar 
a valer 0, 


Este principio se expresa: 


Este resultado no debe tomarse tampoco en un sentido literal, sino 
como la expresión del principio anterior. 


х-1 
Ejemplo Hallar el valor de para х = 3. 
4-3 
cl Bel, 2 2 
Sustit d or 3, tenemos: c T Em > 8. 
ustituyendo x por enemos 5 5 5 5 0. R 
x-—B8. 34-3, 10 


(ni) INTERPRETACION DE LA FORMA M 


Considerando esta forma como el cociente de la división de 0 (divi- 
dendo) entre 0 (divisor), tendremos que el cociente de esta división tiene 
que ser una cantidad tal que multiplicada por el divisor 0 reproduzca el 
dividendo 0, pero cualquier cantidad multiplicada por cero da cero; lue- 


go, q puede ser igual a cualquier cantidad. Así, pues, el símbolo 


E — valor indeterminado. 
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(12) VERDADERO VALOR DE LAS FORMAS INDETERMINADAS 


| Ejemplos (1) Hallar el verdadero valor de ESL para x — 2. 
ds de A) 
Sustituyendo x por 2, se tiene: 
x* =d 22—4 4—4 0 | . 
TUS = SU i-a = CUTS = 9^ valor indeterminado. 


La indeterminación del valor de esta fracción es aparente y es debida a la pre- 
sencia de un factor común al numerador y denominador que los anula, Para 
suprimir este factor, se simplifica la fracción dada y tendremos: 


о A NV ME 
х2--х-6 (x-3)(x-2) x+3 
E — x2 
“+х—6 x43 
Haciendo x — 2 en el segundo miembro de esta igualdad, se tendrá: 
x* —4 EE LINE 


834-3-6 2-3 5 


Entonces: 


8-4 
Luego el verdadero valor de КЕ. ане. 0 рага х= 2 es —. К. 
ХЭ1-х-6 5 
Зх--2Х-01 


(2 


= 


Hallar el verdadero valor de ага x= 1. 


Peata" 
Sustituyendo x por 1, se tiene: 

WoL dl a im = Јан. me = —= V, indeterminado. 
xX 4х2 — 5х +3 184 12-5(1)4383 1+1-5+3 0 


Esta indeterminación es aparente. Ella desaparece suprimiendo el factor со- 
mün al numerador y denominador que los anula. 


Simplificando la fracción ( el denominador se factora por evaluación ) se tiene: 
ЗХ — 2x — 1 (x—1)(3x- 1) 3x +1 
х8 х 5х 3 (х 1jx—1)(x-3) (x—1!)(x- 3) 
Entonces, haciendo x = 1 en la última fracción, se tendrá: 
3x +1 _ iti M ug emo Е 
(х-1)(х43| (1—1)(1--3) 0x4 0 


Luego el verdadero valor de la fracción dada paro. x = 1 es %. R. 


Ææ EJERCICIO 139 
Hallar el verdadero valor de: 
x—2 х-2 x?—a* 


агас = 2 2, aras. =38. 3. : 
x+3 l x—3 P х2-ра2 


para х = a. 
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x+y? 3. 98 
4. к" рага х = у. 17. = 2 para x — a. 
х2- яв 
-1 a?—2ab-4- b? 
5. para x —2. 18. = Para b=a. 
x-2 ` xy? 
PP 19. “тав: para y — x. 
6. T ТИШЕТ рага x = 3. Bat 
x?--x— E 
Бан 20. жуса Рага х =а. 
Ч. Жы 7 рага а=3. - x3—3x--9 MCN 
x?—1x4-10 9х3--6х2--6х-2 Р зан 
8. mS para x — 2. X1—x93—Tx?--x-F-6 — 
x?—2x--1 x*—3x*—3x?--11x—6 Р шин 
9. xi-2xi—-x42 para XL 3х8-65х2-4х--4 —— 
43-48 х3--2х2-4132-48х-4 Р Ba 
10. —————— =2. "E" 
a?--11a—26 psg 24. АЕ а рага х=]. 
х2—7х+6 x3—2x9—9x?--2x--8 
La Pure "EN LT Lo NN 
x5—3x—2 х5--8х8--10х2-4х-40 P Bi 
12. —— ———— рага х —2. « 
85-1Х-56 Р 26. Eos 8 para px, 
х2-416 12х -18х--3 4 
A. сү, „Б. от. S 6x 2x48 008 н 
© ——— para х=—2. 
"ELA E TN 
"6 PEA 98. 9x9--3x?--3x--1 рай хэ d 
8x2—6x+1 i 27x4-1 3 
М. a Р" y e. Иш. = 
drca =, para x — 1. 
x3—9x--10 1 
16.  ——— — — — para x — 9. 30. (x?-H3x— E = 
xí-x5-11x*49x318 Р (x?+3x—10) (14 zx) mou 
©- EJERCICIO 140 
MISCELANEA SOBRE FRACCIONES 
Simplificar: 
^ 12x?--31x--20 4 (x+y)  x(x—yy 
18x*--21x—4 CY xy 
1,2 4 2a+1 at—2b3+a?b(b—2) 
2. (=4+=+=)-= - : p ——————— 
С Ы 2) («+2 а ) 5 a*—a?b —9b? 
x9--3x?--9x ЭР” 1--ба а+5 
——— ——. 6. Multipl - 5 
xS 9T? ultiplicar a+ 25 Or а31 
ГЭЖ =g? 
т. Dividir x? -- 5x —4—* 2 entre x + 34 + ыо 2 7 
x—5 x—5 


( ) Efectúe las operaciones indicadas primero. 
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Descomponer las expresiones siguientes en la suma o resta de tres frac. 
ciones simples irreducibles: 


8. £x HYS 9. тпк. 
Зх mnx 
З xy? 
10. Probar que аф ху 


11. Probar que x?— 2x +1 — 


x—3 х-1 
1—5a?4-4 2--4а 
18. Probarque 2—20 TE ш. ET 
qe a54-a*—4a—4 4 3 arl 
Simplificar: 
mob 3 30 


a—b a+b * a*—ab--b2 
а? at 1--43 
14. ——— E 1 
сат) ит) 
х2—9 x—3 а?х?—16а? 2 1 
15. A a | 
[ес em) 5 ) 


9х2+7х+3 ах ax? 
3x3—x?—12x-4-4 T 16—81x? 
6x--x3—25x*—4x--4 ^ T9x*—5x—12- 
1 2 3 x x 6 
18. -- +— )+( — + — +- 
(s x42 x3 ) ( x+2 + х--3 Ч х2--5х--6 
b > 
Ё» 4 хүр xl 
+ a—b 22 х-1 х-41 ” х2-1 " 2x 
5 p? : a—3b ` “1 3 x+1  2a?—2b  a—b' 
a? a—b x+1 x-i 
1,x?—36 x k 1 H 1 1 1 
20. — +) хх 23. ——— ———— -+ . 
€ Su Ф. „92 
il x x?—4 _36 pt 3x—9 6х-12  2(x—3) ый 
x x x 
€ 5 1 2 b? b? 
m. t PI WE aic A a 
(a—2b)3? a—5b  a—2b a+b a 1 
е Ja*—14ab-H100? ` » зш ҮҮ ЖЫ E 
3a?—14a a+b= т 


a?—4ab--4b? a—b 


LEONARDO DE PISA (1175-1250) Conocido por 
Fibonacci, hijo de Bonaccio, no era un erudito, pero 
por гахба de sus continuos viajes por Europa y el 
Cercano Oriente, fue el que dio a conocer en Oc- 
cidente los métodos matemáticos de los hindúes. 


RAIMUNDO LULIO (1235-1315) Llamado el Doc- 


tor lluminado por su dedicación a la propagación 
de la fe. Cultivó con excelente éxito las ciencias 
de su tiempo; fue el primero que se propuso cons- 
truir una matemática universal. Publicó diversas obras, 


CAPITULO XV 


ECUACIONES NUMERICAS FRACCIONARIAS DE 
PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA 


Ар Una ecuación es fraccionaria cuando algunos de sus términos о todos 

{ 2 х 3 

tienen denominadores, como 7 = 3x — T 

SUPRESION DE DENOMINADORES 

Esta es una operación importantísima que consiste en convertir una 
ecuación fraccionaria en una ecuación equivalente entera, es decir, sin de- 
nominadores. 

La supresión de denominadores se funda en la propiedad, ya conoci- 
da, de las igualdades: Una igualdad no varía si sus dos miembros se mul- 
tiplican por una misma cantidad. 

REGLA 

Para suprimir denominadores en una ecuación se multiplican todos 
los términos de,la ecuación por el mínimo común múltiplo de los de- 
nominadores. 
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| Ejemplos ( 1) Suprimir denominadores en la ecuación 2 =>., 


(2 


El m. c. m. de los denominadores 2, 6 y 4 es 12. Multi- 
plicamos todos los términos por 12 y tendremos: —— —^ 
y simplificando estas fracciones, queda 

éx—2x—3 (1) 
ecuación equivalente a la ecuación dada y entera que es lo que buscábamos, 
porque la resolución de ecuaciones enteras ya la hemos estudiado. 
Ahora bien, la operación que hemos efectuado, de multiplicar todos los térmi- 
nos de la ecuación por el m. c. m. de los denominadores equivale a dividir el 
m. c. m. de los denominadores entre cada denominador y multiplicar cada co- 
ciente por el numerador respectivo. 
X x 7 


6 4 


el m. c. m. de los denominadores es 12. Dividiendo 12 entre 2, 6 y 4 y mul- 
tiplicando cada cociente por su numerador respectivo, tenemos: 


idéntica a la que obtuvimos antes en (1). 


En efecto: En la ecuación anterior 


Podemos decir entonces que 
Para suprimir denominadores en una ecuación: 


1) Se halla el m. c. m. de los denominadores. 


2) Se divide este m. c. m. entre cada denominador y cada cociente se ти!!- 
plica por el numerador respectivo. 


х= xeu 4x — 5 


40 4 8 

El m. c. m. de 4, 8 y 40 es 40. El primer término 2 equivale a E Entonces, 

divido 40 - 1 = 40 y este cociente 40 lo multiplico por 2; 40 +40 = 1 y este 

cociente 1 lo multiplico por x — 1; 40 + 4 = 10 y este cociente 10 lo multiplico 

por 2x — 1; 40 +8 = 5 y este cociente 5 lo multiplico por 4x — 5 y tendremos: 
2(40)—(x—1)210(2x— 1) —5(4x —5) 

Efectuando las multiplicaciones indicadas y quitando paréntesis, queda: 


Suprimir denominadores en 2— 


20x .. 


80-1Хх-1:-120Х-1 
ecuación que ya es entera. 


MUY IMPORTANTE 


Cuando una fracción cuyo numerador es un polinomio está precedida del signo 
x-—1 4x —5 
40 ? 
de cambiar el signo a cada uno de los términos de su numerador al quitar el 
denominador. Por eso hemos puesto x — 1 entre un paréntesis precedido del 
signo — o sea —(x— 1) y al quitar este paréntesis queda —х+1 y en 
cuanto a la última fracción, al efectuar el producto — 5(4x — 5) decimos: 
(—5)(4x) = – 20x y (—5)X(—5)— + 25, quedando — 20x + 25. 


en la ecuación anterior, hay que tener cuidado 


— como — 
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Ар RESOLUCION DE ECUACIONES FRACCIONARIAS 
CON DENOMINADORES MONOMIOS 


| Ej emp los (1) Resolver la ecuación Зх — Z = 17 - Z, 


El m. c. m. de 5, 10 y 4 es 20. Dividimos 20 entre 1 (denominador de 3x), 
5, 10 y 4 y multiplicamos cada cociente por el numerador respectivo. Ten- 
dremos: 
р 60x — 8х = 2х — 35. 
Trasponiendo: 60x — 8x — 2x — — 35 
50x = — 35 


7 
Sustitúyase x por — 10 en la ecuación dada y daró identidad. 


VERIFICACION 


2x—1 x13 23 5(x- 1) 


(2) Resolver la ecuación i 21 x 8 
8(2x—1)— (х +13) = 24(3x) + 15( x - 1) 
: léx—8—x— 13 = 72x + 15x + 15 
El m. c. m. de 3, 24 y 8 es 24. Di- e КЫЙ 52 
vidiendo 24 entre 3, 24, 1 y 8 y mul- 16x — x —72x E Us T aT 13+15 
tiplicando los cocientes por el nume- Lm 36 1 
rador respectivo, tendremos: — — x==>=--, В. 
ud 2 1 
(3) Resolver la ecuación 5(*—2)—{(2х—3)=-—(4х +1 !—-\2х T7) 
Efectuando las multiplicaciones | ado ME (2х-3)- 8x*2 25-47 
indicadas, tenemos: — 2 5 3 ё ` 
6(x—2)—30(2x—3) = 10(8х +2) — 5 (2х +7) 
бх — 12 — 60x + 90 = 80x + 20 — 10x — 35 
бх — 60x — 80x + 10x = 12 — 90 + 20 — 35 
El m. c. m. de 5,3 y без 30. л = 124х = — 93 
Quitando denominadores: 124х 2 93 
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Resolver las siguientes ecuaciones: 


х 1 ү 1 1 1 Sx. AL 98 8x 
- =——х. . =+- = 2х = – 
ps E 5 Au de Б Mr 0 
1 | 5 2 b * 3 
ho dE A o ж ка ца Цаа 
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= Ч 1 1 
ti sso. 16. кер чира фун 
х+2 5x 6x+1 11х-2 
——— ——. 17. —-— == 5-2) =2 6x +1 
12 2 3 9 A ) ( ) 
5x—1 3 4541 1 18--2х 
- = 4х — С. = (4x —1) – – (х – 8). 
i 4x — = 18 ; gr 1) 6 X ) 
8x—3 А 
10x - == 208—3) 19. 2(Бх-1) -2-(10х-3)--24(х-2)-т 
х-2 х-8 х-4 20 8х-1 5х+4  x*2 2x—3 1 
8 4: 8. ” 70 3 8 5 10 
х-1 х-2 _ x-3 x—5 21 їх-1 5-2х  4x—3 144x? 
2 3 4 5 dE 9x — 4 8х — 
ain 2 a 2. 
S 9* 4, - 2х+1 — 92(x?—4) 4x S 688 
10 3 5х 15х 3x? 
5x—6 1 2 ух-41 8 ,x—6 
2x — Ка = — К оёж == я 
a yr m d зета. 
10х+1 16х--3 8 ,2x—1 4 /3x+2 1 үх-2 1 
4- =4х— А : x am == +2=0. 
зэ 3i 6 ) 2 4 ) 5 8 5 
A 
3x4-5 11 2 
. 10-——-8—--—. 
” 6 12 4 
2: 
96. 9х-2- (2-5) =L ÉL 
3x 7 12х-5 2x-3 4х+9 1 
2 Z- - —=0 
2 8 Р 16 20 "052 6 4 +50 
5x х+24 
2 ———(x —20) – (2х – 1) = 
m. 2 0-11= 
29. ЕЕЕ )-2+2(20- 2). 
mm Е 22—x gii.— 90 8—x 20—8х 
———L—————-—3x—20— - s 
= 12 9 36 12 18 
х 
31. (2-5)-(1-3)= fi. 0-1) 
32. (х + 8)(х—8) – х? нь.» х—— 8х- 2) 
4 
8х-1 2 ой. aK 
33. 2x — (2x — : )=5( -)-т 
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RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO 
CON DENOMINADORES COMPUESTOS 


| Ejemplos | (1) Resolver m NM ШИЕ с. 57 
2541 2х-1 4х2 —1 


El т. c. т. de los denominadores 

es 4х2 — 1 porque 4x* — 1 

—(2x--1)(2x— 1) y aquí vemos ы усы ЭР, T 
que contiene a los otros dos de- ээжээ ja а 1) 2 K зөн Và d 
nominadores. Dividiendo (2x +1) 5 6 ар» Ms= 34243 
(2x —1) entre cada denominador r ин — 

y multiplicondo cada cociente por — 
el numerador respectivo, tendre- 
mos: . 


6х+5 5-2 2x3 


(2) Resolver ——— — ——— = ——— — 1. 
15 3x +4 5 

Como 5 está contenido en 15, el m. c. т. de los denominadores es 15 (3x + 4.). 
Dividiendo: 

15(3x + 4) В m 

71 = 3x + 4; este cociente lo multiplico por бх + 5. 

15(3x +4 

AA 15; este cociente lo multiplico por 5x + 2. 

3x4 4 

15(3x +4) : А 

== =3(3х + 4); este cociente lo multiplico por 2х +3. 

15(3x +4 

UA 15(3x + 4); este cociente lo multiplico por 1. 
Tendremos: (3х + 4) (6х + 5) — 15(5x -- 2) = 3(3x +4) (2х +3) – 15 (3х +4). 
Efectuando: 18x? + 39x + 20/— 75x — 30 = 18х° + 51х + 36 — 45x — 60. 

39x — 75x — 51x + 45x = — 20 + 30 + 36 —60 
Suprimiendo 18x? en ambos Tim шин " 
miembros y transponiendo: кез 
2x—5 2(х—1 3. 3(2x — 15 
(3) Resolver — ¿ETA E EU 


2x — 6 x—3 8 4x — 12 


2x —6 —2(x—3) 
Hallemos el m. c. m. de los х-3= [x—3) 


denominadores: PE a 8=8 m.c.m: 8(x—3). 
1 4Ф-12:41х-3)| 


Dividiendo 8(x — 3) entre la 4(2x—5)-- l6é(x—1) —3(x—3)-- 6(2x — 15) 


descomposición de coda de- 8x — 20 + 16x — 16 = 3x — 9 + 12x — 90 
nominador y multiplicando 8x + 16x — Зх — 12x = 20 + 16 — 9 — 90 
los cocientes por los numera- 9x — — 63 


dores, tendremos: Монг. x=-7. В. 
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(4) Resolver 222 EET. 5 
х2-2Х-3 2-9 х2-4х-3 


x* --2x — 3 = (x + 3)(x — 1) 
de los denomina- x? —9 = (х + 3)(х – 3) m.c. m: (x —1)(x -3f(x—3). 
dores И  x$—4x 4-32 (x — 3)(x — 1) 


Dividiendo (x — 1)(x + 3)(x — 3) 
entre la descomposición de cada 
denominador y multiplicando ca: 
da cociente por el numerador 


respectivo, tendremos: Mi ibid a 


Hallemos el m.c.m. 


(х—2)(х—3)—(х—1)(х+1)=4(х+3) 
х2— 5х +6 — (32 — 1) = 4х +12 
x? — 5x 4-6 — х? 1 = 4х + 12 


50-4 2 —6-—1. 4-12 


Тх(5х-1) 


—9x—5 
Suprimiendo las x? y trasponiendo: —> dm im 
Ю- EJERCICIO 142 | 
Resolver las siguientes ecuaciones: 
ити з 822.8 
5 2x—1 х-4 х-8 х?—7х+12 
& 2. 14 6x—1 3(х+2) 1+3х 
4x-1 4х+1 18 | 5x-6 9 ' 
5 1 
o x-1 1+х 1-х  1=x2 
4. 3 — 1 ў 16. 1+2х 1—2x 3х—14 
eL 02-1 l-3x 1-3х 1—9 
5 5х--8 5х-2 3x—1 1 1 
Я = Я 34. —— — T———-. 
3x+4  3x—4 x247x4+12  2x-6  6x+24 
в. 10х°—бх+8 _ d nd 3 3 
5х2+9х—19 ` (х—-1#° 98—90 — 2x42 
ЯГ — n сан jọ. 5х+13 4x45 х 
8х-4 4х+4 12x—12 4 15 SS 5x—15 T7 
8. EK EMT 90. 2х-1 х-4 ej 
4 48-5 4. 2x-1 3x-2 3. 
g. 2х-9 2x—3 х gj. 2xt3 3х-8 
=—, " = =]. 
10 2х—1 5 2х-5 3х-1 
10. Qx-1? _ 18x—1 10x—7 3x48 5х2—4 
х-1 9 7 15x-3 19 20х+4 
11. 2x*7 2х-1 Б 4-1, x-2 8х-3 8 
5x+2 5х-4 ` 5  ?2x-7 10 10 


x—1 = x—2 7 х-8 ^ 9x—4 
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t o^ ч 2 “ман Р "ЭРЭР 
35 3548: 55-20 88—157 и 95 геа 60 1 
4 1 4 300.23 8 Ра 4х+1 6 4-1 
* 6—9x 5-5х  12—4x 10-10х "4-1 16821 4x41 
2 6x? — 2 4-1 Xl. — 5x(x—1) 
21 3 9x? —1 3х-1 30 Je )* (c ^ x1—8x—4 


T2 -2 24-78 
бан : i" 8( Лин ул 
1 1 Е 3 


82. 28:8х-88 х9:12х435 — дк 90: 
х-2 _ 2х—5 х-2 
83. аваат 34-49 38-6к-1 
4х--5 2x+3 2x5 
394. arma 18х4-1х-10 20x29x45 С 
7 $ B 3(x+1) 
35. 241 х44 х+1 2024944 
(x39  x—1 9(7х+-1) 
36 (ay EFI e 
х-4 х+1 12(х+3) 
37. 348 жт (юр 
х-8 х-2 x+2 х-43 
38. 2-4 x8 хы кы 
x46 х1]. x—5 х 
39. - - 


proms sobre 


NICOLAS DE TARTAGLIA (1499-1557) Nacido JERONIMO CARDANO (1501-1576) 
en Brescia, fue uno de los más destacados mate- 


máticos del siglo XVI, Sostuvo una polémica con riadores le atribuyen el haberle arrebatado a Tarta- 


Natural de 
Pavia, era filósofo, médico y matemático. Los Histo- 


qum fue el primero en descubrir glia la fórmula para resolver las ecuaciones cübicas 
ecuaciones cübicas y cuárticas. y cuárticas, pero esto no le resta mérito alguno. 


сартшо XVI 


la solución de 


ECUACIONES LITERALES DE PRIMER GRADO 
CON UNA INCOGNITA 


(17) ECUACIONES LITERALES, son ecuaciones en las que algunos o todos 
los coeficientes de las incógnitas o las cantidades conocidas que figu- 
ran en la ecuación están representados por letras. 

Estas letras suelen ser а, b, c, d, m y n según costumbre, representan- 
do x la incógnita. 

Las ecuaciones literales de primer grado con una incógnita se resuel- 


ven aplicando las mismas reglas que hemos empleado en las ecuaciones nu- 
méricas. 


(13) RESOLUCION DE ECUACIONES LITERALES ENTERAS 


| Ejemplos (1) Resolver la ecuación а(х Һа) –х=а(а+1) +1. 
Efectuando las operaciones indicadas: ax + o? — x = а? + a + 1. 
Transponiendo: ax — x = a? +a +1 — а“. 


Reduciendo términos semejantes: ax — x — a + 1. 


Factorando: x(a—1)—a-4 1. ad] 

Я "ЁО x=—. К. 
Despejando x, para lo cual dividimos 7 а-1 
ambos miembros por (a — 1), queda: 
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Resolver la ecuación x(3—2b)— 1 —x(2—3b)— b*. 

Efectuando las operaciones indicadas: 3x — 2bx — 1 — 2x — 3bx — b?, 
Transponiendo: Зх — 2bx — 2x + ЗЬх = 1 — b?. 

Reduciendo términos semejantes: x + bx = 1 — b?. 

Factorando ambos miembros: x(1+b)=(1+b)(1—b). 
Dividiendo ambos miembros рог (1 +b), queda: x= 1 —b. R. 


i| EJERCICIO 143 


Resolver las siguientes ecuaciones: 


a(x+1)=1. 11. m(n—x)—-m(n—1)-2m(mx-a). 

ax—4=bx-—2. 12. x—a-4-2-2ax—3(a-4-x)—2(a—5). 

ax+b?=a*—bx. 18. a(x—a)—-2bx-b(b—2a—x). 

3(2a—x)--ax-a?--9. 14. ax--bx-(x-*a—b)*—(x—2b)(x4-2a). 
a(x+b)+x(b—a)=2b(2a—x). 15. x(a+b)-3—a(a—-2)=2(x—1)-x(a—b). 
(x—a)*—(x--a)?*—a(a—'x). 16. (m+4x)1(3m+x)=(2x—m)?+m(15x—m). 
ax—a(a--b)— —x—(1--ab). 17. a?*(a—x)—a*(a--1)—b?(b—x)—b(1—b5?)--a(1--a)—0. 
a?(a—x)—b?(x—b)=b2(x—b). 18. (ax—b)?= (вх ajata) x bana 0- 2b). 
(x+a)(x—b)—(x+b)(x—2a) 19. (x+b)-(x-a)-(a+b)=0 

=b(a—2)+3a. 20. (x+m)-12m8= —(х—т)3+9х3. 


х?+а%=(а+х)%—а(а—1). 


(19) RESOLUCION 019) RESOLUCION DE ECUACIONES LITERALES FRACCIONARIAS 


| Ej emp los (1) Resolver la халил” —— L iim - 2 = 0, 
Ejemplos | m m 


(2 


- 


Hay que suprimir denominadores. El т. c. m: de los denominadores es 25, 
Dividiendo 2m? entre cada denominador y multiplicando coda cociente por 
el numerador respectivo, tendremos: mx —2(3 — 3mx) — 2m (2х) = 0. 
Efectuando las operaciones indicadas: mx — 6 -- 6 mx — 4mx — 0. 


Transponiendo: mx + ómx — 4mx = 6 
3mx — 6 
Dividiendo por 3: тх = 2 
2 
х=—. R. 
т 
issuer * 1 2a(a-1) 2a 
esolver ————— = ———, 
>= 3 x+a 


El m. c. m. de los denominadores es x?—a*=(x-+a)(x—a). Dividiendo 
х? — с? entre cada denominador y multiplicando cada cociente por el nume- 


rador respectivo, tendremos: (a —1)(x--a)—2a(a—1.)— —2a(x—a). 
Efectuando las operaciones indicadas: ax — x + а? — a — 2a? + 2a = — 2ах + 2073 
Transponiendo: ax — х + 2ах = — a? + a + 2a? — 2a + 2с. 


Reduciendo: 3ax — x — 3o? — a. 
Factorando ambos miembros: x(3a—1)=a(3a— 1). 


Dividiendo ambos miembros por (3a — 1 ) queda, finalmente: 
x= a. R. 


11. 


12. 
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Resolver las siguientes ecuaciones: 


a 2 X 


a b ab 


x+m x+n 


2a+b | E 
2а--8х  2(6x—a) 
"x*a | dx+a ` 
2(х—с) _ 2х+с 

4х-5 — 4(x—b) 


———————— — 9. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


24. 


0245 


——— Z—_—, 


(х—20)(2х+а) | 
(x—a)(a—2b-c-x) ~ 


х+т nx 
x—n mx i 
ai CoL ad ыны BRI pd. 
x+3b 
8 /4 - n wx ow 5a+13b 
O) 
х+а (x—b) | 3ab—3b? 
q m 9x—3a ` 
5x+a _ бх—Ь 
3x--b  3x—a 
хаа! x—a _a(2x+ab) 
x- | xta — x?—a? 
2x—3a _ Ala 
x-F4a ^ xi—16a? 
1 x? х+а 


x-a а?+ах а 
2(a+x) 3(b+x)  6(a*—2b7) 
b 8. E 


m(n—x)—(m-n)(m-4-x)—n?— > (дтл—8т®т). 


Y 


5 Ч 2 
ES hu "P LE 


FRANCOIS VIETE (1540-1603) Este político y mi- 
litar francés tenía como pasatiempo favorito las ma- 
temáticas. Puede considerársele como el fundador del 
Algebra Moderna.  Logró la total liberación de esta 
disciplina de las limitaciones aritméticas, al introducir 


la notación algebraica. Dio las fórmulas para la so- 
lución de las ecuaciones de sexto grado. Fue Conse- 
jero Privado de Enrique IV de Francia. Hizo del 
Algebra una ciencia puramente simbólica, y comple- 
tó el desarrollo de la Trigonometría de Ptolomeo. 
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PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES FRACCIONARIAS 
DE PRIMER GRADO 


220 La suma de la tercera y la cuarta parte de un nümero equivale al du- 
plo del número disminuido en 17. Hallar el número. 


x =el número. 


Sea 


х [4 
Tendremos: ---1Їа tercera parte del número. 


х ГА 
175 cuarta parte del nümero. 
2x —duplo del nümero. 
4 х х 
De acuerdo con las condiciones del problema, dium 2x — 1T. 


tendremos la ecuación: 
4x + 8х = 24x — 204 


Resolviendo: 
4x + 3x — 24x = — 204 


— 17x = — 204 
204 : 
q E = 12, el nümero buscado. В. 
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© EJERCICIO 145 
1. Hallar el nümero que disminuido en sus i equivale a su duplo dis- 
minuido en 11. 


2. Найаг el nümero que aumentado en sus E equivale a su triplo dismi- 
nuído en 14. 


3. ¿Qué número hay que restar de 22 para que la diferencia equivalga a 
la mitad de 22 aumentada en los - del número que se resta? 

4. ¿Cuál es el número que tiene 30 de diferencia entre sus x y sus т? 

5. El exceso de un número sobre 17 equivale a la diferencia entre los 2 yi — 
del número. Hallar el número. 

6. La suma de la quinta parte de un número con los del número excede 
en 49 al doble de la diferencia entre 2 у 2 del número. Hallar el número. 

7T. La edad de B es los i de la de A, y si ambas edades se suman, la suma 
excede en 4 años al doble de la edad de B. Hallar ambas edades. 


8. B tiene los E de lo que tiene A. Si A recibe $90, entonces tiene el doble 
de lo que tiene B ahora. ¿Cuánto tiene cada uno? 


9. Después de vender los i de una piezá de tela quedan 40 m. ¿Cuál 
era la longitud de la pieza? 


10. Después de'gastar i y E de lo que tenía me quedan 39 bolívares. ¿Cuánto 
tenía? 


11. El triplo de un número excede en 48 al tercio del: mismo número. 
Hallar el número. 


12. El cuádruplo de un número excede en 19 a la mitad del número aumen- 
tada en 30. Hallar el número. 


13. El exceso de 80 sobre la mitad de un número equivale al exceso del 
número sobre 10. Hallar el número. 


14. Hallar el número cuyos 1 excedan a sus i en 2. 


15. El largo de un buque que es 800 pies excede en 744 pies a los i del 
ancho. Hallar el ancho. 


(2) Hallar tres námeros enteros consecutivos tales que la suma de los 2 


del mayor con los -- z del número intermedio equivalga al número 
menor disminuido en в. 

Ѕеа x-—nümero menor. 

Entonces x1-nümero intermedio. 


x--2-nümero mayor. 
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problema, tendremos la ecuación: 


Los E del nümero mayor serán 20+ 2). 
Los = del número intermedio serán s(x +1). 
El menor disminuido en 8 será x — 8. 


De acuerdo con las condiciones del 


ds RE ARE. p 
— (x+ 2) +5 (x +1)=x-8. 
! ктү. АГ), 
Resolviendo: 2(х + 2) T 2(x +1) 
=х— 
13 3 
6(х + 2) + 26(x + 1) = 39(x — 8) 
6x + 12 + 26x + 26 = 39x — 312 
6x -- 26x —39x — — 12 — 26 — 312 
—'Ix = — 350 


= 
x= 


Si x=50, x+1,=51 y x+2=52; luego, los números buscados son 50, 


51 y 52. R. 
| EJERCICIO 146 

1. Hallar dos números consecutivos tales que los I del mayor equivalgan 
al menor disminuido en 4. 

2. Hallar dos nümeros consecutivos tales que los E del menor excedan en 
17 a los i del mayor. 

3. Hallar dos nümeros consecutivos tales que el menor exceda en 81 a 
la diferencia entre los Я del menor у los i del mayor. 

4. Se tienen dos nümeros consecutivos tales que la suma de del mayor 

1 4 5 4 

con == del menor excede en 8 a los >> del mayor. Hallar los números. 

5. La diferencia de los cuadrados de dos nümeros pares consecutivos es 324. 
Hallar los nümeros. 

6. A tiene $1 más que B. Si B gastara $8, tendría $4 menos que los < de 
lo que tiene 4. ;Cuánto tiene cada uno? 

7. Hoy gané $1 más que ayer, y lo que he ganado en los dos días es $25 
más que los E de lo que gané ayer. ;Cuánto gané hoy y cuánto ayer? 

8. Hallar tres nümeros consecutivos tales que si el menor se divide entre 
20, el mediano entre 27 y el mayor entre 41 la suma de los cocientes es 9. 

-9. 


Hallar tres números consecutivos tales que la suma de los 3 del menor 
5 . 
con los = del mayor exceda en 31 al del medio. 
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10. Se tienen tres nümeros consecutivos tales que la diferencia entre los i 
del mediano y los 2 del menor excede en 1 a 5 del mayor. Hallar los 
nümeros. 

11. 4 tiene 2 años más que B y éste 2 años más que C. Si las edades de 
B y C se suman, esta suma excede en 12 años a los 2 de la edad de A. 
Hallar las edades respectivas. 

12 А tiene 1 año menos que В y В ] año menos que C. Si del cuadrado 
de la edad de C se resta el cuadrado de la edad de B la diferencia es 
4 anos menos que los z de la edad de 4. Hallar las edades respectivas. 


La suma de dos nümeros es 77, y si el mayor se divide por el menor, 
el cociente es 2 y el residuo 8. Hallar los nümeros. 


Sea x=el número mayor. 

Entonces Ti —x-el número menor. 

De acuerdo con las condiciones del problema, al dividir el 
mayor x entre el menor 77 — x el cociente es 2 y el residuo 8, pero 
si al dividendo x le restamos el residuo 8, entonces la división de 


x —8 entre 77 — x es exacta y da de cociente 2; luego, tendremos 
la ecuación: p" 


Resolviendo: x—8=2(77 — x) 
x 8-154 — 2х 


Зх = 162 


Si el número mayor es 54, el menor será 77 — x = 77 — 54 = 23. 
Luego, los números buscados son 54 y 23. К. 


p. EJERCICIO 147 


La suma de dos nümeros es 59, y si el mayor se divide por el menor, el 
cociente es 2 y el residuo 5. Hallar los nümeros. 

La suma de dos nümeros es 436, y si el mayor se divide por el menor, 
el cociente es 2 y el residuo 73. Hallar los números. 

La diferencia de dos números es 44, y si el mayor se divide por el menor, 
el cociente es 3 y el residuo 2. Hallar los números. 

Un número excede a otro en 56. Si el mayor se divide por el menor, el 
cociente es 3 y el residuo 8. Hallar los números. 

Dividir 260 en dos partes tales que el duplo de la mayor dividido entre 
el triplo de la menor dé 2 de cociente y 40 de residuo. 


= PY wm» 


6. Repartir 196 soles entre 4 у B de modo que si los i de la parte de 4 


se dividen entre el quinto de la de B se obtiene 1 de cociente y 16 de 
residuo. 
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En tres días un hombre ganó 185 sucres. Si cada día ganó los È de 
lo que ganó el día anterior, ¿cuánto ganó en cada uno de los tres días? 


Sea х =10 que ganó el 1er. día. 


m 8 
El 2? día ganó los ; de lo que | P 0 que ganó el 29 día. 


ganó el ler. día, o sea los de x; luego 


8 
El 3er. día ganó los , de lo que ganó 9х _ lo qué 5. el te día. 
3 9x 9х . 46 5 
el 29 día, o sea los ; de 4-310 luego 


Como entre los 3 días ganó 185 sucres, 
tendremos la ecuación: 


Resolviendo: 16x + 12x + 9x = 2960 
37x — 2960 


— 2960 _ 80 sucres, lo que ganó 


37 el primer día. R. 
El 29 día ganó: Зх _8х80 = 00 sucres. R. 
4 4 
9x 9х80 ? 
A : — = = 45 sucres. R. 
El 3er. día ganó: 16 16 ) sucres 


E- EJERCICIO 148 


1. En tres días un hombre ganó $175. Si cada día ganó la mitad de lo que 
ganó el día anterior, ¿cuánto ganó cada día? 

2. El jueves perdí 108 i de lo que perdí el miércoles y el viernes los x de lo 
que perdí el jueves. Si en los tres días perdí $252, ¿cuánto perdí cada día? 

B tiene i de lo que tiene A y С i de lo que tiene tiene B. Si entre los 

tres tienen 248 sucres, ¿cuánto tiene cada uno? 

4. La edad de B es los Ё de la de А y la de C los i de la de B. Si las tres 
edades suman 73 afios, hallar las edades respectivas. 

5. En 4 días un hombre recorrió 120 Km. Si cada día recorrió T de lo que 
recorrió el día anterior, ¿cuántos Km recorrió en cada día? 

En cuatro semanas un avión recorrió 4641 Km. Si cada semana recorrió 


11 ; А : 
los — de lo que recorrió la semana anterior, ¿cuántos Km recorrió en 
cada semana? 
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7. Una herencia de 330500 colones se ha repartido entre cinco personas. 


La segunda recibe la mitad de lo que recibe la primera; la tercera T de lo 
que recibe la segunda; la cuarta E de lo que recibe la tercera y la quinta Б 
de lo que recibe la cuarta. ¿Cuánto recibió cada persona? 

8. Un hombre viajó 9362 Km por barco, tren y avión. Por tren recorrió 
los 4 de lo que recorrió en barco y en avión los i de lo que recorrió 
en tren. ¿Cuántos Km recorrió de cada modo? 


A tenía cierta suma de dinero. Gastó $30 en libros y los + de lo que 


le quedaba después del gasto anterior en ropa. Si le quedan $30, 
¿cuánto tenía al principio? 


8са х = 10 que tenía al principio. 
Después de gastar $30 en libros, le quedaron $(x — 30). 
En ropa gastó 5. de lo que le quedaba, o sea x — 30). 


Como aün le quedan $30, la diferencia entre lo 
que le quedaba después del primer gasto, x —30, y lo 


que gastó en ropa, Ž (x — 30), será igual a $30; luego, 
tenemos la ecuación: " 


3(x — 30 


Resolviendo: x—30— 


4x — 120 — 3(x — 30) — 120 
4x — 120 — 3x + 90 = 120 
4x —3x = 120 + 120 — 90 


Luego, 4 tenía al principio $150. К. 
m- EJERCICIO 149 


1. Tenía cierta suma de dinero. Сая $20 y presté los i de lo que me 
quedaba. Si ahora tengo $10, ¿cuánto tenía al principio? 


2. Después de gastar la mitad de lo que tenía y de prestar la mitad de lo 
que me quedó, tengo 21 quetzales. ¿Cuánto tenía al principio? 


3. Tengo cierta suma de dinero. Si me pagan $7 que me deben, puedo 
gastar los I de mi nuevo capital y me quedaran $20. ¿Cuánto tengo ahora? 


4. Gasté los i de lo que tenía y presté los Н de lo que me quedó. Si айп 
tengo 500 bolívares, ¿cuánto tenía al principio? 


5. Los i de las aves de una granja son palomas; los х del resto gallinas 
y las 4 aves restantes gallos. ¿Cuántas aves hay en la granja? 
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6. Gasté los i de lo que tenía; perdí los i de lo que me quedó; se me 
perdieron 8 soles y me quedé sin nada. ¿Cuánto tenía al principio? 

7T. "Tenía cierta suma. Gasté 2 de lo que tenía; cobré $42 que me debían 
y ahora tengo $2 más que al principio. ¿Cuánto tenía al principio? 


8. Después de gastar la mitad de lo que tenía y $15 más, me quedan $30. 
¿Cuánto tenia al principio? 


9.  Gasté los х de lo que tenía y después recibí 1300 sucres. Si ahora tengo 
100 sucres más que al principio, ¿cuánto tenía al principio? 
10. Tenía cierta suma. Gasté los L en trajes y los 2 de lo que me quedó 


en libros. Si lo que tengo ahora es $38 menos que los E de lo que tenía 
al principio, ¿cuánto tenía al principio? 


(23) La edad actual de A es la mitad de la de B, y hace 10 años la edad 
de A era los 2 de la edad de B. Hallar las edades actuales. 


Sea x = edad actual de A. 


Si la edad actual de А es la mitad de la de 
B, la edad actual de B es doble de la de А; luego, 


Hace 10 años, cada uno tenía x—10=edad de A hace 10 años. 
10 años menos que ahora; luego, 77  2x—10=edad de B hace 10 años. 


Según las condiciones del problema, la edad de A hace = 
10 años, x—10, era los = de la edad de B hace 10 años, o 
sea : de 2x — 10; luego, tendremos la ecuación: 


Resolviendo: 7х — 70 = бх — 30 
Tx — 6x = 70—30 

х =40 años, edad actual de A. R. 

2х = 80 años, edad actual de B. R. 


Hace 10 айов la edad de A era 108 T de la edad que tendrá dentro 
de 20 años. Hallar la edad actual de A. 


Sea х = edad actual de A. 
Hace 10 años la edad de A era x — 10. 
Dentro de 20 años la edad de A será x + 20. 


x —10, era los : de la edad que tendrá dentro de 20 años, 
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Según las condiciones, la edad de A hace 10 años, 


es decir, los : de x--20; luego, tenemos la ecuación: d 


10. 


11. 


Resolviendo: 5x — 50 = 3x + 60 


2x z 110 
110 
sey = años, edad actual de A. R. 


EJERCICIO 150 


La edad de 4 es i de la de B y hace 15 anos la edad de А era + de la 
de B. Hallar las edades actuales. 


La edad de A es el triplo de la de B y dentro de 20 años será el doble. 
Hallar las edades actuales. 


La edad de A hace 5 años era los z de la edad que tendrá dentro de 5 
anos. Hallar la edad actual de 4. 
Hace 6 anos la edad de 4 era la mitad de la edad que tendrá dentro de 


24 años. Hallar la edad actual de A. 

La edad de un hijo es i de la edad de su padre y dentro de 16 anos 
será la mitad. Hallar las edades actuales. 

La edad de un hijo es los 2 de la de su padre y hace 8 años la edad del 
hijo era los 2 de la edad del padre. Hallar las edades actuales. 

La suma de las edades actuales de 4 y B es 65 айоз y dentro de 10 anos 
la edad de B será los 2 de la de А. Hallar las edades actuales. 

La diferencia de las edades de un padre y su hijo es 25 айов. Hace 15 
anos la edad del hijo era los i de la del padre. Hallar las edades actuales. 
Hace 10 años la edad de un padre era doble que la de su hijo y dentro 


de 10 afios 1а edad del padre será 108 E de la del hijo. Hallar las edades 
actuales. 


4 tiene 18 años más que B. Hace 18 años la edad de A era los 2 de la 
de B. Hallar las edades actuales. 


La edad de A es el triplo de la de B y hace 4 aíios la suma de ambas 
edades era igual a la que tendrá B dentro de 16 años. Hallar las edades 
actuales. 


А tiene doble dinero que B. Si A le da a B 34 soles, A tendrá los z 
de lo que tenga В. ¿Cuánto tiene cada uno? 

Sea x=lo que tiene B. 

Entonces 2x -10 que tiene 4. 

Si А le da a B 34 soles, А se queda con 2x —34 soles y B tendrá en- 


tonces x 4- 34 soles. 
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Según las condiciones del problema, cuando A le Чк 
a В 34 soles, lo que le queda а чы 2x —34 soles, es los = 
de lo que tiene B, o sea, los 2 de х + 34 soles; luego, 
tenemos la ecuación 


—: 
Mon 


Resolviendo: 22x —374 = 5х + 170 
22x —5x = 374 + 170 
17x = 544 


X =H наа soles, lo que tiene В. К. 
2x = 64 soles, lo que tiene 4. К. 


Mm EJERCICIO 151 


1. A tiene doble dinero que B. Si A le diera a B 90 bolívares, tendría 
los + de lo que tendría B. ;Cuánto tiene cada uno? 


2. A tiene la mitad de lo que tiene B, pero si B le da a 4 24 colones, 
ambos tendrán lo mismo. ;Cuánto tiene cada uno? 


3. B tene el doble de lo que tiene 4, pero si B le da a А $6 А tendrá los 2 
de lo que le quede a B. ¿Cuánto tiene cada uno? 


4. B tiene los t de lo que tiene 4. Si B le gana a A $30, B tendrá los I 
de lo que le quede a А. ;Cuánto tiene cada uno? 


5. 4 y B empiezan a jugar con igual suma de dinero. Cuando 4 ha per- 
dido 30 sucres tiene la mitad de lo que tiene B. ;Con cuánto empezó 
a jugar cada uno? 

6. A y B empiezan a jugar iguiendo В los 2 de lo que tiene A. Cuando В 
‚ ha ganado $22 tiene los — = de lo que le quida a А. ¿Con cuánto empezó 
a jugar cada uno? 


7. А tiene los i de lo que tiene B. Si А gana $13 y B pierde $5, ambos 
tendrían lo mismo. ;Cuánto tiene cada uno? 

8. B tiene la mitad de lo que tiene 4. Si B le gana a 4 una suma igual 
a i de lo que tiene 4, B tendrá $5 más que A. ¿Cuánto tiene cada uno? 

9. Ау Ч empiezan a jugar con igual suma de dinero. Cuando B ha perdido 
los 2 del dinero con que empezó a jugar, A ha ganado 24 balboas. 
¿Con cuánto empezaron a jugar? 

10. A y B empiezan a jugar con igual suma de dinero. Cuando B ha perdido 


los E Че) dinero con que empezó a jugar, lo que ha ganado 4 es 24 soles 
más que la tercera parte de lo que le queda a B. ¿Con cuánto empezaron 
a jugar? 
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Un padre tiene 40 años y su hijo 15. ¿Dentro de cuántos años la edad 
del hijo será los — de la del padre? 
Sea x el nümero de айоз que tiene que pasar para que la edad del 
hijo sea los : де la del padre. 
Dentro de x años, la edad del padre será 40 + x años, y la del hijo, 
15+x años. 
Según las condiciones del problema, la edad del hijo 
dentro de x años, 15+x, será los : de la edad del padre свжх-00 +x). 


dentro de x años, o sea los : de 40+x; luego, tenemos la = = 
ecuación: —— Ві ада ZP 
Resolviendo: 135 + 9x = 160 + 4x 
5x = 25 
х= 5. 


Dentro de 5 айоѕ. К. 


Mr EJERCICIO 152 


1. A tiene 38 años y B 28 años. ¿Dentro de cuántos años la edad de B 
será los H de la de 4? 

2. B tiene 25 años y 4 30. ¿Dentro de cuántos años la edad de 4 será 
los — de la edad de В? 

3. A tiene 52 años y B 48. ¿Cuántos años hace que la edad de B era 
los & de la de 4? 

4. Rosa tiene 27 afios y María 18. ;Cuántos afios hace que la edad de María 
era i de la de Rosa? 

5. Enrique tiene $50 y Ernesto $22. Si ambos reciben una misma suma de 
dinero, Ernesto tiene los = de lo de Enrique. ¿Cuál es esa suma? 

6. Pedro tenía Q 90 y su hermano Q 50. Ambos gastaron igual suma y 


ahora el hermano de Pedro tiene los = de lo que tiene Pedro. ¿Cuánto 
gastó cada uno? 


: 3 
7. Una persona tiene los x de la edad de su hermano. Dentro de un número 


de afios igual a la edad actual del mayor, la suma de ambas edades será 
75 afios. Hallar las edades actuales. 


8. A tenía $54 y B $32. Ambos ganaron una misma cantidad de dinero 
y la suma de lo que tienen ambos ahora excede en $66 al cuádruplo de 
lo que ganó cada uno. ;Cuánto ganó cada uno? 

9. 


А tenía 153 bolívares y В 19. A le dio a B cierta suma y ahora 4 tiene I 
de lo que tiene B. ;Cuánto le dio А a B? 


La longitud de un rectángulo excede al ancho en 8 m. Si cada di- 
mensión se aumenta en 3 metros, el área se aumentaría en 57 m°. 
Hallar las dimensiones del rectángulo. 


Sea x = апсһо del rectángulo. 
Entonces x+8=longitud del rectángulo. 
Como el área de un rectángulo se 


obtiene multiplicando su longitud por su 


ancho, tendremos: ” 


Si cada dimensión se aumenta en 3 metros, el ancho será ahora х+8 
metros y la longitud (x+8)+3=x+11 metros. 
El área será ahora (х + 3) (х +11) m?. 


x(x +8) = агеа del rectángulo dado. 


Según las condiciones, esta nueva superficie 


(x+3)(x +11) m? tiene 57 m? más que la su- (х +8)(х + 11) —57= х(х+ 8). * 


perficie del rectángulo dado x(x + 8); luego, se 
tiene la ecuación: . 


Resolviendo: х? + 14x + 33 — 57 = x? + 8x 
14х — 8х = 57 —33 
6x = 24 
x —4 m, ancho del rectángulo dado К. 
x+8=12 m, longitud del rectángulo dado. К. 


Mm EJERCICIO 153 


1. La longitud de un rectángulo excede al ancho en 3 m. Si cada dimen- 
sión se aumenta en ] m la superficie se aumenta en 22 m?. Hallar las 
dimensiones del rectángulo. 

2. Una de las dimensiones de una sala rectangular es el doble de la otra. 
Si cada dimensión se aumenta en 5 m el área se aumentaría en 160 m?. 
Hallar las dimensiones del rectángulo. 

3. Una dimensión de un rectángulo excede a la otra en 2 m. Si ambas 
dimensiones se disminuyen en 5 m el área se disminuye en 115 т. 
Hallar las dimensiones del rectángulo. 

4. La longitud de un rectángulo excede en 24 m al lado del cuadrado 
equivalente al rectángulo y su ancho es 12 m menos que el lado 4е dicho 
cuadrado. Hallar las dimensiones del rectángulo. 

5. La longitud de un rectángulo es 7 m mayor y su ancho 6 m menor 


que el lado del cuadrado equivalente al rectángulo. Hallar las dimen- 
siones del rectángulo. 


6. La longitud de un campo rectangular excede a su ancho en 30 m. Si 
la longitud se disminuye en 20 m y el ancho se aumenta en 15 m, el 
área se disminuye en 150 т, Hallar las dimensiones del rectángulo. 

7. La longitud de una sala excede a su ancho en 10 m. Si la longitud se 


disminuye en 2 m y el ancho se aumenta en ] m el área no varía. 
Hallar las dimensiones de la sala. 


Ls 
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El denominador de una fracción excede al numerador en 5. Si el de- 
nominador se aumenta en 7, el valor de la fracción es T Hallar la 


fracción. 


Sea x = numerador de la fracción. 


Como el denominador excede al numerador en 5: х + 5 = denomina- 


dor de la fracción. 


. . 1 
aumenta en 7, la fracción equivale а =; luego, tendremos la 


" х 
La fracción será, por lo tanto, : 


Era 


Según las condiciones, si el denominador de esta fracción se 


ecuación: 
: х 1 
Resolviendo: — = 
x412 2 
2x — x +12 


х = 12, numerador de la fracción. 
х + 5= 17, denominador de la fracción. 


€ 


i T. 12 
Luego, la fracción buscada es 17” Б. 


EJERCICIO 154 


El numerador de una fracción excede al denominador en 2. Si el deno- 
minador se aumenta en 7 el valor de la fracción es > Hallar la fracción. 
El denominador de una fracción excede al numerador en ]. Si el deno- 
minador se aumenta en 15, el valor de la fracción es I Hallar la fracción. 
El numerador de una fracción es 8 unidades menor que el denominador. 
Si a los dos términos de la fracción se suma 1 el valor de la fracción es t 
Hallar la fracción. 

El denominador de una fracción excede al duplo del numerador en 1. 
Si al numerador se resta 4, el valor de la fracción es + Hallar la fracción. 
El denominador de una fracción excede al duplo del numerador en 6. 
Si el numerador se sapeni en 15 y el denominador se disminuye en 1, 
el valor de la fracción es + Hallar la fracción. 


El denominador de una fracción excede al numerador en 1. Si al deno: 
minador se añade 4, la fracción que resulta es 2 unidades menor que 
el triplo de la fracción primitiva. Hallar la fracción. 


El denominador de una fracción es 1 menos que el triplo del numerador. 
Si el numerador se aumenta en 8 y el denominador en 4 el valor de la 


11 
fracción es cra Hallar la fracción. 
El numerador de una fracción excede al denominador en 99, Si al nume- 


rador se resta 15, la diferencia entre la fracción primitiva y la nueva 
fracción es 3. Hallar la fracción primitiva. 


соёниа валь осе - 9 
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Gay) La cifra de las decenas de un número de dos cifras excede en 3 a la 
cifra de las unidades, y si el número se divide por la suma de 805 cifras, 
el cociente es 7. Hallar el número. 
Sea x=la cifra de las unidades. 
Entonces x+3=la cifra de las decenas. 


El número se obtiene multiplicando por 10 la cifra de las decenas y 
sumándole la cifra de las unidades; luego: 


Según las condiciones, el número 11х + 30 dividido por la 11x30 , 
suma de sus cifras, o sea por x+x+3=2x+3, da de cociente 7; ^ 2x43 ` 
luego, tenemos la ecuación: 


Resolviendo: 11x + 30 = 14x + 21 
lix —14x = — 30 + 21 
—9x2—9 


x —3, la cifra de las unidades. 
х + 3-6, la cifra de las decenas. 


Luego, el número buscado es 63. К. 


Mm EJERCICIO 155 


1. La cifra de las decenas de un nümero de dos cifras excede a la cifra de 
las unidades en 2. Si el nümero se divide entre la suma de sus cifras, 
el cociente es 7. Hallar el nümero. 


2. La cifra de las unidades de un nümero de dos cifras excede en 4 a la 
cifra de las decenas y si el nümero se divide por la suma de sus cifras el 
cociente es 4. Hallar el nümero. 


3. La cifra de las decenas de un nümero de dos cifras es el duplo de la 
cifra de las unidades y si el nümero, disminuido en 9, se divide por la 
suma de sus cifras el cociente es 6. Hallar el nümero. 


4. La cifra de las decenas de un nümero de dos cifras excede en 1 a la cifra 
de las unidades. Si el nümero se multiplica por 3 este producto equivale 
a 2] veces la suma de sus cifras. Hallar el nümero. 


5. La suma de la cifra de las decenas y la cifra de las unidades de un nümero 
de dos cifras es 7. Si el nümero, aumentado en 8, se divide por el duplo 
de la cifra de las decenas el cociente es 6. Hallar el nümero. 


6. La cifra de las decenas de un nümero de dos cifras excede en 2 a la cifra 
de las unidades y el número excede en 27 a 10 veces la cifra de las uni- 
dades. Hallar el nümero. 


T. La cifra de las decenas de un nümero de dos cifras es el duplo de la cifra 
de las unidades, y si el nümero disminuido en 4 se divide por la diferen- 
cia entre la cifra de las decenas y la cifra de las unidades el cociente 
es 20. Hallar el nümero. 
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A puede hacer una obra en 3 días y B en 5 días. ¿En cuánto tiempo 
pueden hacer la obra trabajando los dos juntos? 


Sea x el nümero de días que tardarían en hacer la obra trabajando 
los dos juntos. 
Si en x días los dos juntos hacen toda la obra, en 1 día harán + de 
la obra. ` 

A, trabajando solo, hace la obra en 3 días; luego, en un día hace Lt de 
la obra. 

B, trabajando solo, hace la obra en 5 días; luego, en un día hace 
la obra. 


e|" 
с. 
e 


Los dos juntos harán en um día ($+ =) de la obra; pero SE 
como en un día los dos hacen = — de la obra, tendremos: 8-5 
Resolviendo: 5х + lie =15 


8x = 15 
Ш- EJERCICIO 156 


l. 4 puede hacer una obra en 3 días y B en 6 días. ¿En cuánto tiempo 
pueden hacer la obra los dos trabajando juntos? 


2. Una llave puede llenar un depósito en 10 minutos y otra en 20 minutos. 
¿En cuánto tiempo pueden llenar el depósito las dos llaves juntas? 


3. 4 puede hacer una obra en 4 días, B en 6 días y C en 12 días. ¿En cuánto 
tiempo pueden hacer la obra los tres juntos? 


4 4 puede hacer una obra en 1 días, B en 6 días y C en 22 días. ¿En 
cuánto tiempo harán la obra los tres juntos? 


5. Una llave puede llenar un depósito en 5 minutos, otra en 6 minutos y 
otra en 12 minutos. ¿En cuánto tiempo llenarán el depósito las tres 
llaves abiertas al mismo tiempo? 


6. Una llave puede llenar un depósito en 4 minutos, otra llave en 8 minutos 
y un desagüe puede vaciarlo, estando lleno, en 20 minutos. ¿En cuánto 
tiempo se llenará el depósito, si estando vacío y abierto el desagüe se 
abren las dos llaves? 


(233) ¿A qué hora entre las 4 y las 5 están opuestas 
las agujas del reloj? 


En los problemas sobre el reloj, el alumno debe 
hacer siempre un gráfico como el adjunto. 

En el gráfico está representada la posición del 
horario y el minutero a las 4. Después representa- 
mos la posición de ambas agujas cuando están opues- 
tas, el horario en C y el minutero en D. 


| FIGURA 20 
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Mientras el minutero da una vuelta completa al reloj, 60 divisiones 
de minuto, el horario avanza de una hora a la siguiente, 5 divisiones de 


8 1 . . . 
minuto, o sea — de lo que ha recorrido el minutero; luego, el horario 


12 


. 1 x cale . 
avanza siempre =; de las divisiones que avanza el minutero. 


Sea x — el número de divisiones de 1 minuto del arco ABCD que ha 
recorrido el minutero hasta estar opuesto al horario. 


Entonces == número de divisiones de 1 minuto del arco BC que ha 
recorrido el horario. 


En la figura 20 se ve que el arco ABCD=x equivale al - 
arco AB=20 divisiones de 1 minuto, más el arco BC => más , 
el arco CD=30 divisiones de 1 minuto; luego, tendremos la 


ecuación: ^ 
Resolviendo: x= 50+ 2 
12x — 600 4- x 
11х = 600 
600 ‚ЖЕУ : 
х — 5l divisiones de 1 minuto. 


Luego, entre las 4 y las 5 las manecillas del reloj están opuestas a las 
4 y 545 minutos. R. 


¿A qué hora, entre las 5 y las 6, las agujas del reloj forman ángulo 
recto? 


Entre las 5 y las 6 las agujas están en ángulo recto en 2 posiciones: 
una, antes de que el minutero pase sobre el horario, y otra, después. 


1) Antes de que el minutero pase sobre el ho- 
rario. 


A las 5 el horario está en C y el minutero en 4. 
Representemos la posición en que forman ángulo 
recto antes de pasar el minutero sobre el horario: cl 
minutero en B y el horario en D (figura 21). 

Sea x = el arco AB que ha recorrido el minute- 
ro; entonces 27e arco CD que ha recorrido el ho- 
rario. 
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En la figura adjunta se ve que: arco AB+arco BD= 


arco AC+arco CD, peo arco AB —x, arco BD=15, arco 
АС = 25 y arco CD = =; luego: AAA A 


Resolviendo: 12x + 180 = 300 + x 
11x = 120 
х= i-i = 107° divisiones de 1 minuto. 


: E 10 . 
Luego, estarán en ángulo recto por primera vez a las 5 y 107 mi- 
nutos. R. 


2) Después que el minutero ha pasado sobre ` 
el horario. 


A las 5 el horario está en B y el minutero en 4. 
Después de pasar el minutero sobre el horario, cuan- 
do forman ángulo recto, el horario está en C y el 
minutero en D. 

Sea x = el arco ABCD que ha recorrido el minu- 


x А А 
tero; ;¿=el arco ВС que ha recorrido el horario. 


En la figura se ve que: arco ABCD = arco AB + 
arco BC + arco CD, o sea, 


Resolviendo: 12x — 300 4- x 4- 180 
11х = 480 
х 0 = 43... divisiones de 1 minuto. 
11 FE 


Luego, formarán ángulo recto por segunda vez a las 5 y 437 mi- 
nutos. R. 


© EJERCICIO 157 


¿A qué hora, entre la 1 y las 2, están opuestas las agujas del reloj? 

¿A qué horas, entre las 10 y las 11, las agujas del reloj forman ángulo 
recto? 

¿A qué hora, entre las 8 y las 9, están opuestas las agujas del reloj? 
¿A qué hora, entre las 12 y la 1, estin opuestas las agujas del reloj? 
¿A qué hora, entre las 2 y las 3, forman ángulo recto las agujas del 
reloj? 

¿A qué hora, entre las 4 y las 5, coinciden las agujas del reloj? 


төр po 
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10. 


11. 


10. 


11. 


¿A qué horas, entre las 6 y las 7, las agujas del reloj forman ángulo recto? 
¿A qué hora, entre las 10 y las 11, coinciden las agujas del reloj? 


¿A qué hora, entre las 7 y las 7 y 30, están en ángulo recto las agujas 
del reloj? 


¿A qué hora, entre las 3 y las 4, el minutero dista exactamente 5 divi 
siones del horario, después de haberlo pasado? 


¿A qué horas, entre las 8 y las 9, el minutero dista exactamente del 
horario 10 divisiones? 


EJERCICIO 158 

MISCELANEA 

SOBRE PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN POR ECUACIONES DE 1%. GRADO 

La diferencia de dos nümeros es 6 y la mitad del mayor excede en 10 
a los L del menor. Hallar los nümeros. 

А tenía $120 y B $90. Después que 4 le dio a B cierta suma, В tiene los 
ч de lo que le queda a 4. ¿Cuánto le dio A a B? 


Un número se aumentó en 6 unidades; esta suma se dividió entre 8; 
al cociente se le sumó 5 y esta nueva suma se dividió entre 2, obteniendo 
4 de cociente. Hallar el nümero. 


Se ha repartido una herencia de 48000 soles entre dos personas de modo 
que la parte de la que recibió menos equivale a los + de la parte de 
la persona favorecida. Hallar la parte de cada uno. 

Dividir 84 en dos partes tales que E de la parte mayor equivalga a 
de la menor. 


-|/- 


Dividir 120 en dos partes tales que la menor sea a la mayor como 3 
es a 5. 


Un hombre gasta la mitad de su sueldo mensual en el alquiler de la 
casa y alimentación de su familia y E del sueldo en otros gastos. А! 
cabo de 15 meses ha ahorrado $300. ;Cuál es su sueldo mensual? 


Un hombre gastó E de lo que tenía en ropa; > en libros; prestó $102 
a un amigo y se quedó sin nada. ¿Cuánto gastó en ropa y cuánto en 
libros? 

La edad de B es E de la de A y la de С i de la de B. Si entre los tres 
tienen 25 anos, ;cuál es la edad de cada uno? 


Vendí un automóvil por 8000 bolívares más la tercera parte de lo que 


me había costado, y en esta operación gané 2000 bolívares. ¿Cuánto me 
había costado el auto? 


Compré cierto número de libros a 2 por $5 y los vendí a 2 por $7, 
ganando en esta operación $8. ¿Cuántos libros compré? 


Compré cierto nümero de libros a 4 por $3 y un nümero de libros igual 
a los I del nümero de libros anterior a 10 por $7. Vendiéndolos todos 
a 2 por $3 gané $54. ¿Cuántos libros compré? 


13. 


14. 
15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


25. 


26. 


21. 
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Dividir 150 en cuatro partes, tales que la segunda sea los M de la pri- 
mera; la tercera los 2 de la segunda y la cuarta 2 de la tercera. 
¿A qué hora, entre las 9 y las 10 coinciden las agujas del reloj? 


A es 10 айоз mayor que B y hace 15 айо» la edad de B era los i de la 
de A. Hallar las edades actuales. 


A y B trabajando juntos hacen una obra en 6 días. B solo puede hacerla 
en 10 días. ;En cuántos días puede hacerla 4? 


Dividir 650 en dos partes tales que si la mayor se divide entre 5 y la 
menor se disminuye en 50, los resultados son iguales. 


La edad actual de А es + de la de B; hace 10 años era x. Hallar las 


edades actüales. 

Hallar dos nümeros consecutivos tales que la diferencia de sus cuadrados 
1 ^ 

exceda en 43 а т; del número menor. 


Un capataz contrata un obrero ofreciéndole un sueldo anual de 3000 
sucres y una sortija. Al cabo de 7 meses el obrero es despedido y recibe 
1500 sucres y la sortija. ¿Cuál era el valor de la sortija? 


Una suma de $120 se reparte por partes iguales entre cierto número de 
s , А а а 4 
personas. Si el nümero de personas hubiera sido — más de las que había, 
ә 


cada persona hubiera recibido $2 menos. ;Entre cuántas personas se 
repartió el dinero? 


Un hombre compró cierto número de libros por $400. 5i hubiera com- 
prado 2 más del número de libros que compró por el mismo dinero, 


cada libro le habría costado $2 menos. ¿Cuántos libros compró y cuánto 
pagó por cada uno? 


Se ha repartido cierta suma entre 4, B y C. A recibió p30 menos que 
la mitad de la suma; B $20 más que los i de la suma y C el resto, que 
eran $30. ¿Cuánto recibieron A y B? 

Compré cierto número de libros a 5 libros por $6. Me quedé con i 
de los libros y vendiendo el resto a 4 libros por $9 gané $9. ;Cuántos 
libros compré? 

Un hombre dejó la mitad de su fortuna a sus hijos; Ї а sus herma- 


1 . 4 
nos; — a un amigo y el resto, que eran 2500 colones, a un asilo. ¿Cuál 
era su fortuna? 


TE 8 : 
Un padre de familia gasta los — de su sueldo anual en atenciones de 


su casa; Ч en ropa, E en paseos y ahorra 810 balboas al año. ¿Cuál es 
su sueldo anual? 

Un hombre gastó el año antepasado los I de sus ahorros; el año pasado 
z de sus ahorros iniciales; este año i de lo que le quedaba y aün tiene 
$400. ;A cuánto ascendían sus ahorros? 
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Dividir 350 en dos partes, tales que la diferencia entre la parte menor 
y los i de la mayor equivalga a la diferencia entre la parte mayor y los Н 
de la menor. 

Se ha repartido cierta suma entre A, B y C. A recibió $15; B tanto 
como А más los 2 de lo que recibió C y С tanto como 4 y В juntos? 
¿Cuál fue la suma repartida? 

Tengo $9.60 en pesos, piezas de 20 centavos y 10 centavos respectiva- 
mente. El número de piezas de 20 centavos es los 3 del número de pesos 
y el número de piezas de 10 centavos es los 2 del número de piezas de 
20 centavos. ¿Cuántas monedas de cada clase tengo? 


Un comerciante perdió el primer año E de su capital; el segundo afio 
ganó una cantidad igual a los а de lo que le quedaba; el tercer айо 
ganó los i de lo que tenía al terminar el segundo afio y entonces tiene 
13312 quetzales. ¿Cuál era su capital primitivo? 

A y B tienen la misma edad. Si A tuviera 10 años menos y B 5 años 
más, la edad de A sería los i de la de B. Hallar la edad de 4. 

Un comandante dispone sus tropas formando un cuadrado y ve que 
le quedan fuera 36 hombres. Entonces pone un hombre más en cada 
lado del cuadrado y ve que le faltan 75 hombres para completar el 
cuadrado. ¿Cuántos hombres había еп el lado del primer cuadrado 
y cuántos hombres hay en la tropa? 

Gasté los 2 de lo que tenía y $20 más y me quedé con la cuarta parte 
de lo que tenía y $16 más. ;Cuánto tenía? 

A empieza a jugar con cierta suma. Primero ganó una cantidad igual 
a lo que tenía al empezar a jugar; después perdió 60 lempiras; más tarde 
perdió de lo que le quedaba y perdiendo nuevamente una cantidad 
igual a los i del dinero con que empezó a jugar, se quedó sin nada. 
«Соп cuánto empezó a jugar? 

Un nümero de dos cifras excede en 18 a seis veces la suma de sus 


cifras. 51 la cifra de las decenas excede en 5 a la cifra de las unidades, 
¿cuál es el número? 


La suma de las cifras de un número menor que 100 es 9. Si al número 
se le resta 27 las cifras se invierten. Hallar el número. 


En un puesto de frutas había cierto número de mangos. Un cliente com- 
1 : . 
pró — de los mangos que había más 4 mangos; otro cliente compró i 


de los que quedaban y 6 más, un tercer cliente compró la mitad de los 


que quedaban y 9 más, y se acabaron los mangos. ;Cuántos mangos 
había en el puesto? 


4 tenía $80 y B $50. Ambos ganaron igual suma de dinero y ahora B 
tiene los E de lo que tiene A. ¿Cuánto ganó cada uno? 


41. 


45. 


4T. 


49. 


50. 
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Compré una plumafuente y un lapicero, pagando por éste los 2 de lo 
que pagué por la pluma. Si la pluma me hubiera costado 20 cts. menos 
y el lapicero 30 cts. más, el precio del lapicero habría sido los И del 
precio de la pluma. ¿Cuánto costó la pluma y cuánto el lapicero? 


El lunes gasté la mitad de lo que tenía y $2 más; el martes la mitad de 
lo que me quedaba y $2 más; el miércoles la mitad de lo que me que- 
daba y $2 más y me quedé sin nada. ;Cuánto tenía el lunes antes de 
gastar nada? 


Un hombre ganó el primer айо de sus negocios una cantidad igual a 
la mitad del capital con que empezó sus negocios y gastó $6000; el 
29 ano ganó una cantidad igual a la mitad de lo que tenía y separó 
$6000 para gastos; el 3er. ano ganó una cantidad igual a la mitad de lo 
que tenía y separó $6000 para gastos. Si su capital es entonces de $32250, 
¿cuál era su capital primitivo? 


Un hombre compró un bastón, un sombrero y un traje. Por el bastón 
pagó $15. El sombrero y el bastón le costaron los 2 del precio del traje 


y el traje y el bastón $5 más que el doble del sombrero. ;Cuánto le 
costó cada cosa? 


Un conejo es perseguido por un perro. El conejo lleva una ventaja 
inicial de 50 de sus saltos al perro. El conejo da 5 saltos mientras el 
perro da 2, pero el perro en 3 saltos avanza tanto como el conejo en 
8 saltos. ¿Cuántos saltos debe dar el perro para alcanzar al conejo? 


Una liebre lleva una ventaja inicial de 60 de sus saltos a un perro. La 
liebre da 4 saltos mientras el perro da 3, pero el perro en 5 saltos avanza 
tanto como la liebre en 8. ;Cuántos saltos debe dar el perro para alcan- 
zar a la liebre? 


¿A qué hora, entre las 10 y las 11, está el minutero exactaménte a 6 
minutos del horario? 


A y B emprenden un negocio aportando B los i del capital que aporta 4. 
El primer айо 4 pierde i de su capital y B gana 3000 bolívares; el 
segundo año А gana 1600 bolívares y B pierde E de su capital. Si al final 


del segundo año ambos socios tienen el mismo dinero, ¿con cuánto em 
prendió cada uno el negocio? 


Un padre tiene 60 años y sus dos hijos 16 y 14 años. ¿Dentro de cuántos 
años la edad del padre será igual a la suma de las edades de los hijos? 


Un hombre que está en una ciudad dispone de 12 horas libres. ¿Qué 
distancia podrá recorrer hacia el campo en un auto que va a 50 Km 


por hora si el viaje de vuelta debe hacerlo en un caballo que anda 
10 Km por hora? 


Compré un caballo, un perro y un buey. El buey me costó $80. El 
perro y el buey me costaron el doble que el caballo y el caballo y el 


buey me costaron 6j veces lo que el perro. ¿Cuánto me costó el caballo 
y cuánto el perro? 
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шли 


Sean los móviles m у m' animados de movimiento uniforme, es decir, 
que la velocidad de cada uno es constante, los cuales se mueven en la mis- 
ma dirección y en el mismo sentido, de izquierda a derecha, como indican 
las flechas. 

Suponemos que el móvil m pasa por el punto А en el mismo instante 
en que el móvil m' pasa por el punto B. Designemos por a la distancia 
entre el punto 4 y el punto В. 

Sea v la velocidad del móvil m y v' la velocidad del móvil m' y su- 
pongamos que о> v'. 

Se trata de hallar a qué distancia del punto A el móvil m alcanzará 
al móvil m'. | 

Sea el puuto £ el punto de encuentro de los móviles. Llamemos x 
а la distancia del punto A al punto Е (que es lo que se busca); entonces 
la distancia de) punto В al punto Е será x — a. 

El móvil m pasa por 4 en el mismo instante en que т“ pasa por B 
y m alcanza a m' en £; luego, es evidente que el tiempo que emplea el 
móvil m en ir desde A hasta £ es igual al tiempo que emplea el móvil m* 
en ir desde B hasta Е. Como el movimiento de los móviles es uniforme, 
el tiempo es igual al espacio partido por la velocidad; luego: 

El tiempo empleado por el móvil m en ir desde A hasta Ё será igual 
al espacio que tiene que recorrer x partido por su velocidad v, o sea > 


El tiempo empleado por el móvil m' en ir desde B has- 
ta E será igual al espacio que tiene que recorrer x —a par- 
tido por su velocidad v’, o sea 2, Pero, según se dijo r- 
antes, estos tiempos son iguales; luego, tenemos la ecuación: — 


Resolviendo: v'x — wx — a) 
U'X —UX — aU 
U'x — Ux —— av 
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Cambiando signos a todos los términos: vx — v'x = av 


x(v =v) = 
(v — v) av y 
х= 


0—0 


fórmula que da la distancia del punto 4 al punto de encuentro £ еп fun- 
ción de a, la distancia entre А y B, cantidad conocida y de las velocidades v 
y v' de los móviles, también conocidas. 


DISCUSION 


. . av It 
La discusión de esta fórmula х =——- consiste en saber qué valores 
toma x de acuerdo con los valores de a, v y v' en cuya función viene dada x. 
Consideraremos cinco casos, observando la figura: 


1) F>”. El numerador av es positivo y el denominador v —v' es 
positivo por ser el minuendo v mayor que el sustraendo v'; luego, x es po- 
sitiva, lo que significa que el móvil m alcanza al móvil m' en un punto 
situado a la derecha de B. 


2) P<”. El numerador av es positivo y el denominador v — v' es 
negativo por ser el minuendo v menor que el sustraendo v'; luego, x es ne- 
gativa, lo que significa que los móviles,si se encontraronfué en un punto si- 
tuado a la izquierda de 4, y a partir de ese momento, como la velocidad de 
m es menor que la de m', éste se apartó cada vez más de m, hallándose 
ahora a una distancia a de él, distancia que continuará aumentando. 


. ао 

3 V-V'. La fórmula х= se convierte en x — — — «, lo que 
+ pt , . 1 TE U . . . 

significa que los móviles se encuentran en el infinito; así se expresa el he- 

cho de mantenerse siempre a la misma distancia a, ya que la velocidad de m 


es igual а la velocidad de m’. 


, 


: 0хо 0 

4) V=V'y a=0. La fórmula se convierte en = oe e 
indeterminado, lo que significa que la distancia del punto 4 al punto de 
encuentro es cualquiera. En efecto, siendo a —0, los puntos 4 y B coinci- 
den; luego, los móviles están juntos y como sus velocidades son iguales, a 
cualquier distancia de А estarán juntos. 

5) |" es negativa. (El móvil m’ va de derecha a izquierda). La fór- 
| aU _ ай 
9-(-0)  wtwv 
el denominador también; luego x ез positiva, pero menor que a. 


mula se convierte en x — . El numerador es positivo y 


En efecto: La fracción 


+? 


que es el valor de x, puede escribirse 


, 


a(— — ), donde el factor 
utu 


ner el numerador menor que el denominador y al multiplicar a por una 


es una fracción menor que 1 por te- 
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cantidad menor que 1, el producto será menor que a. Que x es positiva 
y menor que a significa que los móviles se encuentran en un punto situa- 
do a la derecha de А y que este punto dista de 4 una distancia menor 
que а, о sea, que el punto de encuentro se halla entre 4 y B. 


Si en la hipótesis de que v' es nega- 
tiva suponemos que v — v', la fórmula se con- EIE 


vierte en 


о sea, que el punto de encuentro es precisamente el punto medio de la 
línea AB. 


APLICACION PRACTICA DEL PROBLEMA DE LOS MOVILES 


| Ejemplos 


(1) Un auto que va a 60 Km por hora pasa por el punto А en el mismo instante 


(2 


- 


en que otro auto que va a 40Кт por hora pasa por el punto B, situado 
a la derecha de А y que dista de A 80 Km. Ambos siguen la misma direc- 
ción y van en el mismo sentido. ¿A qué distancia de А se encontrarán? 


La fórmula es x == = . «En este caso E I 
a=80 Km, у- 60 Km por hora, 
v' = 40 Km por hora, luego: хилийг” 


Luego se encontrarán en un punto situado a 240 Km a la derecha de А. К. 


Para hallar el tiempo que tardan en encon- 
trarse no hay mós que dividir el espacio por 


la velocidad. Si el punto de encuentro está 

a 240 Km de A v el auto que consideramos 

en A iba a 60 Km por hora, para alcanzar 
ыыы RM 


al otro necesita: 


Un auto pasa por la ciudad A hacia la ciudad B a 40 Km por hora y en el 
mismo instante otro auto pasa por B hacia A a 35 Km por hora, La dis- 
tancia entre А y B es 300 Km. ¿A qué distancia de А y B se encontrarán y 
cuánto tiempo después del instante de pasar por ellas? 

En este caso а = 300 Km, v = 40 Km por hora, v'—35 Km por hora y 
como van uno hacia el otro, v' es negativa, luego: 


Se encuentra a 160 Km de la ciudad A. R. 
La distancia del punto de encuentro a la ciudad B será 300 Km — 160 Km 
= 140 Km. К. 


160 
El tiempo empleado en encontrarse ha sido ua horas. R. 
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EJERCICIO 159 


Un corredor que parte de 4 da una ventaja de 30 m a otro que parte 
de B. El 1? hace 8 m por segundo y el 2? 5 m por seg. ¿A qué dis- 
tancia de 4 se encontrarán? 


Dos autos parten de A y B distantes entre sí 160 Km y van uno hacia 
el otro. El que parte de 4 va a 50 Km por hora y el que parte de B 
a 30 Km por hora. ;A qué distancia de 4 se encontrarán? 


Un tren que va a 90 Km por hora pasa por 4 en el mismo instante 
en que otro que va a 40 Km pasa por В, viniendo ambos hacia C. Distan- 
cia entre 4 у B: 200 Km. ¿A qué distancias de A y B se encontrarán? 


Un auto que va a 90 Km pasa por 4 en el mismo instante en que otro 
auto que va a 70 Km pasa por B y ambos van en el mismo sentido ¿Qué 
tiempo tardarán en encontrarse si B dista de 4 80 Km? 


Un tren que va a 100 Km por hora pasa por А en el mismo instante 
que otro tren que va a 120 Km por hora pasa por B y van uno hacia 
el otro. 4 dista de B 550 Km. ;A qué distancia de 4 se encontrarán 
y a qué hora si los trenes pasan por 4 y B a las 8 a.m.? 


Dos personas, 4 y B, distantes entre sí 70 Km, parten en el mismo 
instante y van uno hacia el otro. 4 va a 9 Km. por hora y B а 5 Km 
por hora. ¿Qué distancia ha andado cada uno cuando se encuentran? 


Dos personas, 4 y B, distantes entre sí 294 Km parten, B, media hora 
después que А y van uno hacia el otro. 4 уа a 5 Km por hora y В а 
4 Km por hora. ;Qué distancia ha recorrido cada uno cuando se cruzan? 


Un tren de carga que va a 42 Km por hora es seguido 3 horas después 
por un tren de pasajeros que va a 60 Km por hora. ;En cuántas horas 
el tren de pasajeros alcanzará al de carga y a qué distancia del punto 
de partida? 

Dos autos que llevan la misma velocidad pasan en el mismo instante 
por dos puntos, 4 y B, distantes entre sí 186 Km y van uno hacia 
el otro. ¿A qué distancia de А y B se encontrarán? 


e - 27182818... 


стшо XVII] 
FORMULAS 


ёз) FORMULA es la expresión de una ley o de un principio general por 
medio de símbolos o letras. 


Así, la Geometría enseña que el área de un triángulo es 
igual a la mitad del producto de su base por su altura. Llaman- bxh 
do A al área de un triángulo, b a la base у Л a la altura, este prin- 2 
cipio general se expresa exacta y brevemente por la fórmula 4 


que nos sirve para hallar el área de cualquier triángulo 

con sólo sustituir b y Л por sus valores concretos en el 8x3 
caso dado. Así, si la base de un triángulo es 8 m y su 
altura 3 m, su área será: 4 


USO Y VENTAJA DE LAS FORMULAS ALGEBRAICAS 


Las fórmulas algebraicas son usadas en las ciencias, como Geometría, 
Física, Mecánica, etc., y son de enorme utilidad como apreciará el alumno 
en el curso de sus estudios. 


La utilidad y ventaja de las fórmulas algebraicas es muy grande: 


1) Porque expresan brevemente una ley o un principio general. 
2) Porque son fáciles de recordar. 3) Porque su aplicación es muy fácil, 


270 


FORMULAS — & 271 


pues para resolver un problema por medio de la fórmula adecuada, basta 
sustituir las letras por sus valores en el caso dado. 4) Porque una fórmula 
nos dice la relación que existe entre las variables que en ella intervienen, 
pues segün se ha probado en Aritmética, la variable cuyo valor se da por 
medio de una fórmula es directamente proporcional con las variables (fac- 
tores) que se hallan en el numerador del segundo miembro e inversamente 
proporcional con las que se hallen en el denominador, si las demás perma- 
necen constantes. 


(239) TRADUCCION DE UNA FORMULA DADA 

AL LENGUAJE VULGAR 

Para traducir una fórmula al ienguaje vulgar, o sea, para dar la regla 
contenida en una fórmula, basta sustituir las letras por las magnitudes que 
ellas representan y expresar las relaciones que la fórmula nos dice existen 
entre ellas. Pondremos dos ejemplos: 

Db 

1) Dar la regla contenida en la fórmula 4 зА(--8-) en que 4 

representa el área de un trapecio, h su altura, b y b’ sus bases. 


La regla es: El área de un trapecio es igual al producto de su altura 
por la semisuma de sus bases. 


2) Dar la regla contenida en la fórmula 0=5, en que о representa 
la velocidad de un móvil que se mueve con movimiento uniforme y e el 
espacio recorrido en el tiempo £. 

La regla es: La velocidad de un móvil que se mueve con movimiento 
uniforme es igual al espacio que ha recorrido dividido entre el tiempo em- 
pleado en recorrerlo. 


En cuanto а la relación de v con e y t, la fórmula me dicta las dos leyes 
siguientes: 


1) La velocidad es directamente proporcional al espacio (porque e 
está en el numerador) para un mismo tiempo. 


2) La velocidad es inversamente proporcional al tiempo (porque / 
está en el denominador) para un mismo espacio. 


E EJERCICIO 160 
Dar la regla correspondiente a las fórmulas siguientes: 
1. A=-“bh siendo A el área de un triángulo, b su base у h su altura. 


2. ec- vt, siendo e el espacio recorrido por un móvil con movimiento uni- 
Lorme, v su velocidad y / el tiempo. 
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3. 1= *. Las letras tienen el significado del caso anterior. 


4. T = Ее, siendo T trabajo, F fuerza y e camino recorrido. 

5. А LIBI siendo 4 el área de un rombo y D y D' sus diagonales. 

6. V—hx B, siendo V el volumen de un prisma, h su altura y B el área 
de su base. 

T. —4hxB, siendo V el volumen de una pirámide, h su altura y B 


el área de su base. 

8. А = пт, siendo А el área de un círculo y r el radio. (т es una constante 
igual a 3.1416 o >). 

9. е= 50, siendo e el espacio recorrido por un móvil que cae libremente 


desde cierta altura partiendo del reposo, g la aceleración de la gravedad 
(9.8 m. por seg.) y ! el tiempo empleado en caer. 


10. 4 =23, siendo A el área de un triángulo equilátero y ( su lado. 


mu? 


11. F= 


cidad y r el radio de la circunferencia que describe. 


, siendo F la fuerza centrifuga, m la masa del móvil, v su velo- 


240) EXPRESAR POR MEDIO DE SIMBOLOS UNA LEY 

MATEMATICA O FISICA OBTENIDA COMO 

RESULTADO DE UNA INVESTIGACION 

Cuando por la investigación se ha obtenido una ley matemática o fí- 
sica, para expresarla por medio de símbolos, o sea para escribir su fórmula, 
generalmente se designan las variables por las iniciales de sus nombres y 
se escribe con ellas una expresión en la que aparezcan las relaciones obser- 
vadas entre las variables. 


E . 1 (1) Escribir una fórmula que exprese que la altura de un 
Jemp 08 trióngulo es igual al duplo de su área dividido entre 
la base. 


Designando la altura por h, el área por А y la base por b, la fór- 
mula será: 


— 


(2) Escribir una fórmula que exprese que la presión que ejerce un líquido sobre 
el fondo del recipiente que lo contiene es igual a la superficie del fondo mul- 


tiplicada por la altura del líquido y por su densidad. 


Designando la presión por P, la superficie del fondo del recipiente por S, !а 
altura del líquido por h y su densidad por d, la fórmula será: P — Shd. 


æ- EJERCICIO 161 


Designando las variables por la inicial de su nombre, escriba la fórmula 
que expresa: 


1. La suma de dos números multiplicada por su diferencia es igual a la 
diferencia de sus cuadrados. 
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2. El cuadrado de la hipotenusa de un triángulo rectángulo es igual a la 
suma de los cuadrados de los catetos. 


3. La base de un triángulo es igual al duplo de su área dividido entre 
su altura. 


La densidad de un cuerpo es igual al peso dividido por el volumen. 
El peso de un cuerpo es igual al producto de su volumen por su densidad. 
El área de un cuadrado es igual al cuadrado del lado. 
El volumen de un cubo es igual al cubo de su arista. 


El radio de una circunferencia es igual a la longitud de la circunfe- 
rencia dividida entre 2r. 


9. El cuadrado de un cateto de un triángulo rectángulo es igual al cua- 
drado de la hipotenusa menos el cuadrado del otro cateto. 
10. El área de un cuadrado es la mitad del cuadrado de su diagonal. 


11. La fuerza de atracción entre dos cuerpos es igual al producto de una 
constante Ё por el cociente que resulta de dividir el producto de las ma- 
sas de los cuerpos por el cuadrado de su distancia. 

12. El tiempo que emplea una piedra en caer libremente desde la boca al 
fondo de un pozo es igual a la raíz cuadrada del duplo de la profun- 
didad del pozo dividido entre 9.8. 

13. El área de un polígono regular es igual a la mitad del” producto de su 
apotema por el perímetro. 


14. La potencia de una máquina es igual al trabajo que realiza en 1 segundo. 


зөвл» 


EMPLEO DE FORMULAS EN CASOS PRACTICOS 
Basta sustituir las letras de la fórmula por sus valores. 


| Ejemplos (1) Hallar el área de un trapecio cuya altura mide 5 m 
y sus bases 6 y 8 m respectivamente. 


b 4 
La fórmula es A =(= 


Agu 5 mo e, ВВ, A eros en 
Ж-а син E y 


luego sustituyendo: 


(2) Hallar el volumen de una pirámide siendo su altura 12 m y el área de la 
bose 36 m?. 


1 
La fórmula es V — 3^ X B. 


Aquí, h — 12 m, B — 36 m?, luego sustituyendo: 
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(3) Una piedra dejada caer desde la azotea de un edificio tarda 4 segundos 
en llegar al suelo. Hallar la altura del edificio. 
La altura del edificio es el espacio que recorre la piedra. 


1 
La fórmula es: ini m 


g vale 9.8 m. y t= 4 seg., luego sustituyendo: 


La altura del edificio es 78.4 m. К. 


| EJERCICIO 162 
Hallar el área de un triángulo de 10 cm de base y 8 de altura. А = bh. 
2 


2. Hallar el área de un cuadrado cuya diagonal mide 8 m. 4 = 


¿Qué distancia recorre un móvil en 15 seg. si se mueve con movimiento 
uniforme y lleva una velocidad de Y m por seg? e= vt. 


4. ¿En qué tiempo el mismo móvil recorrerá 108 m? 

5. Hallar la hipotenusa a de un triángulo rectángulo siendo sus catetos 
b=4 m y c=3 m a= 62 4-с, 

6. La hipotenusa de un triángulo rectángulo mide 13 m y uno de los 


catetos 5 m. Hallar el otro cateto. 5? = a? — c. 99 

7T. Hallar el área de un círculo de 5 m de radio, A = т?°, == 

8. Hallar la longitud de una circunferencia de 5 m de radio. С = 2zr. 

9. Hallar el volumen de un cono siendo su altura 9 m y el radio de la 
base 2 m. v = {/т7?. 


10. El volumen de un cuerpo es 8 cm?, y pesa 8.24 g. Hallar su densidad. 


D "а 
ү 12 
11. Hallar el área de un triángulo equilátero cuyo lado mide 4 m. A rid 3. 


12. Hallar la suma de los ángulos interiores de un exágono regular. 
5 = 180° (№ —2). (N es el número de lados del poligono). 
242 CAMBIO DEL SUJETO DE UNA FORMULA 
El sujeto de una fórmula es la variable cuyo valor se da por medio 
de la fórmula. Una fórmula es una ecuación literal y nosotros podemos 
despejar cualquiera de los elementos que entran en ella, considerándolo 
como incógnita, y con ello cambiamos el sujeto de la fórmula. 


E А l (1) Dada la fórmula e =4 at? hacer a t el sujeto de la fórmula. 
jemp OS Hay que despejar ! en esta ecuación literal; | es la incógnita. 
Suprimiendo denominadores, tenemos: 


2e = at?, 


Extrayendo la raíz cuadrada a ambos miembros: t= Уу OR 


моне Ф zys 


(2) Dada la fórmula S = 2R(N —2) hacer a N el sujeto de la fórmula. 
Hay que despejar N. N es la incógnita. 
Efectuando el producto indicado: S = 2NR — 4R. 


Transponiendo: 5 + 4R == 2NR 


V. 15, “1 
(3) En la fórmula — = —--— despejar р’. 
г op p 


El m. c. m. de los denominadores es pp' f. Quitando denominadores tendremos: 
pp' = p'f + pf. 


La incógnita es p'. Transponiendo: 


(4 


— 


Despejar a en v = У 2ae. 


pp' — р'Ё= pf 
P сад 


Elevando al cuadrado ambos miembros para destruir el radical: 


Despejando a: 


v? — 2ae. 


Esta operación de cambiar el sujeto de una fórmula será de incalculable utili- 


dad para el alumno al Matemática y Física. 
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En la ed e=ut, despejar v y t. 


En А= (== 


sujeto de la инь, 


>) hacer a h el 


En e=3at?, despejar a. 

En A4—4aln, despejar a, l y n. 
En A—z?, despejar r. 

En a?—b?--c?*—2b хх, despejar x. 
En V—V rat, despejar V,, a y t. 
En V—V,—at, despejar V,, a y t. 


2 
En ==, despejar V y p. 
En a?-—b?-rc*, despejar by c. 


En Fat, despejar а y t. 


: JN. despejar p' 
=-.—2, despe „ 
р pejar рур 


En vs. despejar d y e. 


En e—V,t--3at?, despejar V,. 
En e=V,t—jat?, despejar V, y a. 
En'V=)/wr?, despejar h y v. 
схіхт 
En /= 
100 
En E—I К, despejar R e /. 


, despejar c, бут. 


v? à 
En e— —, despejar v. 
2a 


En u=a+(n—1)r, 
En u—ar"!, despejar аут. 


despejar a, n ут. 


En =, despejar О y t. 


ESTOCOLMO 


Ч. 


m 
NS 
E 
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ATADO del HOMBRÉ 


RENATO DESCARTES (1596-1650) Filósofo y ma- 
temático francés, Durante su juventud fue soldado y 
recorre Hungría, Suiza e Italia. Después de participar 
en cl sitio de La Rochelle, se acogió a la vida estudiosa. 
La reina Cristina de Suecia lo invita a su corte, para 


que le dé clases de matemáticas; Descartes va y alli 
muere, À Descartes se le considera el primer filósofo 
de la Edad Moderna, y es el que sistematiza el mé- 
todo cientifico. Fue el primero en aplicar el Algebra 
a la Geometría, creando así la Geometria Analítica. 


CAPITULO 


DESIGUALDADES. INECUACIONES 


Se dice que una cantidad a es mayor que otra cantidad b cuando la 

diferencia a — b es positiva. Así, 4 es mayor que — 2 porque la dife- 
rencia 4—(—2)—4--2-—6 es positiva; —1 es mayor que —3 porque 
=1-(-3)=-1+4+3=2 es una cantidad positiva. 

Se dice que una cantidad a es menor que otra cantidad b cuando la 
diferencia a — b es negativa. Así, —1 es menor que 1 porque la diferen- 
cia —1—1- —? es negativa: —4 es menor que —3 porque la diferencia 
-4-(-8)--4-3--1 es negativa. 

De acuerdo con lo anterior, cero es mayor que cualquier cantidad ne- 
gativa. 


Así, 0 es mayor que —1 porque 0 — (= 1) 204 1— 1, cantidad positiva. 
оаа) es una expresión que indica que una cantidad es ma- 
yor o menor que Otra. 


Los signos de desigualdad son >, que se lee mayor que, y < que se 


lee menor que. АМ 5 > 3 se lee 5 mayor que 3; — 4< —2 se lee —4 menor 
que —2. 
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MIEMBROS 


Se llama primer miembro de una desigualdad a la expresión que está 
a la izquierda y segundo miembro a la que está a la derecha del signo de 
desigualdad. 

Así, en a-F b » c—d el primer miembro es a+b y el segundo c — d. 


TERMINOS de una desigualdad son las cantidades que están separadas 
de otras por el signo + o — o la cantidad que está sola en un miembro. 
En la desigualdad anterior los términos son a, b, c y —d. 


Dos desigualdades son del mismo signe o subsisten en el mismo sen- 
tido cuando sus primeros miembros son mayores o menores, ambos, 
que los segundos. 

Así, a» b y c» d son desigualdades del mismo sentido. 

Dos desigualdades son de signo contrario o no subsisten en el mismo 
sentido cuando sus primeros miembros no son ambos mayores o menores 
que los segundos miembros. Así, 5>3 y 1 «2 son desigualdades de sentido 
contrario. | 


PROPIEDADES DE LAS DESIGUALDADES 


1) Si a los dos miembros de una desigualdad se suma o resta una mis- 
ma cantidad, el signo de la desigualdad no varía. 


Así, dada la desigualdad а> b, a*c»be y а-с>ъ-с. 
podemos escribir: = 


CONSECUENCIA 


Un término cualquiera de una desigualdad se puede pasar de un 
miembro al otro cambiándole el signo. 

Así, en la desigualdad а> Б + с podemos pasar c al primer miembro 
con signo — y quedará a— c7 b, porque equivale a restar c a los dos 
miembros. 

En la desigualdad a — b > c podemos pasar b con signo + al segundo 
miembro y quedará а> 0 +с, porque equivale a sumar b a los dos 
miembros. 


2) Si los dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividen 
por una misma cantidad positiva, el signo de la desigualdad no varía. 


Así, dada la desigualdad a» b y siendo c una 


cantidad positiva, podemos escribir: ^ 


CONSECUENCIA 


Se pueden suprimir denominadores en una desigualdad, sin que varíe 
el signo de la desigualdad, porque ello equivale a multiplicar todos los tér- 


278 Ф ALGEBRA 
minos dc la desigualdad, o sea sus dos miembros, por el m. c. m. de los de- 
nominadores. 


3) Si los dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividen 
por una misma cantidad negativa, el signo de la desigualdad varía. 


Así, si en la desigualdad а> b multipli- — ac <= be, 
camos ambos miembros por — c, tendremos: 
y dividiéndolos por — c, o sea mul- e. b 
ECT 1 ES $ 
tiplicando por — —, tendremos: / 
с 
CONSECUENCIA 


Si se cambia el signo a todos los términos, o sea a los dos miembros 
de una desigualdad, el signo de la desigualdad varía porque equivale a 
multiplicar los dos miembros de la desigualdad por — 1. 

Así, si en la desigualdad a — b» —c cambiamos el signo a todos los 
términos, tendremos: b —a «€ c. 


4) Si cambia el orden de los miembros, la desigualdad cambia de signo. 
Así, si а> b es evidente que b <a. 


5) Si se invierten los dos miembros, la desigualdad cambia de signo. 
" : 1 24 
Así, siendo а> b se tiene que zy. 
а 

6) Si los miembros de una desigualdad son positivos y se elevan a 
una misma potencia positiva, el signo de la desigualdad no cambia. 

Así, 5 > 3. Elevando al cuadrado: 5'»3 o sea 25>9 

7) Si los dos miembros o uno de ellos es negativo y se elevan a una 
potencia impar positiva, el signo de la desigualdad no cambia. 

Así, — 3> — 5. Elevando al cubo:( — 3)» ( —5y o sea —27» — 125. 


2 > —2. Elevando al cubo: 2» (— 2) o sea 8» — 8. 

8) Si los dos miembros son negativos y se elevan a una misma po- 
tencia par positiva, el signo de la desigualdad cambia. 

Así, – 3> —5. Elevando al cuadrado: (-3)?=9 y (-5)=25 y que- 
da 9 «25. 

9) Si un miembro es positivo y otro negativo y ambos se elevan a una 
misma potencia par positiva, el signo de la desigualdad puede cambiar. 

Así, 37 —5. Elevando al cuadrado: 3? = 9 y (— 5)? = 25 y queda 9 < 25. 
Cambia. 


8»-2. Elevando al cuadrado: 8° = 64 y (—2)*—4 y queda 6424. 
No cambia. 
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10) Si los dos miembros de una desigualdad son positivos y se les 
extrae una misma raíz positiva, el signo de la desigualdad no cambia. 


Así, si a>b y n es positivo, tendremos: Ya > Vb, 


11) Si dos o más desigualdades del mismo signo se suman o multipli- 
can miembro a miembro, resulta una desigualdad del mismo signo. 


Así, si а> b y c» d, tendremos: a+c>b+d y ac» bd. 


12) Si dos desigualdades del mismo signo se restan o dividen miembro 
a miembro, el resultado no es necesariamente una desigualdad del mismo 
signo, pudiendo ser una igualdad. 

Así, 1028 y 522. Restando miembro a miembro: 10—5-—5 у 
8—2=6; luego queda 5 «6; cambia el signo. 

Si “анин miembro a miembro las desigualdades 1028 y 57 4, te- 


8 
nemos vo? y 179 luego queda 2 —2, igualdad. 


INECUACIONES 


(249) UNA INECUACION es una desigualdad en la que hay una o más 

cantidades desconocidas (incógnitas) y que sólo se verifica para deter- 
minados valores de las incógnitas. Las inecuaciones se llaman también 
desigualdades de condición. 

Así, la desigualdad 2x —3 > x--5 es una inecuación porque tiene la 
incógnita x y sólo se verifica para cualquier valor de x mayor que 8. 

En efecto: Para x —8 se convertiría en igualdad y para x «8 se con- 
vertiría en una desigualdad de signo contrario. 


RESOLVER UNA INECUACION es hallar los valores de las incógnitas 
que satisfacen la inecuación. 


(25) PRINCIPIOS EN QUE SE FUNDA LA RESOLUCION 
DE LAS INECUACIONES 


La resolución de las inecuaciones se funda en las propiedades de las 
desigualdades, expuestas anteriormente, y en las consecuencias que de las 
mismas se derivan. 


RESOLUCION DE INECUACIONES 


(1) Resolver la inecuación 2x — 3 > x + 5. 
Pasando x al primer miembro y 3 al segundo: 
Ze => DB. 


Reduciendo: x>8. R. 


8 es el límite inferior de x, es decir que la desigualdad dada sólo se verifica 
para los valores de x mayores que 8. 


Ejemplos 
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(2) Hallar el límite de x en 7 2^ >= ё 
Suprimiendo denominadores: 42 — Зх > 10x — 36. 


Transponiendo: — Зх — 10x > — 36 — 42. 
= 13х>—78 


Cambiando el signo a los dos miembros, lo cual hace cambiar el signo de la 
desigualdad, se tiene: 13x < 78. 

78 
Dividiendo por 13: x юм osea х<6. К. 


6 es el límite superior de x, es decir, que la desigualdad dada sólo se verifica 
para los valores de x menores que 6. 

Hallar el límite de x en (x -3)(x—1) < (х — 1)? + 3x. 

Efectuando las operaciones indicadas: x? + 2x —3 < x? — 2х + 1 + Зх. 
Suprimiendo x? en ambos miembros y transponiendo: 2х + 2х —3x < 1 + 3 


— 


(3 


x«4. К. 
4 es el límite superior de x. 
E- EJERCICIO 164 
Hallar el límite de x en las inecuaciones siguientes: 
1. х-6«2х-06. 10. 6(x?--1)— (2x—4)(3x 4-2) X3 (5x 4-21). 
2. 5х-1228х-4. 11. (х—4)(х+5)<(х—3)(х—2). 
3. х—6221—8х. 12. (2x—3)-4x"(x—1)«4(x—2)*. 
4. 3х—14<7х—2. qu; AER 
5. x "-8х-17 3x42 
5. 2х—-->-+10. T х+8 4 x 
6. 3х-4-162-0, "Ө uw 
e D 
Ч. (x—1)=7>(x— 2% 15. „Б. W 
1 8х-1 9ҳ2—1  3x—1 
8. (х+2)(х—1)+26<(х+4)(х+5). 1 1 1 
9. 3(x—2)+2x(x+3)>(2x—1)(x+4). 16. Comp mien 


17. Hallar los nümeros enteros cuyo tercio aumentado 
en 15 sea mayor que su mitad aumentada en 1. 


INECUACIONES SIMULTANEAS 


INECUACIONES SIMULTANEAS son inecuaciones que tienen solu- 
ciones comunes. 


| Ejemplos (1) Hallar qué valores de x satisfacen 
i las inecuaciones: — 7 


Resolviendo la primera: 2x 6 + 4 
2x > 10 
x5. 


Resolviendo la segunda: 3x > 14—5 
3x9 
x3. 


10. 
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La primera inecuación se satisface para x > 5 y la segunda para x > 3, luego 
tomamos como solución general de ambas x 25, ya que cualquier valor de 
x mayor que 5 será mayor que 3. 

Luego el límite inferior de las soluciones comunes es 5. В. 


Hallar el límite de las soluciones comunes a las е 
Inecuucióneti B IT GER 


Resolviendo la primera: Зх <16—4 
3x <12 
x «4. 


Resolviendo la segunda: —x >—8 -+6 
= x > 2 
x «2. 
La solución comün es х «2, ya que todo valor de x menor que 2 evidentemen- 


te es menor que 4. 
Luego 2 es el límite superior de las soluciones comunes. К. 


(3) Hallar el límite superior e inferior de los valorcs ce xe 
x que satisfacen las inecuaciones: lie tini, i e UP pa 


Resolviendo la primera: 5х — Зх > —2-- 10 
2x 8 
x 24. 


Resolviendo la segunda: Зх —2x <6—1 
x «5, 


La primera se satisface para x > 4 y la segunda para х < 5, luego todos los 
valores de x que sean a la vez mayores que 4 y menores que 5, satisfacen 
ambas inecuaciones. 
Luego 4 es el límite inferior y 5 el límite superior de las soluciones comunes 
lo que se expresa 4<х < 5. К. 
EJERCICIO 165 
Hallar el limite de las soluciones comunes a: 
х-3»5 y 2х+5>17. 4. 5х-4»1х-16 y 8—7х<16—15х. 
0—x2—6 y 2x+9>3x. 
6х+5>4х+11 y 4—2х>10—5х. 


(2 


— 


x x 3 2 
5 5.32349 y 2x4 3 c6x—23—. 
“Маг од банн нана. 


Hallar el límite superior e inferior de las soluciones comunes a: 
2х—3<х+10 y 6х—4>5х+6. 

ot y aa 

(x—1)x-2)«(x--2)(x—3) y (х+3)(х+5)>(х+4)(х+3). 

x42 © х—2 : х-1 > х6. 

х+8 x43 xt4 х-1 

Hallar los nümeros enteros cuyo triplo menos 6 sea mayor que su mi- 


tad más 4 y cuyo cuádruplo aumentado en 8 sea menor que su triplo 
aumentado en 15. 


amont -de - Lomagne кш Toulouse 


PIERRE FERMAT (1601- 1665) Matemático francés Fermat profundizaba los трт y AA 
a quien Pascal llamó ''el primer cerebro del mundo”. caminos de la matemática pura. Trabajó incansable- 
Puede considerarse con Descartes como el más grande mente en la Teoría de los Nümeros o Aritmética Su- 
matemático del siglo ХУІІ, Mientras sus contemporá- perior, dejando varios teoremas que llevan su nombre; 
neos se preocupaban por elaborar una ciencia aplicada, el más famoso es el llamado último Teorema de Fermat. 


CAPITULO XX 


FUNCIONES 


CONSTANTES Y VARIABLES 


Las cantidades que intervienen en una cuestión matemática son cons- 
tantes cuando tienen un valor fijo y determinado y son variables cuando 
toman diversos valores. Pondremos dos ejemplos. 


1) Si un metro de tela cuesta $2, el costo de una pieza de tela depen- 
derá del número de metros que tenga la pieza. Si la pieza tiene 5 metros, 
el costo de la pieza será $10; si tiene 8 metros, el costo será $16, etc. Aquí, 
el costo de un metro que siempre es el mismo, $2, es una constante, y el 
número de metros de la pieza y el costo de la pieza, que toman diversos 
valores, son variables. 

¿De qué depende en este caso el costo de la pieza? Del número de 
metros que tenga. El costo de la pieza es la variable dependiente y el nú- 
mero de metros la variable independiente. 


2) Si un móvil desarrolla una velocidad de 6 m por segundo, el es- 
pacio que recorra dependerá del tiempo que esté andando. Si anda du- 
rante 2 segundos, recorrerá un espacio de 12 m; si anda durante 3 segun- 
dos, recorrerá un espacio de 18 m. Aqui, la velocidad 6 m es constante 
y el tiempo y el espacio recorrido, que toman sucesivos valores, son variables. 
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¿De qué depende en este caso el espacio recorrido? Del tiempo que 
ha estado andando el móvil. El tiempo es la variable independiente y el 
espacio recorrido la variable dependiente. 


FUNCION 


En el ejemplo 1) anterior el costo de la pieza depende del número de 
metros que tenga; el costo de la pieza es función del número de metros. 

En el ejemplo 2) el espacio recorrido depende del tiempo que haya 
estado andando el móvil; el espacio recorrido es función del tiempo. 

Siempre que una cantidad variable depende.de otra se dice que es 
función de esta ültima. 

La definición moderna de función debida a Cauchy es la siguiente: 

Se dice que y es función de x cuando à cada valor de la variable x 
corresponden uno o varios valores determinados de la variable y. 

La notación para expresar que y es función de x es y = f(x). 


FUNCION DE UNA VARIABLE INDEPENDIENTE 
Y DE VARIAS VARIABLES 


Cuando el valor de una variable y depende solamente del valor de 
otra variable x tenemos una función de una sola variable independiente, 
como en los ejemplos anteriores. 

Cuando el valor de una variable y depende de los valores de dos o más 
variables tenemos una función de varias variables independientes. 

Por ejemplo, el área de un triángulo depende de los valores de su 
base y de su altura; luego, el área de un triángulo es función de dos varia- 
bles independientes que son su base y su altura. Designando por А cl área, 
por b la base y por h la altura, escribimos: 4 = f(b,h). 

El volumen de una caja depende de la longitud, del ancho y de la 
altura; luego, el volumen es función de tres variables independientes. 

Designando el volumen por v, la longitud por /, el ancho por a y la 
altura por A, podemos escribir: о = f(l,a,h). 


LEY DE DEPENDENCIA 


Siempre que los valores de una variable y dependen de los valores de 
otra variable x, y es función de x; la palabra función indica dependencia. 
Pero no basta con saber que y depende de x, interesa mucho saber cómo 
depende y de x, de qué modo varía y cuando varía x, la relación que liga 
a las variables, que es lo que se llama ley de dependencia entre las variables. 


EJEMPLOS DE FUNCIONES, PUEDA O NO ESTABLECERSE 
MATEMATICAMENTE LA LEY DE DEPENDENCIA 


No en todas las funciones se conoce de un modo preciso la relación 
matemática o analítica que liga a la variable independiente con la variable 
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dependiente o función, es decir, no siempre se conoce la ley de depen- 
dencia. 

En algunos casos sabemos que una cantidad depende de otra, pero no 
conocemos la relación que liga a las variables. De ahí la división de las 
funciones en analíticas y concretas. 


FUNCIONES ANALITICAS 

Cuando se conoce de un modo preciso la relación analítica que liga 
a las variables, esta relación puede establecerse matemáticamente por me- 
dio de una fórmula o ecuación que nos permite, para cualquier valor de 
la variable independiente, hallar el valor correspondiente de la función. 
Estas son funciones analíticas. 

Como ejemplo de estas funciones podemos citar las siguientes: 

El costo de una pieza de tela, función del número de metros de la 
pieza. Conocido el costo de un metro, puede calcularse el costo de cual- 
quier nümero de metros. 

El tiempo empleado en hacer una obra, función del nümero de obre- 
ros. Conocido el tiempo que emplea cierto número de obreros en hacer 
la obra, puede calcularse el tiempo que emplearía cualquier otro número 
de obreros en hacerla. 

El espacio que recorre un cuerpo en su caída libre desde ciérta altura, 
función del tiempo. Conocido el tiempo que emplea en caer un móvil, 
puede calcularse el espacio recorrido. 


FUNCIONES CONCRETAS 

Cuando por observación de los hechos sabemos que una cantidad de- 
pende de otra, pero no se ha podido determinar la relación analítica que 
liga a las variables, tenemos una función concreta. En este caso, la ley de 
dependencia, que no se conoce con precisión, no puede establecerse mate- 
máticamente por medio de una fórmula o ecuación porque la relación fun- 
cional, aunque existe, no es siempre la misma. 

Como ejemplo podemos citar la velocidad de un cuerpo que se des- 
liza sobre otro, función del roce o frotamiento que hay entre los dos cuer- 
pos. Al aumentar el roce, disminuye la velocidad, pero no se conoce de un 
modo preciso la relación analítica que liga a estas variables. Muchas leyes 
físicas, fuera de ciertos límites, son funciones de esta clase. 

En los casos dé funciones concretas suelen construirse tablas o gráficas 
en que figuren los casos observados, que nos permiten hallar aproximada- 
mente el valor de la función que corresponde a un valor dado de la va- 
riable independiente. 


(259) VARIACION DIRECTA 


Se dice que 4 varía directamente a B o que А es directamente propor- 
cional a B cuando multiplicando o dividiendo una de estas dos variables 
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por una cantidad, la otra queda multiplicada o dividida por esa misma 
cantidad. 


2 Si un móvil que se mueve con movimiento uniforme recorre 
Ejemplo 30 Km en 10 minutos, en 20 minutos recorrerá 60 Km y en 
5 minutos recorrerá 15 Km, luego la variable espacio recorri- 
do es directamente proporcional (o proporcional) a la variable 

liempo y viceversa. 


Si A es proporcional a B, A es igual a B multiplicada por una cons- 
tante. - 
En el ejemplo anterior, la relación entre el espacio y el tiempo es 


constante. 
En efecto: 


30 
En 10 min el móvil recorre 30 Km; la relación es an 


à À Ж ; 60 
En 20 min el móvil recorre 60 Km; la relación es об ^9 
: 5 
En 5 min el móvil recorre 15 Km; la relación es ——=3. 
о 


En general, si 4 es proporcional a B, la relación 
entre А y B es constante; luego, designando esta 
constante por k, tenemos; 


VARIACION INVERSA 

Se dice que A varía inversamente a B o que А es inversamente pro- 
porcional a B cuando multiplicando o dividiendo una de estas variables 
por una cantidad, la otra queda dividida en el primer caso y multiplicada 
en el segundo por la misma cantidad. 


: Si 10 hombres hacen una obra en 6 horas, 20 hombres la-harán 
Ejemplo en 3 horas y 5 hombres en 12 horas, luego la variable tiempo 
empleado en hacer la obra es inversamente proporcional a la 

variable nómero de hombres y viceversa. 
Si A es inversamente proporcional a B, A es igual a una constante 

dividida entre B. 
En el ejemplo anterior, el producto del nümero de hombres por el 
tiempo empleado en hacer la obra es constante. En efecto: 


10 hombres emplean 6 horas; el producto 10x 6 = 60. 
20 hombres emplean 3 horas; el producto 20 х 3 = 60. 
5 hombres emplean 12 horas; el producto 5 x 12 = 60. 


En general, si A es inversamente proporcional 
a B, el producto АВ es constante; luego, designando 
esta constante por k, tenemos: 
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VARIACION CONJUNTA 


Si A es proporcional a B cuando C es constante у 4 es proporcional 
a C cuando B es constante, 4 es proporcional a BC cuando B y C varían, 


principio que se expresa: A =kBC, 


donde k es constante, lo que se puede expresar diciendo que si una 
cantidad es proporcional a otras varias, lo es a su producto. 


El área de un triángulo es proporcional a la altura, si la base 
Ejemplo es constante y es proporcional a la base si la altura es cons- 
tante, luego si la base y la altura varían, el área es proporcio- 
nal al producto de la base por la altura. Siendo A el área, 
b la base y h la altura, tenemos: 
А = kbh 
y la constante К = 3 (por Geometría) luego А = Jbh. 


(6) variacion DIRECTA E INVERSA A LA VEZ 
Se dice que A es proporcional a B e inversamente proporcional A 


i 


_KB 
m 


a C cuando 4 es proporcional a la relación —, lo que se expresa: /^ 


RESUMEN DE LAS VARIACIONES 


51 A es proporcional a В.............. А = кВ 

Si A es inversamente proporcional a B.. A =, 

Si A es proporcional a B y C.......... A — kBC. 

Si A es proporcional a B e inversamente kB 
proporcional 3 Qu. esses os novim swemmer A=E 


К (1) A es proporcional a В у А = 20 cuando В = 2. 
Ejemplos Hallar А cuando B — 6. 
Siendo А proporcional a B, se tiene: А = kB. 


Para hallar la constante К, como А = 20 cuan- 


96:8 2:2; tendrémos— — —— — — 


Si k — 10, cuando B — 6, A valdrá: 
A-—kB-—10x6-—60. К. 


(2) A es inversamente proporcional a B y A — 5 cuando B — 4. 
Hallar A cuando B — 10. 


k 
Como А es inversamente proporcional a B, se tiene: А = 7 


Hallemos k, haciendo A=5 y В = 4: 


k 
5——..k-20. 
4 
Siendo k — 20, cuando B = 10, A valdrá: 


20 


pt ie, 
B ып 


wee 


11. 


12. 
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(3) A es proporcional a B y C; A — 6 cuando B —2 y C — 4. 
Hallar B cuando А = 15 y C=5, 
Siendo A proporcional a B y C, se tiene: 


А = КВС. (1). 


Para hallar К: 


A 
Para hallar B la despejamos en (1): B E 
3 . , 
Sustituyendo А = 15, k=—, С = 5, o dion 0 4. 
4 алэул 265515 
tendremos: ша 


(4) x es proporcional a y e inversamente proporcional a z. 
Si х= 4 cuando y = 2, z = 3, hallar x cuando y = 5, 2 = 15. 
Siendo x proporcional a y e inversamente proporcional a z, 
tendremos: - 


Haciendo x —4, y 22, z = 3, Т e: E T =; 
se tiene: . = E 


Haciendo en (1) k—6,y = 5, 2 = 15, 
se tiene: . Эг 5 / 


EJERCICIO 166 

x es proporcional a y. Si x —9 cuando у = 6, hallar x cuando y = 8. 

x es proporcional a y. Si y —3 cuando x —2, hallar y cuando x = 24. 

A es proporcional a B y C. Si A=30 cuando B=2 y C=5, hallar А 
cuando B — 7, C —4. 

x es proporcional a y y az. Si x — 4 cuando y —3 y z — 6, hallar y cuando 
х= 10, 2 =9, 

А es inversamente proporcional a B. Si A=3 cuando В = 5, hallar A 


cuando В = 7. 4 
B es —À proporcional a 4. Si 4 = — cuando В = =, hallar 4 


cuando В = 

А еѕ propeen a B e inversamente proporcional a C. Si 4 = 8 cuando 
В = 1; C-3, hallar A. cuando 8-1, С-:14, 

x es proporcional a y e inversamente proporcional a z. Si x — 3 cuando 
y —4, z—8, hallar z cuando y — 7, х = 10. 

x es proporcional a y? — 1. Si x = 48 cuando у = 5, hallar x cuando y = 7. 
x es inversamente proporcional a у? — 1. Si x = 9 cuando y —3 hallar x 
cuando y — 

El área de un cuadrado es proporcional al cuadrado de su diagonal. 
Si el área es 18 m? cuando la diagonal es 6 m, hallar el área cuando 
la diagonal sea 10 m. 

El área lateral de una pirámide regular es proporcional a su apotema 
y al perímetro de la base. Si el área es 480 m.? cuando el apotema es 
12 m y el perímetro de Та base 80 m, hallar el área cuando el apotema 
es 6 m y el perímetro de la base 40 m. 
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13. El volumen de una pirámide es proporcional a su altura y al área de 
su base. 5i el volumen de una pirámide, cuya altura es 8 m y el área 
de su base 36 m?, es 96 m?, ¿cuál será el volumen de una pirámide 
cuya altura es 12 m y el área de su base 64 m?? 

14. El área de un círculo es proporcional al cuadrado del radio. Si el área 
de un círculo de 14 cm de radio es 616 cm?, ;cuál será el área de un 
círculo de 7 cm. de radio? 

15. La longitud de una circunferencia es proporcional al radio. Si una cir- 
cunferencia de 7 cm de radio tiene una longitud de 44 cm, ;cuál es el 
radio de una circunferencia de 66 cm de longitud? 

16. x es inversamente proporcional al cuadrado de y. Cuando y=6, х = 4. 
Hallar y cuando x = 9. 


(266) FUNCIONES EXPRESABLES POR FORMULAS 

En general, las funciones son expresables por fórmulas o ecuaciones 
cuando se conoce la relación matemática que liga a la variable dependien- 
te о función con las variables independientes, o sea cuando se conoce la 
ley de dependencia. 

En estos casos habrá una ecuación que será la expresión analítica de 
la función y que define la función. 

Así, y=2x +1, y z2x?*, y 2 x! -2x — 1 
son funciones expresadas por ecuaciones o fórmulas. 

2х +1 es una función de primer grado; 2x?, de segundo grado: 
x* -- 2x — 1, de tercer grado. | 

Los ejemplos anteriores son funciones de la variable x porque a cada 
valor de x corresponde un valor determinado de la función. 
Para x 0, y=2 x0 +1=1 

х-1, у=9 x1 4-123 


En efecto: Considerando la 
x2, y=2x2+1=5 


función 2x + 1, que representamos 
por y, tendremos: у = 2x + 1. 


Para x 2—1, у=2(—1)+1=—1 
x ——3, «у= 9(—2) - 1— — 3, etc. 
x es la variable independiente e y la variable dependiente. 


DETERMINACION DE LA FORMULA CORRESPONDIENTE 
A FUNCIONES DADAS CUYA LEY DE DEPENDENCIA 
SEA SENCILLA 


3 (1) El costo de una pieza de tela es proporcional al nú- 
Ejemplos mero de metros. Determinar la fórmula de la función 
costo, sabiendo que una pieza de 10 metros cuesta $30. 


Designando por x la variable independiente número de 
metros y por y la función costo, tendremos, por ser y proporcional c x: 
y=kx. (1) i 
Hallemos la constante k, sus- 
tituyendo y = 30, x = 10: 
Entonces, como la constante es 3, sustituyendo este valor 


en (1), la función costo vendrá dada por la ecuación: —————= y=3x RO 
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(2) El área de un cuadrado es proporcional al cuadrado de su diagonal. Hallar 
la fórmula del área de un cuadrado en función de la diagonal, sabiendo que 
el área de un cuadrado cuya diagonal mide 8 m es 32 mê. 

Designando por А el área y A = kD?. 
por D la diagonal, tendremos: r 
Hallemos k hacien- 32=kX 


do A=32 y D—8 ^ 


Sustituyendo k = 3 en (1), el área de un cuadrado en 
función de la diagonal, vendrá dada por la fórmula: РА 


-— 


(3) La altura de una pirámide es proporcional al volumen si el бгеа de la base es 
constante y es inversamente proporcional al área de la base si el volumen 
es constante. Determinar la fórmula de la altura de una pirámide en fun- 
ción del volumen y el área de la base, sabiendo que una pirámide cuya 


altura es 15 m y el área de su base 16 m? tiene un volumen de 80 т?. 


Designando la altura por h, el volumen por h= kV 


V y el área de la base por B, tendremos: PA B` 
( Obsérvese que la variable V directamente proporcional con h va en el nume- 
rador y la variable B, inversamente proporcional con h, va en el denominador ). 


k x 80 
Hallemos la constante k haciendo e 
h=15, V — 80, B = 16 15 х 16 — 80k 
Haciendo k —3 en (1), la altura de una pirámide en fun- 
ción del volumen y el área de la base vendrá dada por la 
fórmula: НЕМЕЕ STAR IA ERIT A ЗЕРРЕ. 
(4) Determinar la fórmula correspondiente a una función sabiendo que para cado 


valor de la variable independiente corresponde un valor de la función que 
es igual al triplo del valor de la variable independiente aumentado en 5. 


Siendo y la función y x la varia- y-3et5 R 
ble independiente, tendremos: Р 


Б EJERCICIO 167 


1. Si A es proporcional а В y A=10 cuando В = 5, escribir la fórmula 
que las relaciona. 


2. El espacio recorrido por un móvil (mov. uniforme) es proporcional al 
producto de la velocidad por el tiempo. Escriba la fórmula que expresa 
el espacio e en función de la velocidad v y del tiempo !. (kz1) 


3. El área de un rombo es proporcional al producto de sus diagonales. 
Escribir la fórmula del área 4 de un rombo en función de sus diago- 
nales D y D’ sabiendo que cuando D=8 y D'=6 el área es 24 cm?. 


4. Sabiendo que A es proporcional а В e inversamente proporcional a C, 
escribir la fórmula de A en función de B y C. (k —3). 


“GOMA нА оон P 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
17. 


18. 


La longitud C de una circunferencia es proporcional al radio r. Una 
circunferencia de 21 cm de radio tiene una longitud de 132 cm. Hallar 
la fórmula que expresa la longitud de la circunferencia en función del 
radio. 

El espacio recorrido por un cuerpo que cae desde cierta altura es pro- 
porcional al cuadrado del tiempo que emplea en caer. Escribir la fórmula 
del espacio e en función del tiempo t sabiendo que un cuerpo que cae 
desde una altura de 19.6 m emplea en su caída 2 seg. 


La fuerza centrífuga F es proporcional al producto de la masa m por el 
cuadrado de la velocidad v de un cuerpo si el radio y del círculo que 
describe es constante y es inversamente proporcional al radio si la masa 
y la velocidad son constantes. Expresar esta relación por medio de una 
fórmula. 


Escribir la fórmula de una función y sabiendo que para cada valor de 
la variable independiente x corresponde un valor de la función que es 
el duplo del valor de x aumentado en 3. 


El lado de un cuadrado inscrito en un círculo es proporcional al radio 
del círculo. Expresar la fórmula del lado del cuadrado inscrito en función 
del radio. (А = УЗ). 

Escribir la fórmula de una función y sabiendo que para cada valor de 
la variable independiente x corresponde un valor de la función que es 
igual a la mitad del cuadrado del valor de x más 2. 


Escribir la ecuación de una función y sabiendo que para cada valor 
de x corresponde un valor de y que es igual a la diferencia entre 5 y el 
duplo de x, dividida esta diferencia entre 3. 


La fuerza de atracción entre dos cuerpos es proporcional al producto 
de las masas de los cuerpos т y m’ si la distancia es constante y es 
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia si las masas no 
varían. Expresar esta relación por medio de una fórmula. 


La altura de un triángulo es proporcional al área del triángulo si la base 
es constante, y es inversamente proporcional a su base si el área es cons- 
tante. Escribir la fórmula de la altura de un triángulo en función del 
área y de su base, sabiendo que cuando la base es 4 cm y la altura 
10 cm, el área del triángulo es 20 cm*. 


La energía cinética de un cuerpo W es proporcional al producto de la 
masa m por el cuadrado de la velocidad V. Expresar la fórmula de la 
energía cinética. (А = 4). 

El área de la base de una pirámide es proporcional al volumen si la 
altura es constante y es inversamente proporcional a la altura si el 
volumen es constante. Escribir la fórmula del área de la base B de una 
ре en función del volumen Y y de la altura Л sabiendo que cuando 
!—12 y B=100, V = 400. 

x es inversamente proporcional a y. Si x —2 cuando y=5, hallar la 
fórmula de x en función de y. 


x es inversamente proporcional al cuadrado de y. Si x —3 cuando y = ?, 
hallar la fórmula de x en función de y. 

A es proporcional a B e inversamente proporcional a C. Cuando B —24 
y C=4, A=3. Hallar la fórmula que expresa A en función de B y C. 


Clermont Ferrand 
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CAPITULO 
REPRESENTACION GRAFICA DE LAS FUNCIONES 


i H so) 
Dos líneas rectas que se cortan constituyen un sistema de ejes coorde- 
nados. $Si las líneas son perpendiculares entre sí tenemos un sistema 
de ejes coordenados rectangulares; si no lo son, 
tenemos un sistema de ejes oblicuos. De los pri- 
meros nos ocuparemos en este Capítulo. 
Tracemos dos líneas rectas XOX‘, YOY’ 
que se cortan en el punto O formando ángulo 
recto. (Figura 24). Estas líneas constituyen un 
sistema de ejes coordenados rectangulares. 
La línea XOX’ se llama eje de las x o eje 
de las abscisas y la línea YOY' se llama eje de 
las y o eje de las ordenadas. El punto O se llama 
origen de coordenadas. 


Los ejes dividen al plano | аван | 
Я FIGURA 24 
del papel en cuatro partes lla- | 
madas cuadrantes. XOY es el 


Así llamadas en honor del célebre matemático francés DESCARTES (Cartesius), 
fundador de la Geometría Analítica. 
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primer cuadrante, УОХ' el segundo cuadrante, X'OY' el tercer cuadran- 
te, Y'OX el cuarto cuadrante. 

El origen O divide a cada eje en dos semi-ejes, uno positivo y otro 
negativo. OX es el semi-eje positivo y OX” el semi-eje negativo del eje 
de las x; OY es el semi-eje positivo y OY” el semi-eje negativo del eje de las y. 

Cualquier distancia medida sobre el eje de las x de O hacia la derecha 
es positiva y de O hacia la izquierda es negativa. 

Cualquier distancia medida sobre el eje de las y de O hacia arriba es 
positiva y de O hacia abajo es negativa. 


ABSCISA Y ORDENADA DE UN PUNTO 


La distancia de un punto al eje de las or- 
denadas se llama abscisa del punto y su distan- 
cia al eje de las abscisas se llama ordenada del 
punto. La abscisa y la ordenada de un punto 
son las coordenadas cartesianas del punto. 


Asi, (Fig. 25)la abscisa del punto P es ВР=ОА 
y su ordenada AP—OB. BP y AP son las coorde- 
nadas del punto P. 


Las coordenadas de P, son: abscisa BP,—OC 
y ordenada CP,—OB. 


Las coordenadas de Р, son: abscisa DP,—OC 
y ordenada CP,—OD. 


Las coordenadas de Р, son: abscisa DP4—O4A 
y ordenada AP¿=0D. 


минээ Las abscisas se representan por x y las orde- 
UNS CM nadas por y. 
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Las abscisas medidas del eje YY’ hacia la derecha son positivas y hacia 
la izquierda, negativas. Así, en la figura anterior BP y DP, son positivas; 
BP, y DP; son negativas. 

Las ordenadas medidas del eje ХХ” hacia arriba son positivas y hacia 
abajo son negativas. Así, en la figura anterior, AP y СР, son positivas, 
СР» y АР, son negativas. 


Gm) DETERMINACION DE UN PUNTO POR SUS COORDENADAS 


Las coordenadas de un punto determinan el punto. Conociendo las 
coordenadas de un punto se puede fijar el punto en el plano. 


1) Determinar el punto cuyas coordenadas son 2 y 3. 

Siempre, el número que se da primero es la abscisa y el segundo la orde- 
nada. La notación empleada para indicar que la abscisa es 2 y la ordenada 3 
es “punto (2, 3)”. 
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Tomamos una medida, escogida arbitrariamente, como unidad de me- 
dida (Fig.26). Como la abscisa es 2, positiva, tomamos la unidad escogida dos 
veces sobre OX de O hacia la derecha. 


Como la ordenada 3 es positiva, levantamos en 4 una perpendicular 
a OX y sobre ella hacia arriba tomamos tres veces 
la unidad. 


El punto P es el punto (2, 3), del primer 
cuadrante. Р 

2) Determinar el punto (— 3, 4). 

Como la abscisa es negativa, —3, tomamos so- 
bre OX' de O hacia la izquierda tres veces la unidad 
escogida; en B levantamos una perpendicular а OX" 
y sobre ella llevamos 4 veces la unidad hacia arriba 
porque la ordenada es positiva 4. El punto P, es 
el punto (—3, 4), del segundo cuadrante. 

3) Determinar el punto (—2, — 4). 

Llevamos la unidad dos veces sobre OX’ de 
O hacia la izquierda porque la abscisa es —2 y sobre 
la perpendicular, hacia abajo porque la ordenada 


es —4, la tomamos 4 veces. El punto Р, es el punto 
(—2, —4), del tercer cuadrante. 


4) Determinar el punto (4, — 2). 
De O hacia la derecha, porque la abscisa 4 es positiva llevamos la unidad 


4 veces y perpendicularmente a OX, hacia abajo porque la ordenada es —2 
la llevamos 2 veces. El punto Pz es el punto (4, —2), del cuarto cuadrante. 


En estos casos se puede también marcar el valor de 1а ordenada sobre 
OY o sobre OY”, según que la ordenada sea positiva o negativa, y sobre OX 
u OX cl valor de la abscisa, segün que la abscisa sea positiva o negativa. En- 
tcnces por la ültima división de la ordenada, trazar una paralela al eje de las 
abscisas y por ültima división de la abscisa trazar una paraleia al eje de 


las ordenadas, y el punto en que se corten es el punto buscado. Es indiferente 
usar un procedimiento u otro, 


Por lo expuesto anteriormente, se comprenderá fácilmente que: 
1) Las coordenadas del origen son (0, 0). 
2) La abscisa de cualquier punto situado en el eje de las y es 0. 
3) La ordenada de cualquier punto situado en el eje de las x es 0. 
4) Los signos de las coordenadas de un punto serán: 
Abscisa Ordenada 

En el ler. cuadrante XOY + + 

En el 2do. cuadrante УОХ' ве + 

Ер el 3er. cuadrante X'OY" - x 

En el 4to. cuadrante Y'OX * ы. 
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672) PAPEL CUADRICULADO 


En todos los casos de gráficos suele usarse el papel dividido en peque- 
nos cuadrados, llamado papel cuadriculado. Se 
refuerza con el lápiz una línea horizontal que 
será el eje XOX' y otra perpendicular a ella 
que será el eje YOY'. Tomando como unidad 
una de las divisiones del papel cuadriculado 
(pueden tomarse como unidad dos o más divi- 
siones) la determinación de un punto por sus 
X coordenadas es muy fácil, pues no hay más que 
- contar un nümero de divisiones igual a las uni- 
dades que tenga la abscisa o la ordenada; y tam- 
bién dado el punto, se miden muy fácilmente 
sus coordenadas. 

En la figura 27 están determinados los pun- 


Ги | tos P(4,2), Р,(— 3,4), Pa(— 3, —3), Pa(2, — 5), P4(0,3) 
- FIGURA Ir Л у Ps(— 2,0). 


EJERCICIO 168 


Determinar gráficamente los puntos: 


a. 9) 5. (3, —4). 9. (—3, 0). 13. (4, 0). 

(-1, 2). 6. (—5, 9). 10. (5, —4). 14. (-1, 10). 

(—2, —1). 7T. (—3, —4). 11. (—4, —3). 15. (3, —1). 

(2, —3). 8. (0, 3). 12. (0, —6). 

Trazar la línea que pasa por los puntos: 

(1, 2) y (3, 4). 19. (2, 4) у (5,-2). ?2- (—4,5) y (2, 0). 
. (72, 1) y (74. 4). 20. (3,0) y (0, 4). 23. (—3, —6) y (0, 1). 


(-8,-2) y (-1, 27. 21. (-4,0) у (0,-2. 2* (-3,-2) y (3, 2). 


- Dibujar el triángulo cuyos vértices son los puntos (0, 6), (3, 0) y (—3, 0). 
- Dibujar el triángulo cuyos vértices son los puntos (0, —5), (—4, 3) y (4, 3). 
- Dibujar el cuadrado cuyos vértices son (4, 4), (—4, 4), (—4, —4) y (4, —4). 
- Dibujar el cuadrado cuyos vértices son (—1, —1), (-4, —1), (-4, —4) y 


C 4 
Dibujar el rectángulo cuyos vértices son (1, —1), (1, —3), (6, —1) y (6, —3). 


- Dibujar el rombo cuyos vértices son (1, 4), (3, 1), (5, 4) y (3, 7). 
- Dibujar la recta que pasa por (4, 0) y (0, 6) y la recta que pasa por (0, 1) 


y (4, 5) y hallar el punto de intersección de las dos rectas. 


- Probar gráficamente que la serie de puntos (—3, 5), (—3, 1), (-3, —1), 


(—3, —4), se hallan en una línea paralela a la línea que contiene a los 
puntos (2, —4), (2, 0), (2, 3), (2, 7). 

Probar gráficamente que la línea que pasa por (—4, 0) y (0, —4) es per- 
pendicular a la línea que pasa por (—1, —1) y (—4, —4). 
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GRAFICO DE UNA FUNCION 

Sea y = f(x). Sabemos que para cada valor de x corresponden uno o 
varios valores de y. "Tomando los valores de x como abscisas y los valores 
correspondientes de у como ordenadas, obtendremos una serie de puntos. 
El conjunto de todos estos puntos será una línea recta o curva, que es el 
gráfico de la función o el gráfico de la ecuación у = f(x) que representa la 


función. 


En la práctica basta obtener unos cuantos puntos y unirlos convenien- 
temente (interpolación) para obtener, con bastante aproximación, el gráfi- 


co de la función. 


(14) REPRESENTACION GRAFICA DE LA FUNCION 
LINEAL DE PRIMER GRADO 


1) Representar gráficamente la función у = 2x. 


Dando valores a x obtendremos una serie de valores correspondien- 


tes de y: 
Para х= 0, 
х= 1, 
х= 2, 
х= 8, 
Рага x=-—1, 
х=—2, 
х=—8$, 


у= 0, el origen es un punto del gráfico. 
у= 2 


ус 4 
у= 6, etc. 
3-2 
j= 
y=—6, etc. 


Representando los valores de x como abscisas y los valores correspon- 
dientes de y como ordenadas (Fig. 28), obtenemos la serie de puntos que apare- 
cen en el gráfico. La línea recta MN que pasa por el origen es el gráfico de y=2x. 


2) Representar gráficamente la función 


y=x+2. 


Los valores de x y los correspondientes de y 

еп disponerse en una tabla como se indica а 

ntinuación, escribiendo debajo de cada valor de x 
el valor correspondiente de y: 
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Representando los valores de x como abscisas 
y los valores correspondientes de y como ordenadas, 
según se ha hecho en la Fig. 29, se obtiene la línea 
recta MN que no pasa por el origen. MN es el 
gráfico de y=x + 2. 

Obsérvese que el punto P, donde la recta 
corta el eje de las y, se obtiene haciendo x=0, 
y el punto Q, donde la recta corta el eje de las x, 
se obtiene haciendo y=0. OP se llama inter- 
cepto sobre el eje de las y, y OQ intercepto sobre 
el eje de las x. El segmento OP es la ordenada 
en el origen y el segmento OQ la abscisa en el 
origen. 

Obsérvese también que OP=2, igual que 
el término independiente de la función y=x+2. 


El gráfico es la línea AB que pasa por el 
origen. (Fig. 30). 
En la función y = 2х + 4, tendremos: 


El gráfico es la línea CD que no pasa por 
el origen. (Fig. 30). | FIGURA 30 | 


Los interceptos OP y OQ se obtienen, OP haciendo x=0 y OQ haciendé 
y=0. Obsérvese que OP —4, término independiente de y — 2x +4. 


Visto lo anterior, podemos establecer los siguientes principios: 

1) Toda función de primer grado representa una línea recta y por eso 
se llama función lineal, y la ecuación que representa la función se llama 
ecuación lineal. 

2) Si la función carece de término independiente, o sea si es de la 
forma y — ax, donde a es constante, la línea recta que ella representa pasa 
por el origen. 
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3) Si la función tiene término independiente, o sea si es de la forma 
у=ах + b, donde a y b son constantes, la línea recta que ella representa 
no pasa por el origen y su intercepto sobre el eje de las y es igual al térmi- 
no independiente b. 


DOS PUNTOS DETERMINAN UNA RECTA 


Por tanto, para obtener el gráfico de una función de primer grado, 
basta obtener dos puntos cualesquiera y unirlos por medio de una línea 
recta. 

Si la función carece de término independiente, como uno de los pun- 
tos del gráfico es el origen, basta obtener un punto cualquiera y unirlo 
con el origen. 

Si la función tiene término independiente, lo más cómodo es hallar 
los interceptos sobre los ejes haciendo x —0 e y —0, y unir los dos puntos 
que se obtienen. 


Ejemplo 


Representar gráficamente la función 2x —y = 5 don- 
de y es la variable dependiente función 
Cuando en una función la variable dependiente 
no está despejada, como en este coso, la función 
se Пата implicita y cuando la variable  dependien- 
te está despejada, la función es explicita. 
Despejando y, tendremos y — 2x — 5. Ahora la fun- 
ción es explícita. 
Para hallar los interceptos sobre los ejes (Fig. 31], 
diremos: 

Para x = 0, y =-—5. 

Para y =0, tendremos: 


0—2x—5 luego 5=2x-".x=2.5. | FIGURA 31 | 


El gráfico de y — 2x — 5 es la línea recta AB. 


EJERCICIO 169 


Representar gráficamente las funciones: 


B 


L у= T. y 2x —4. 13. y=8-—3x. 16. у-2- Я 
2. у= – 9х. 8. у= 3х +6. А 3 

3. у=х +2. 9. у= 4х +5. 14. yz 11. 5x4 
4 у=х—3. 10. yz —2x-F4. 4 к E j 
5. y=x+4. 11. у=—2х—4. 

6. у=8х+8. 12. y=x-—8. 15. y= Sad 18. y=Ž+4. 


Representar las funciones siguientes siendo y la variable dependiente: 


19. x+y=0. 21. 2х+у=10. 23. 4х +у= 8. 25. 5x —y —2. 
20. 2x = Зу. 22. 3y = 4х +5. 24. y+i=x. 26. 2x=y-—1. 
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i GRAFICOS DE ALGUNAS FUNCIONES 
DE SEGUNDO GRADO 


1) Gráfico de у= x?. 


Formemos una tabla con los valores de x y los correspondientes de y: 


En el gráfico (Fig. 32) aparecen representados los valores de y co- 
rrespondientes a los que hemos dado a x. 

La posición de esos puntos nos indica la 
forma de la curva; es una parábola, curva 
ilimitada. 

El trazado de la curva uniendo entre sí 
los puntos que hemos hallado de cada lado del 
eje de las y es aproximado. Cuantos más pun- 
tos se hallen, mayor aproximación se obtiene, 


La operación de trazar la curva habien- 
do hallado sólo algunos puntos de ella se 
llama interpolación, pues hacemos pasar la 
curva por muchos otros puntos que no hemos 
hallado, pero que suponemos pertenecen a la 
curva. 


| FIGURA 32 | 


2) Gráfico de х? + y? = 16. 
Despejando y tendremos: 


y?=16—x?; luego, у= = V 16 — x?. | FIGURA 33 


El signo + proviene de que la 


raíz cuadrada de uma cantidad pos ДЕБЕТ EAEE 


tiva tiene dos signos + y —. Por ejem- . 
plo, У4= +2 porque аа 
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Por tanto, en este caso, a cada valor de x corresponderán dos valores 


de y, uno positivo y otro negativo. 
Dando valores a x: 


€ 2 1—1 0 1 2 3 4 
PFREIETETETENETETETEN 


La curva (Fig. 33) es un círculo cuyo centro está en el origen. 


Toda ecuación de la forma х? + y? - 
—1? representa un círculo cuyo radio 
es r. Así, en el caso anterior, el radio 
es 4, que es la raíz cuadrada de 16. 


3) Gráfico de 9x? + 255? = 225. 
Vamos a despejar y. Tendremos: 


—Qxy2 
25у? = 225 — 9x? ^. y?= 225— 9x" E 


En la fig. 34 aparecen representados los valores de y correspondientes 
a мад hemos dado a x. La curva que se obtiene es una elipse, curva 
cerrada. 


x? 2 
Toda ecuación de la forma a?x?+ b?y? = a?b?, o sea — 1, repre- 
senta una elipse. E 


: 5 
4) Gráfico de ху--5 o ye: 
Dando a x valores positivos, tendremos: 


Marcando cuidadosamente estos puntos obtenemos la curva situada en 
el 1er. cuadrante de la Fig. 35. 
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FIGURA 35 


Dando a x valores negativos, tenemos: 


o Fi ha 2 Es -4 es hos 
y [== 10 Hs astro |-125|-1 |-081-07 |-0.6|....| 

Marcando cuidadosamente estos puntos obtenemos la curva situada en 
el 3er. cuadrante de la Fig. 35. 

La curva se aproxima indefinidamente a los ejes sin llegar a tocarlos; 
los toca en el infinito. 

La curva obtenida es una hipérbola rectangular. Toda ecuación de la 
forma xy=a o у= donde a es constante, representa una hipérbola de 
esta clase. 

La parábola, la elipse y la hipérbola se llaman secciones cónicas o 
simplementes cónicas. El círculo es un caso especial de la elipse. 

Estas curvas son objeto de un detenido estudio en Geometría Ana- 
lítica. 


OBSERVACION 

En los gráficos no es imprescindible que la unidad sea una división 
del papel cuadriculado. Puede tomarse como unidad dos divisiones, tres 
divisiones, etc. En muchos casos esto es muy conveniente. 

La unidad para las ordenadas puede ser distinta que para las abscisas. 


m EJERCICIO 170 
Hallar el gráfico de: 


dinis 5. у=х2+1. 11. x*4 yt 49. 

» rr т за 12. у= х? – 3х. 
. хул qwe 

3. х2+у2= 25. 2 ч ih v I 13 ка a 

4. 9x? + 16y? = 144. 10. 36x2? + 25y? = 900. 14. y=x+ ЭР 


none 


Londre 5 


cas, Descubrió, casi. simultáneamente con айан) el 
Cálculo Diferenei ial y el Cá Integral. Basándose en 


del Binomio que 


CAPITULO XXII 


GRAFICAS. 
APLICACIONES PRACTICAS 


UTILIDAD DE LOS GRAFICOS 


Es muy grande. En Matemáticas, en Física, Estadística, en la indus- 
tria, en el comercio se emplean muchos los gráficos. Estudiaremos algunos 
casos prácticos. 


Siempre que una cantidad sea proporcional a otra es igual a esta otra 

multiplicada por una constante (260). Así, si y es proporcional a x, 
podemos escribir y = ax, donde a es constante y sabemos que esta ecuación 
representa una línea recta que pasa por el origen (274). 

Por tanto, las variaciones de una cantidad proporcional a otra estarán 
representadas por una línea recta que pasa por el origen. 

Pertenecen a este caso el salario proporcional al tiempo de trabajo; el 
costo proporcional al número de cosas u objetos comprados; el espacio pro- 
porcional al tiempo, si la velocidad es constante, etc. 
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| Ejemplos 
(1) Un obrero gana $2 por hora. Hallar la gráfica del sa- 


(2) 


lario en función del tiempo. 

Sobre el eje de las x (fig. 36) señalamos el tiempo. Cuatro divisiones re- 
presentan una hora y sobre el eje de las y el salario, cada división repre- 
senta un peso. 

En una hora el obrero gana 
$2; determinamos el punto А 
que marca el valor del sala- 
rio $2 para una hora y como 
el salario es proporcional al 
tiempo, la gráfica tiene que ser 
una línea recta que pase por 
el origen. Unimos А con O y 
la recta OM es la gráfica del 
salario. 


Esta tabla gráfica nos da el 
valor del salario para cual- 
| FIGURA -Z6 | quier nómero de horas. Para 
pd E. saber el salario correspondien- 

te a un tiempo dado no hay 

más que leer el valor de la ordenada para ese valor de la abscisa. Así se ve 


que en 2 horas el salario es $4; en 2 horas y cuarto $4.50; en 3 horas, $6; en 
3 horas y 45 minutos o 33 horas, $7.50. 


Sabiendo que 15 dólares equivalen a 225 sucres, formar una tabla que per- 
mita convertir dólares en sucres y viceversa. 


Las abscisas serán dóla- 
res, (fig. 37), cada divi- 
sión es U. S. $1.00; las 
ordenadas sucres, cada 
división 15 sucres. На- 
llamos el valor de la or- 
denada cuando la absci- 
cisa es U. S. $15.00 y te- 
nemos el punto А. Uni- 
mos este punto con O y 
tendremos Іа gráfica 
OM. 

Dando suficiente exten- 
sión a los ejes, podemos 
saber cuántos sucres son 
cualquier número de dó- 
lares. En el gráfico se ve 
que U. S. $1 equivale a 
15 sucres, U. S. $4.50 
equivalen a 67.50 sucres, 


U. S. $9 a 135 sucres y ET TENE 
U. S. $18 a 270 sucres. FIGURA 37 | 


| 


n 


iB 


d 
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(3) Un tren que va a 40 Km por hora sale de un punto О a las 7 a. т. Cons- 


(4) 


truir una grófica que permita hallar a qué distancia se halla del punto de 
partida en cualquier momento y a qué hora llegará al punto P situado a 140 
Km de O. 


RA 
| FIGURA 38 | 


Las horas (fig. 38), son las abscisas; cada división es 10 minutos. Las dis- 
tancias las ordenadas; cada división 20 Km. 

Saliendo a las 7, a las 8 habrá andado ya 40 Km. Marcamos el punto A 
y lo unimos con O. La línea OM es la gráfica de la distancia. 

Midiendo el valor de la ordenada, veremos que por ejemplo, a las 8 y 20 se 
halla a 53.3 Km del punto de partida; a las 9 y 15 a 90 Km. Al punto P 
situado a 140 Km llega a las 10 y 30 a.m. 


Un hombre sale de O hacia M, situado a 20 Km de O a las 10 a. m. y va a 
8 Km por hora. Cada vez que anda una hora, se detiene 20 minutos 
para descansar. Hallar gráficamente a qué hora llegará a M. 


Cada división de OX (fig. 39), representa 10 minutos; cada división de OY 
representa 4 Km. 


5 
12 12y20 1240 $10 у 


HORAS 


Ô 
0 * no 520 


10. 


Como va a 8 Km por hora y sale a las 10 a. m. a las 11 habrá andado ya 
8 Km; se halla en A. 

El tiempo que descansa, de 11 a 11.20 se expresa con un segmento AB para- 
lelo al eje de las horas, porque el tiempo sigue avanzando. А los 11 y 20 
emprende de nuevo su marcha y en una hora, de 11.20 a 12.20 recorre otros 
8 Km, luego se hallará en C que corresponde a la ordenada 16 Km. Descon- 
sa otros 20 minutos, de 12.20 a 12.40, [segmento CD) y a las 12.40 emprende 
otra vez la marcha. Ahora le faltan 4 Km para llegar a M. De D a M la 
ordenada aumenta 4 Km y al punto M corresponde en la abscisa la 1 y 10 
p. m. 


EJERCICIO 171 
(ELIJA LAS UNIDADES ADECUADAS) 


Construir una gráfica que permita hallar el costo de cualquier nümero 
de metros de tela (hasta 10 m) sabiendo que 3 m cuestan $4. 

Sabiendo que 5 m de tela cuestan $6, hallar gráficamente cuánto cuestan 
8 m, 9 m, 12 m y cuántos metros se pueden comprar con $20. 
Sabiendo que 1 dólar = 15 sucres, construir una gráfica que permita 
cambiar sucres por dólares y viceversa hasta 20 dólares. Halle gráfica- 
mente cuántos dólares son 37.50, 45 y 63 sucres, y cuántos sucres son 4.50 
y 7 dólares. 

Sabiendo que bs. 200 ganan bs. 16 al año, construya una gráfica que 
permita hallar el interés anual de cualquier cantidad hasta bs. 1000. 
Halle gráficamente el interés de bs. 450, bs. 700 y bs. 925 en un ano. 
Por 3 horas de trabajo un hombre recibe 18 soles. Halle gráficamente 
el salario de 4 horas, 5 horas y 7 horas. 

Un ten va a 60 Km por hora. Hallar gráficamente la distancia reco- 
rrida al cabo de 1 hora y 20 minutos, 2 horas y cuarto, 3 horas y media. 
Hallar la gráfica del movimiento uniforme de un móvil a razón de 8 m 
por segundo hasta 10 segundos. Halle gráficamente la distancia recorrida 
en 5] seg. en 71 seg. 

Un hombre sale de O hacia M, situado a 60 Km de O, a las 6 a.m. 
y va a 10 Km por hora. Al cabo de 2 horas descansa 20 minutos y 
reanuda su marcha a la misma velocidad anterior. Hallar gráficamente 
a qué hora llega a M. 

Un hombre sale de O hacia M, situado a 33 Km de O, a la: 5 a.m. 
y vaa 9 Km por hora. Cada vez que anda una hora, descansa 10 minutos. 
Hallar gráficamente a qué hora llega a M. 

Un hombre sale de О hacia M, situado a 63 Km. de О, а 10 Km por 
hora, a las 11 a.m. y otro sale de M hacia О, en el mismo instante, a 
8 Km por hora. Determinar gráficamente el punto de encuentro y la 
hora а que se encuentran. 

Un litro de un líquido pesa 800 g. Hallar gráficamente cuánto pesan 
14 1, 281у 3.75 l. 

1 Kg=2.2 lb. Hallar gráficamente cuántos Kg son 11 lb y cuántas 
libras son 5.28 Kg. 

Si 6 yardas — 5.5 m, hallar gráficamente cuántas yardas son 22 m, 38.5 m. 
Un auto sale de А hacia B, situado a 200 Km de 4, a las 8 a.m. y regresa 
sin detenerse en B. A la ida va a 40 "Кт por hora y a la vuelta а 50 Km 
por hora. Hallar la gráfica del viaje de ida y vuelta y la hora a que 
llega al punto de partida. 
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Las cuestiones de Estadística son de extraordinaria importancia para 
la industria, el comercio, la educación, la salud püblica, etc. La Estadística 
es una ciencia que se estudia hoy en muchas Universidades. 

Daremos una ligera idea acerca de estas cuestiones, aprovechando la 
oportunidad que nos ofrece la representación gráfica. 


(19) METODOS DE REPRESENTACION EN ESTADISTICA 


El primer paso para hacer una estadística es conseguir todos los datos 
posibles acerca del asunto de que se trate. 

Cuanto más datos se reúnan, más fiel será la estadística. 

Una vez en posesión de estos datos y después de clasificarlos rigurosa- 
mente se procede a la representación de los mismos, lo cual puede hacerse 
por medio de tabulares y de gráficos. 


080) TABULAR 


Cuando los datos estadísticos se disponen en columnas que puedan ser 
leídas vertical y horizontalmente, tenemos un tabular. 

En el título del tabular se debe indicar su objeto y el tiempo y lugar 
a que se refiere, todo con claridad. Los datos se disponen en columnas 
separadas unas de otras por rayas y encima de cada columna debe haber un 
título que explique lo que la columna representa. Las filas horizontales 
tienen también sus títulos. 

Los totales de las columnas van al pie de las mismas y los totales de 
las filas horizontales en su extremo derecho, generalmente. 

Los tabulares, según su índole, pueden ser de muy diversas formas y 
clases. А continuación ponemos un ejemplo de tabular: 


VENTAS DE LA AGENCIA DE MOTORES "P. R.” - CARACAS 


ENERO - JUNIO 
CAMIONES Y AUTOMOVILES POR MESES 


AUTOMOVILES 
CAMIONES 
CERRADOS ABIERTOS TOTAL 


FEBRERO 


TOTALES 
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GRAFICOS 


Por medio de gráficos se puede representar toda clase de datos esta- 
dísticos. Gráficamente, los datos estadísticos se pueden representar por me- 
dio de barras, círculos, líneas rectas o curvas. 


Cuando se quieren expresar simples comparaciones de medidas se em- 
plean las barras, que pueden ser horizontales o verticales. Estos gráficos 
suelen llevar su escala. Cuando ocurre alguna anomalía, se aclara con una 
nota al pie. 


PRODUCCION DE CANA DE LA COLONIA "K" 


Ejemplo de POR AÑOS 1951 ut 57 
gráfico con barras MILLONES DE ARROBAS 
: 1 2 3 4 5 
horizontales. на 
1953 
1954 
11955 
1956 
1957 


| FIGURA 40 * SEQUIA 


CIRCULACION DE LA REVISTA "H" 


А MILLARES POR MESES JULIO-DIC. 
Ejemplo de рє EJEMPLARES 
gráfico con barras 50 


verticales. 


| FIGURA 41 | ЈА. AG. SEPT. OCT, NOV. DIC. 
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(283) CIRCULOS 


Algunas veces en la comparación de medidas se emplean círculos, de 
modo que sus diámetros o sus áreas sean proporcionales a las cantidades 
que se comparan. 


ADO 


VENTAS EN VENTAS EN VENTAS EN VENTAS EN 
LA CAPITAL EL INTERIOR LA CAPITAL EL INTERIOR 
$40,000 $20,000 $40,000 $ 20,000 


| FIGURA 42 | 


En la figura 42-A se representan las ventas de una casa de comercio 
durante un año, $40000 en la Capital y $20000 en el interior, por medio de 
dos círculos, siendo el diámetro del que representa $40000 doble del que 
representa $20000. En la figura 42-B el área del círculo mayor es doble que 
la del menor. 

Siempre es preferible usar el sistema de áreas proporcionales a las can- 
tidades que se representan en 
vez del de diámetros. 

Este sistema no es muy usa- 
do; es preferible el de las barras. 

Los círculos se emplean 
también para comparar entre sí 
las partes que forman un todo, 
representando las partes por sec- 
tores circulares cuyas áreas sean 
proporcionales a las partes que 
se comparan. 

Así, para indicar que de los 
$30000 de venta de una casa de VENTA 
tejidos en 1958, el 20% se vendió $30,000 $30,000 


al contado y el resto a plazos, se 
puede proceder así: | FIGURA 43 | 
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Es preferible e) método de barras B, dada la dificultad de calcular 
claramente el área del sector circular. 

Para expresar que de los $120000 en mercancías que tiene en existen- 
cia un almacén, el 25% es azücar, el 20% es café y el resto víveres, podemos 
proceder así: 


EXISTENCIA 
$ 120,000 $120,000 


Los gráficos anteriores en que las partes de un todo se representan por 
sectores circulares son llamados en inglés "pie charts", (gráficos de pastel) 
porque los sectores tienen semejanza con los cortes que se dan a un pastel. 


084) LINEAS RECTAS O CURVAS. GRAFICOS POR 

EJES COORDENADOS 

Cuando en Estadística se quieren expresar las variaciones de una can- 
tidad en función del tiempo se emplea la representación gráfica por medio 
de ejes coordenados. Las abscisas representan los tiempos y las ordenadas 
la otra cantidad que se relaciona con el tiempo. 


Cuando una cantidad y es proporcio- 
nal al tiempo t, la ecuación que la liga con 
éste es de forma y — at, donde a es cons- 
tante, luego el gráfico de sus variaciones será 
una línea recta a través del origen y si 
su relación con el tiempo es de la forma 
y=at+b, donde a y b son constantes, el 
gráfico será una línea recta que no pasa 
por el origen. 

Asi, la estadistica gráfica de las ganan 
cias de un almacén de 1954 a 1957, sabiendo 
que en 1954 ganó $2000 y que en cada año 
| mouras | posterior ganó $2000 más que en el inmedia- 

FISURA NS to anterior, está representado por la lí- 


nea recta OM en la fig. 45. 
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Pero esto no es lo más corriente. Lo usual es que las variaciones de la 
cantidad que representan las ordenadas sean más o menos irregulares y en- 
tonces cl gráfico es una línea curva o quebrada. 


La fig. 46 muestra las variaciones de 
la temperatura mínima en una ciudad del 
día 15 al 20 de diciembre. Se ve que el 
día 15 la mínima fue 17.5%; el día 16 de 
10°, el día 17 de 15°, el 18 de 25°, el 19 
de 22? y el 20 de 15*. La línea quebrada 
que se obtiene es la gráfica de las varia- 
ciones de la temperatura. 


En la fig. 47 se representa la produc- 
ción de una fábrica de automóviles durante 
los 12 meses del ano en los anos 1954, 1955, 
1956 y 1957. 

El valor de la ordenada correspondiente 
a cada mes da la producción en ese mes. 

El gráfico exhibe los meses de mínima 
y máxima producción en cada año. 


En la fig. 48 se exhibe el aumento de 
la población de una ciudad, desde 1935 
hasta 1960. Se ve que en 1935 la población 
era de 5000 almas; el aumento de 1935 a 
1940 es de 2000 almas; de 1940 a 1945 de 
6000 almas; etc. La población en 1955 es 
de 30000 almas y en 1960 de 47000 almas. 


E EJERCICIO 172 


1. Exprese por medio de barras horizontales o verticales que en 1962 las 
colonias del Central X produjeron: La colonia 4, 2 millones de arrobas; 
la colonia B, 3 millones y medio; la colonia C, un millón y cuarto y la 
colonia D, 41 millones. 

2. Exprese por barras que de los 200 alumnos de un colegio, hay 50 de 
10 años, 40 de 11 anos, 30 de 13 años, 60 de 14 años y 20 de 15 años. 

3. Exprese por medio de sectores circulares y de barras que de los 80000 
sacos de mercancías que tiene un almacén, el 40% son de azücar y el 
resto de arroz. 
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4. 


10. 


11. 


12. 


18. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


Exprese por medio de sectores circulares y de barras que de los 200000 
autos que produjo una fábrica en 1962 100000 fueron camiones, 40000 
autos abiertos y el resto cerrados. 

Exprese por barras horizontales que el ejército del país A tiene 3 mi- 
llones de hombres, el de B un millón 800000 hombres y el de C 600000 
hombres. 

Exprese por medio de barras verticales que la circulación de una revista 
de marzo a julio de 1962 ha sido: marzo, 10000 ejemplares; abril, 14000; 
mayo, 22000; junio, 25000 y julio, 30000. 

Indique por medio de barras que un almacén ganó en 1956 $3000 y 
después cada айо hasta 1962, ganó $1500 más que el ano anterior. 
Exprese por medio de barras que un hombre tiene invertido en casas 
bs. 540000; en valores bs. 400000 y en un Banco bs. 120000. 

Exprese por medio de barras que un país exportó mercancías por los 
siguientes valores: en 1957, 14 millones de pesos; en 1958, 17 millones; 
en 1959, 22 millones; en 1960 30 millones; en 1962 25 millones y en 
196 2 40 millones. 

Haga un gráfico que exprese las temperaturas máximas siguientes: 
Día 14, 329; día 15, 35?; día 16, 88°; día 17, 29°; día 18, 15%; día 19, 259. 
Haga un grálico que exprese las siguientes temperaturas de un enfermo: 
Día 20: a las 12 de la noche, 39?; a las 6 a.m., 39.59; a las 12 del día 40°; 
a las 6 p.m., 38.5%. Día 21: a las 12 de la noche, 38°; a las 6 a.m., 87°; 
a las 12 del día, 87.42, a las 6 p.m., 36°. 

Las cotizaciones del dólar han sido: Día 10, 18.20 soles; día 11, 18.40; 
día 12, 19.00; día 13, 18.80; día 14, 18.60. Exprese gráficamente esta 
cotización. 

Un alumno se examina de Algebra todos los meses. En octubre obtuvo 
55 puntos y en cada mes posterior hasta mayo obtuvo 5 puntos más que 
en el mes anterior. Hallar la gráfica de sus calificaciones. 

Las calificaciones de un alumno en Algebra han sido: octubre 15, 
90 puntos; oct. 30, 60 puntos; nov. 15, 72 puntos; nov. 30, 85 puntos; 
dic. 15, 95 puntos. Hallar la gráfica de sus calificaciones. 

La población de una ciudad fue en 1930, 5000 almas; en 1940, 10000 
almas; en 1950, 20000 almas; en 1960, 40000. Hallar la gráfica del aumento 
de población. 

Las ventas de un almacén han sido: 1957, 540000: 1958, 560000: 
1959, 535000: 1960 520000: 1961. $5000; 1962, 512500. Hallar la gráfica 
de las ventas. 

Las importaciones de un almacén de febrero a noviembre de 1962 han 
sido: febrero, $56000; marzo, $80000; abril, $90000; mayo, $100000; junio, 
582000: julio, 574000; agosto, 560000: septiembre, $94000; octubre, 
$75000 y noviembre, $63000. Hallar la gráfica. 

Las cantidades empleadas por una compañía en salarios de sus obreros 
de julio a diciembre de 1962 fueron: julio $25000; agosto, $30000; 
sept, $40000; oct, $20000; nov., $12000; dic, $23000. Hallar la gráfica 
de los salarios. 

Recomendamos a todo alumno como ejercicio muy interesante que lleve 
una estadística gráfica de sus calificaciones de todo cl curso en esta 
asignatura. 


VERSALLES 


cuo ХХ 
ECUACIONES INDETERMINADAS 
ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON DOS VARIABLES 


Consideremos la ecuación 2x 4-3у = 12, que tiene dos variables o in- 
cógnitas. Despejando y, tendre! emos: 


Para cada valor que demos a x obtenemos un valor para y. Así, para 
x=0, у=4 x-2, y-24 
mE. у= 33 xd, y=2, 
Todos estos pares de valores, sustituidos en la ecuación dada, la con- 
vierten en identidad, o sea que satisfacen la ecuación. Dando valores a x 
podemos obtener infinitos pares de valores que satisfacen la ecuación. Esta 
es una ecuación indeterminada. Entonces, toda ecuación de primer grado 
con dos variables es una ecuación indeterminada. 


(286) RESOLUCION DE UNA ECUACION DE PRIMER GRADO CON 
DOS INCOGNITAS. SOLUCIONES ENTERAS Y POSITIVAS 


Hemos visto que toda ecuación de primer grado con dos incógnitas es 
indeterminada, tiene infinitas soluciones; pero si fijamos la condición de 
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que las soluciones sean enteras y positivas, el nümero de soluciones puede 
ser limitado en. algunos casos. 


Ejemplos (1) Resolver x + y = 4, para valores enteros y positivos. 


(2) 


Despejando y, tenemos: y —4— x. 


El valor de y depende del valor de x; x tiene que ser entera y positiva según 
la condición fijada, y para que y sea entera y positiva, el mayor valor que 
podemos dar ах es 3, porque si x = 4, entonces y 4—x —4—4-—0,ysi x 
es 5 ya se tendría y = 4 — 5 = —1, negativa. Por tanto, las soluciones ente- 
ras y positivas de la ecuación, son: 


Resolver 5х +7y = 128 para valores enteros y positivos. 
Despejando x que tiene el menor coeficiente, tendremos: 


Ahora descomponemos 128 y — 7y en dos sumandos uno de los cuales sea el 
mayor múltiplo de 5 que contiene cada uno, y tendremos: 


125-3-5у-2 125 5y 3-2 3-2 
y 4с A PN А 9% =y + 4 
5 5 5 5 
3—2 3 —2y 


2 y de aquí signe: GE UN 


Siendo x e y enteros, (condición fijada) el primer miembro de esta igualdad 
tiene que ser entero, luego el segundo miembro será entero y tendremos: 


luego queda: х = 25 – у + 


Ahora multiplicamos el numerador por un nómero tal que ol dividir el coefi- 
ciente de y entre 5 nos dé de residuo 1, en este caso por 3,y tendremos: 


> 
9—6) 544—5y —iys Bi by i4 Y 4—y 

o sea о Л 48 = ent 

5 5 ЖШТ ү Su 

Ey 
luego nos queda 1 лс ул туте наон 
Ac y 3 hn 

Para que LA sea entero es necesario que = entero. Lla- 


4 чинь 
memos m a este entero: А = т. 


3 


— 
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Despejando y: 4— y — 5m 
—y-—5m—4 
y = 4 — 5m. (1) 
Sustituyendo este valor de y en la ecuación dada 5x + 7y = 128, tenemos: 
5x +7(4—5m)= 128 
5x + 28 — 35m = 128 


5x = 100 + 35m 
. 100 + 35m 


x = 
5 
E m 
Reuniendo los resultados (1) y (2), tenemos: 


dein at v 


у= 4— 5m donde m es entero. 


Ahora, dando valores a m obtendremos valores para x e y. Si algún valor es 
negativo, se desecha la solución. 


Así: Para т=0 x — 20, у=4 
m=1 х= 27, у = — lse desecho. 


No se prueban más valores positivos de т porque дагіап la y negativo. 


Para т=—1 х= 13, у= 9 
m--—2 х= 6, у = 14 
т=— 3 х= — 1, se desecha. 


No se prueban más valores negativos de m porque darían la x negativa. 
Por tanto, las soluciones enteras y positivas de la ecuación, son: 


x — 20 у= 4 
x13 у= 9 
х= 6 y = 14, В. 


Los resultados (1) y (2) son la solución general de Іа ecuación. 


Resolver 7x — 12y — 17 para valores enteros y positivos. 


: » 17 + 12у 
Despejando x: 7х = 17 + 12у ^. x= 5 
14 + 3 + 7у + 5y 14 7y 3-45 3 + 5y 
= —— = ++ =2+у+ 
о sea x 5 7 5 7 y 
34-5 

luego queda х=2+у+ у 

3+ 5у 
о sea x—2—y- ТЭ 


Siendo x e y enteros, x — 2 — y es entero, luego 
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Multiplicando el numerador por 3 (porque 3X 5= y 15 dividido entre 7 da 


: 9 + 15у 

residuo 1 ) tendremos: = entero 

osea 9 + 15у 74+2+ly+y 7 My у+2 у+2 

-—————— ——t——4——-i-cT2y4——- ent 
7 7 7*7 + 7 +2y + 7 entero 

$2 

luego queda: 1+2y+ -- — entero. 

: " : y +2 

Para que esta expresión sea un número entero, es necesario que = entero. 
+2 

Llamemos m a este entero: = m. 

Despejando y: у+2=7т 


y—7m-—2. (1) 
Sustituyendo este valor de y en la ecuación dada 7x — 12y — 17, se tiene: 


7x —12(7m —2) z 17 
7x — 84m + 24 = 17 
7x = 84m —7 
84m —7 


x 


La solución general es: P — 2m — onde m es entero. 


у= 7m—2 


Si m es cero o negativo, x e y serían negativas; se desechan esas soluciones. 
Para cualquier valor positivo de m, x e y son positivas, y tendremos: 


Para m= x= 11 y= 5 
m=2 x = 23 у = 12 
т = 3 х = 35 ӯ = 19 
т= 4 х = 47 у = 26 


eret оона на оона ананна 9 |] ]n 


y así sucesivamente, luego el nómero de soluciones enteras у positivas es ili- 
mitado. 


OBSERVACION 


Si en la ecuación dada el término que contiene la x está conectado con el tér- 
mino que contiene la y por medio del signo + el número de soluciones enteras 
y positivas es limitado y si está conectado por el signo — es ilimitado. 
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9» coto t 


Hallar todas las soluciones enteras y positivas de: 


х+у=5. 6. 15x+7y=136. 11. T7x-5y—104. 16. 10х+13у=294. 
2х+8у=87. T. x+5y=24. 12. 10x4-y—32. 17. 11х--8у-:300. 
3x--5y—43. 8. 9х--11у-208. 18. 9x--4y—86. 18. 21x+25y=705. 
x+3y=9. 9. 5х+2у=73. 14. 9x+11y=207. 


Tx+8y=115. 10. 8x-13y—162. 15. 11x4-12y—354. 
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Hallar la solución general y los tres menores pares de valores enteros 
y positivos de x e y que satisfacen las ecuaciones siguientes: 


19. 3x—4y—5. 22. 11x—12y=0. 25. 8х-13у-401. 
20. 5х—8у=1. 93. 14x—17y=32. 26. 90y—93x—411. 
91. Тх-18у-48. 24. 7x—11y=83. 21. 5y—1x—312. 


PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES INDETERMINADAS 


Un comerciante emplea Q. 64 en comprar lapiceros a Q.3 cada uno 
y plumas-fuentes a Q. 5 cada una. ¿Cuántos lapiceros y cuántas pla- 
mas-fuentes puede comprar? 
Sea x —nümero de lapiceros. 
y=número de plumas-fuentes. 


Como cada lapicero cuesta Q. 3, los x lapiceros costarán 


Q. 3x y como cada pluma cuesta Q. 5, las y plumas costarán 


Q. 5y. Por todo se paga Q. 64; luego, tenemos la ecuación: t 


Resolviendo esta ecuación para valores enteros y positivos, se obtienen 
las soluciones siguientes: 


luego, por Q. 64 puede comprar 18 lapiceros y 2 plumas o 13 lapiceros y 
5 plumas u 8 lapiceros y 8 plumas o 3 lapiceros y 11 plumas.  R. 


æ EJERCICIO 174 


1. ¿De cuántos modos se pueden tener $42 en billetes de $2 y de $5? 

2. ¿De cuántos modos se pueden pagar $45 en monedas de $5 y de $10? 

3. Hallar dos nümeros tales que si uno se multiplica por 5 y el otro 
por 3, la suma de sus productos sea 62. 

4. Un hombre pagó 340 bolívares por sombreros a bs.8 y pares de zapa- 
tos a bs. 15. ¿Cuántos sombreros y cuántos pares de zapatos compró? 

5. Un hombre pagó $42 por tela de lana a $1.50 el metro y de seda a 
$2.50 el metro. ;Cuántos metros de lana y cuántos de seda compró? 

6. En una excursión cada пїйо pagaba 45 cts. y cada adulto $1. Si el gasto 
total fue de $17, ¿cuántos adultos y niños iban? 

7. Un ganadero compró caballos y vacas por 41000 sucres. Cada caballo 
le costó 460 sucres y cada vaca 440 sucres. ¿Cuántos caballos y vacas 
compró? 

8. El triplo de un número aumentado en 3 equivale al quíntuplo de otro 
aumentado en 5. Hallar los menores números positivosque cumplen 
esta condición. 


9, ¿De cuántos modos se pueden pagar $2.10 con monedas de 25 cts. y 
de 10 cts.? 
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REPRESENTACION GRAFICA DE UNA ECUACION LINEAL 


Las ecuaciones de primer grado con dos variables se llaman ecuaciones 
lineales porque representan líneas rectas. En efecto: 


Si en la ecuación 2x — Зу = 0, despejamos y, tenemos: 


y aquí vemos que y es función de primer grado de x sin término indepen- 
diente, y sabemos (274) que toda función de primer grado sin término in- 
dependiente representa una línea recta que pasa por el origen. 


Si en la ecuación 4x — 5у = 10 despejamos y, tenemos: 

4x — 10 

—5y=10—4x o sea Бу-4х-10-. "занаж шин 

y aquí vemos que y es función de primer grado de x con término inde- 
pendiente, y sabemos que toda función de primer grado con término inde- 


pendiente representa una línea recta que no pasa por el origen (274). Por 
tanto: 


4 
о sea ir 


Toda ecuación de primer grado con dos variables representa una lí- 
nea recta. 

Si la ecuación carece de término independiente, la línea recta que ella 
representa pasa por el origen. 

Si la ecuación tiene término independiente, la línea recta que ella re- 
presenta no pasa por el origen. 


| Ejemplos 
(1) Representar gráficamente la ecuación 5x — Зу — 0. 


Como la ecuación carece de término independiente el origen es un punto de 
la recta. (Fig. 49). Basta hallar otro punto cualquiera y unirlo con el origen. 
Despejando y: 


Hallemos el valor de y para un valor cualquiera 
de x, por ejemplo: 


Para x=3, у=5. 


El punto (3, 5) es un punto de la recta, que uni- 
do con el origen determina la recta 5x — Зу = 0. 


Гната н) 
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(2) Gráfico de 3x + 4y =15. 


(3 


(4 


— 


— 


Como la ecuación tiene término independiente la 
línea recta que ella representa no pasa por el 
origen. En este caso, lo mós cómodo es hallar 
los interceptos sobre los ejes. El intercepto sobre 
el eje de las x se obtiene haciendo y = 0 y el in- 
tercepto sobre el eje de las y se obtiene ha ien- 
do x=0. 

Tenemos: 

Para y —0, x=5 
x=0, у = 34. 

Marcando los puntos (5, 0) у (0, 31 ), (Fig. 50 ), 
y uniéndolos entre sí queda representada la rec- 
ta que representa la ecuación 3x + 4y = 15. 


Gráfico de x —3— 0. 
Despejando x, se tiene x —3. 
Esta ecuación equivale a Oy + x = 3. 


Рага cualquier volor de y, el término бу = 0. Para 
y —0, x —3; para y=1, х= 3; рага y —2, 
x = 3, etc., luego la ecuación x — 3 es el lugar 
geométrico de todos los puntos cuya abscisa es 
3, o sea que x —3— 0 ó х = 3 representa una 
línea recta paralela al eje de las y que pasa por 
el punto (3,0). (Fig. 51). 

Del propio modo, x + 2 — 0 ó x = — 2 represen- 
ta una línea recta paralela al eje de las y que 
pasa por el punto ( — 2, 0). (Fig. 51). 

[а ecuación x = 0, representa el eje de las or- 
denadas. 


Gráfico de y — 2 = 0. 
Despejando y se tiene y — 2. 


Esta ecuación equivale a 0х + y = 2, o sea que 
para cualquier valor de х,у = 2, luego y – 2 = 0 
o y =2 es el lugar geométrico de todos los pun- 
tos cuya ordenada es 2, luego y = 2 representa 
una línea recta paralela al eje de las x que pasa 
por el punto (0, 2). (Fig. 52). 

Del propio modo, y +4=0 ó y — — 4 represen- 
ta una línea recta paralela al eje de las x que 
pasa por el punto (0, — 4). (Fig. 52). 


La ecuación y — 0 representa el eje de las abs- 
cisas. 
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Hallar la intersección de Зх + 4y = 10 con 2x + y = 0. 


Representemos ambas líneas. ( Fig. 53). 
En 3x + 4y = 10, se tiene: 

Para x=0, y=} 

y=0, х= 34, 

Marcando los puntos (0, 23) у (34, 0) у unién- 
dolos queda representada 3x + 4y = 10. 
En 2x + y — 0 se tiene: 

Para x=1, у= – 2. 
Uniendo el punto (1, —2) con el origen (la 
ecuación carece de término independiente ) que- 


da representada 2x + y = 0. 
En el gráfico se ve que las coordenadas del pun- 


to de intersección de las dos rectas son x — — 2, NT 5 1 j 
y = 4, luego el punto de intersección es ( — 2, 4). ФАА: 5 ; 
Hallar la intersección de 2х + 5y = 4 con 3x + 2y = — 5. 


En 2x + 5y = 4, se tiene: 


Para x=0, y= 
y=0, x=2. 


Marcando estos puntos (Fig. 54) y uniéndolos que- 
da representada la ecuación 2x + 5y = 4. 


En Зх + 2y = — 5, se tiene: 
Para x=0, у=— 2} 
у= 0, х= — 14. 
Marcando estos puntos у uniéndolos queda re- 
presentada la ecuación Зх + 2y = — 5. 


La intersección de las dos rectas es el punto 


(-43, 2). К. 
| FIGURA 54 | 
EJERCICIO 175 — 


Representar gráficamente las ecuaciones: 


x—y=0. 6. 8х=3у. 11. 5х—4у=8. 16. 10х—3у=0. 
х+у=5. 7. Xx—y--4. 12. 2x+5y=30. 17. 9х--2у--12. 
x—1-0. 8. х+6=0. 18. 4x+5y=-20. 18. 7x—2y—14-0. 
у+5=0. 9. y-7=0. 14. 7x—12y—84. 19. 3х—4у—6=0. 
5х+2у=0. 10. 2х+3у=—20. 15. 2y-—3x=9. 20. 8y—15x=40. 
Hallar la intersección de: 

х+1=0 con у—4=0. 26. х+5=0 con 6х—7у= —9. 

3x=2y con x+y=5. 27. 3x+8y=28 con 5x—2y=-—30. 
x—y-2 con 3х+у=18. 28. y-4=0 con 7x42y-22. 

2x—y=0 con 5х+4у= —26. 29. 6х=—бу con 4x—3y=-—38. 


5х+6у=—9 con 4x—3y=24. 30. 5x—2y+14=0 con 8х—5у+17=0. 


LONDRES 


BROOK TAYLOR (1685-1731) Matemático y hom- | de oscilación. Su obra fede en Бенг de los 
bre de ciencia inglés. Cultivó la física, la música y incrementos directos e Итен, сине los мж 
la pintura, Pertenecía a un círculo de discípulos de Fagor básicos del cálculo de las diferencias finitas. 


Newton, y se dio a conocer en 1708 al presentar en el Algebra elemental conocemos el Teorema de 
la “Royal Society" un trabajo acerca de los centros Taylor, cuya consecuencia es el Teorema de Maclaurin. 


стши XXIV 


ECUACIONES SIMULTANEAS DE PRIMER GRADO 
CON DOS INCOGNITAS 


ECUACIONES SIMULTANEAS 
Dos o más ecuaciones con dos o más incógnitas son simultáneas cuan- 


do se satisfacen para iguales valores de las incógnitas. 


Así, las ecuaciones гала > 
х-у-1 
son simultáneas porque x —3, y=2 satisfacen ambas ecuaciones. 
ECUACIONES EQUIVALENTES son las que se obtienen una de la 
otra. 
Así, (xt y=4 


son equivalentes porque dividiendo por ? la segunda ecuación se obtiene 


la primera. 
Las ecuaciones equivalentes tienen infinitas soluciones comunes. 


Ecuaciones independientes son las que no se obtienen una de la otra. 
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Cuando las ecuaciones independientes tienen una sola solución co- 
mún son simultáneas. 

Así, las ecuaciones x+y=5 y x—y=1 son independientes porque по 
se obtienen una de la otra y simultáneas porque el único par de valores 
que satisface ambas ecuaciones es x=3, y —2. 

Ecuaciones incompatibles son ecuaciones independientes que no tie- 
nen solución común. 


Así, las ecuaciones BIS. 


son incompatibles porque no hay ningün par de valores de x e y que veri- 
fique ambas ecuaciones. 


SISTEMA DE ECUACIONES es la reunión de dos o más ecuaciones con 
dos o más incógnitas. 


bá E 


es un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incógnitas. 


Solución de un sistema de ecuaciones es un grupo de valores de las 
incógnitas que satisface todas las ecuaciones del sistema: La solución del 
sistema antericr es x=2, у = 3. 

Un sistema de ecuaciones es posible o compatible cuando tiene solu- 
ción y es imposible o incompatible cuando no tiene solución. 

Un sistema compatible es determinado cuando tiene una sola solución 
e indeterminado cuando tiene infinitas soluciones. 


SISTEMAS DE DOS ECUACIONES SIMULTANEAS DE PRIMER 
GRADO CON DOS INCOGNITAS 


RESOLUCION 


Para resolver un sistema de esta clase es necesario obtener de las dos 
ecuaciones dadas una sola ecuación con una incógnita. Esta operación se 
llama Eliminación. 


(93) METODOS DE ELIMINACION MAS USUALES 


Son tres: Método de igualación, de comparación y de reducción, tam- 
bién llamado este último de suma o resta. 
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1 ELIMINACION POR IGUALACION 


Y ‚ 7х + 4у = 13. (1) 
Resolver el sistema | бх-2у- 19. (2) 


Despejemos una cualquiera de las incógnitas; por ejemplo х, еп am- 
bas ecuaciones. 


18 —4y 
Despejando x еп (1): 7x-18—4y `- x—- —— —. 
ї 
19 +29 
Despejando х en (2: 5х = 19 + 2у -. x= шиг лж: 


Ahora se igualan entre sí los dos valores de x que hemos obtenido: 


y ya tenemos una sola ecuación con una incógnita; hemos eliminado la x. 
Resolviendo esta ecuación: 
5(13 — 4y) = 7(19 + 2y) 
65 — 20у = 133 + 14у 
— 20у — 14у = 133 — 65 
— 34y = 68 
y=-2. 


Sustituyendo este valor de y en cualquiera de las ecuaciones dadas, 
por ejemplo en (1) (generalmente se sustituye en la más sencilla), se tiene: 


7x + 4(— 2) 213 
їх-8-18 | х= 3. 
7x —21 s y--2. 
x=3. 


VERIFICACION 
Sustituyendo x —3, у= —2 en las dos ecuaciones dadas, ambas se con- 
vierten en identidad. 
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Resolver por el método de igualación: 


1. j x+6y=27. 4 7x—4y=5. 1. }15х—11у=—87. 
Tx—3y=9. 9x+8y=13. | —12x—5y- —91. 

9. i 3x—2y=—2. 5. {9х+16у=7. g. $ 7х+9у=42. 
5x+8y=—60. | 4у—3х=0. 12x+10y=—4. 


з. $3x-+5y=7. L | гэнэ. 9. $ 6x—18y=-85. 
9x—y- —4. 13y—8x—30. 1 24х—5у= —5. 


ALGEDAA BALDOR- " 
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Ill. ELIMINACION POR SUSTITUCION 


Resolver el sistema i 8x—3y= 19. (2) 


Despejemos una cualquiera de las incógnitas, por ejemplo x, en una 
de las ecuaciones. Vamos a despejarla en la ecuación (1). Tendremos: 


Este valor de x se sustituye en la ecuación (2). 
—24—5y 
8 EET me )-3y=19 
y ya tenemos una ecuación con una incógnita; hemos eliminado la x. 


Resolvamos esta ecuación. Simplificando 8 y 2, queda: 
4(—24—5y)— 3y=19 
—96—20y— 3y=19 
—20y — Зу- 19-96 
— 28у = 115 
y=-5. 
Sustituyendo у =—5 en cualquiera de las ecuaciones dadas, por ejem- 
plo en (1) se tiene: 


2x +5(— 5) = – 24 1 
2x —25=-— 24 X= —. 
2x=1 R: 2 
1 = — 5. 

х= —. 

2 


VERIFICACION 
Haciendo x = $, y = — 5 en las dos ecuaciones dadas, ambas se convier- 


ten en identidad. 


BÐ- EJERCICIO 177 


Resolver por sustitución: 


1. | х--8у--6. 4 1Х-5у-8. 1 4х+5у=5. 
5x—2y=13. —7х+8у=25. 5 1-—10у—4х=—7. 
| 5х+7у=—1. 5. 15x+11y=32. 8 32x—25y=13. 
—3x+4y=-—24. 7y—9x=8. : 16x4-15y—1. 


3. j 4y+3x=8. 6. 10x+18y=—11. 9 —13y+11x=—163. 
8x—9y=—77. 16х—9у=—5. $ —8x4-1y—94. 
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Ill. METODO DE REDUCCION 


; 5x+6y= 20. (1) 
(259) Resolver el sistema 4x—3y——23. (2) 


En este método se hacen iguales los coeficientes de una de las incóg- 
nitas. 


Vamos a igualar los coeficientes de y en ambas ecuaciones, porque es 
lo más sencillo. 


El m.c.m. de los coeficientes de y, 6 y 3, es 6. 
Multiplicamos la segunda ecuación por 2 porque 
== ла 5 


2х8 =6, y tendremos: 


5x+6y= 20 
Como los coeficientes de y que hemos igua- 8x — 6y — — 46 
lado tienen signos distintos, se suman estas ecua- 2 == 
ciones porque con ello se elimina la y: — „/ 26 
x=-=>==-2 
13 
Sustituyendo x = —2 en cualquiera de las ecuaciones dadas, por ejem- 
plo en (1), se tiene: 5(— 2) + бу — 20 
—10+6у=20 в. Jx=-2 
6y — 30 1 m 5. 
у= 5. 


: | 10х + 9y— 8. (1) 
Resolver el sistema | 8x-15y=-1. (2) 
Vamos a igualar los coeficientes de x. El m. c. m. 


de 10 y 8 es 40; multiplico la primera ecuación por 4 
porque 4х 10—40 y la segunda por 5 porque 5x8=40, 
di ——————Àa 


y tendremos: 


Como los coeficientes que hemos igualado 40x + 36у = 32 
tienen signos iguales, se restan ambas ecuaciones —40x + 75у= 5 
y de ese modo se elimina la x. Cambiando los ^ . udlyz31 
signos a una cualquiera de ellas, por ejemplo a MO 
la segunda, tenemos: p Did S 


Sustituyendo y= 4 en (2), tenemos: 


1 
8х-15(2)--1 
3 4 
8x-5 =-1 E 
8х= 4 R. 1 
m. 1 p= 
e 3 
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El método expuesto, que es el más expedito, se Пата también de suma 
о resta porque segün se ha visto en los ejemplos anteriores, si los coeficien- 
tes que se igualan tienen signos distintos se suman las dos ecuaciones y si 
tienen signos iguales, se restan. 

Es indiferente igualar los coeficientes de x o de y. Generalmente se 
igualan aquellos en que la operación sea más sencilla. 


æ- EJERCICIO 178 


Resolver por suma o resta: 


6х—5у=—9. E 3y=36. 12x—14y=20. 
1. )4x+3)=13. 5. 1 9x+5y=-4. 9. 1 19у—14х=—19. 
7x—15y=1. 11x—9y=2. 15x—y=40. 
2. 1-х-6у-8. 13x-15y=-2. 10: 1 19x+8y=236. 
| 3x—4y—41. 18х+5у=—11. отм 11у=—14. 
1 11x+6y=47. 12x4-11y—31. 11. 124x—17y—10. 
Data gm 12x—17y=104. 
5y——34 11x-13y=-48. 12 115х-419у--31 


бэ? resoLucION DE SISTEMAS NUMERICOS DE DOS 

ECUACIONES ENTERAS CON DOS INCOGNITAS 

Conocidos los métodos de eliminacion, resolveremos sistemas en que 
antes de eliminar hay que simplificar las ecuaciones. 


: per 
1. Resolver el sistema l 9x —3 = х-у+4. 


| 3x — 4y — 6 = 2y – х — 18 
2х-д= x—y+ 4 


3x — 4y —2y + x =-—18+6 
2x — х+у=4+3 


| 
| 
jenem 
d 


Suprimiendo los signos de agrupación: 
Transponiendo: 


Reduciendo términos semejantes: 


х+ у= 1 
Dividiendo la 1а. ecuación por 2: yan ызыл a) 
2x — 3y =— 6 
Vamos a igualar los coeficientes de y. Multiplicamos 3x+3y= 21 
la segunda ecuación por 3 y sumamos: Y 65x =l 
x= 3. 


Sustituyendo x=3 en (1), se tiene: 


3+y=7 R. F8. 
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2. Resolver el sistema 
Efectuando las operaciones indicadas: 
Transponiendo: 
Reduciendo: 


Dividiendo por 3 la 2a. ecuación: 


Multiplicando la la. ecuación 
por 3 y la 2a. por 8: 


3(2x + y) – Ay ^x) 2 — 4(y +7). 
j 3(2y + Зх) — 20 = — 53. 


( 6x + 3y — 2y + 2x = — dy — 28 

! бу + 9x — 20— — 53 

( 6х + Зу — 2y + 2х + 4y — —28 

9x + 6y = —53--20 


8x + 5y =— 28 
9x + 6y = —33 


Зх + у= —11 (1) 


24х + 15у = — 84 
24x + 16у = — 88 


[ 
| 
Tea саи 
| 
| 


Cambiando signos a la la. ecuación: Ё эр K x168 2g in 
y=- == 4 
Sustituyendo y — —4 en (1): 
3x + 2(—4у=—11 
4 эй à r Ч 


MW EJERCICIO 179 


Resolver los siguientes sistemas: 


f 8х—5=7у—9. 
" pum T. 
{ х—1=у+1. 
2. 1x-3=3y-7. 8. 
( 3(x+2)=2y. 
3. 12(y-5)-1x. 9. 
х—1=2(у+6). 
* | 16:30:39) = 
30—(8—x)=2y+30. 
ы эж эск ач 11. 
4 ran ab 58 н) = 
"1 4x—(3y4-1)—5y—41. : 


(x—y)—-(6x--8y)——(10x--5y4-3). 
(x+y)-(9y—11x)=2y—2x. 


| 5(х--3у)-(Тх--8у):5--6. 
| 7x—9y—2(x—18y)=0. 


| 2(х4-2)::4(у--4х). 

1 10(y-x)=11y—12x. 
184 —4y—22x—7)=0. 
5(x—1)-(2y—1)=0. 


j 12(x+2y)—8(2x+y)=2(5x—6y). 
20(x—4y)=—10. 


$ x(y—2)—y(x—3)=—14. 
1 у(х—6)—х(у+9)=54. 
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RESOLUCION DE SISTEMAS NUMERICOS DE DOS 
ECUACIONES FRACCIONARIAS CON DOS INCOGNITAS 


1. Resolver el sistema 
5х t 4 25 + ын, 


2y — 
21x — —Ü "(y +2) 
44y — 2(5x + 4) = 11(х + 24) 
21x — 9x —12— 7у +14 
44y — 10x — 8=11х +264 


«| 
| 
| 21x— 9х- Ту= 14-12 
| 
| 


Suprimiendo denominadores: 
Efectuando operaciones: 
Transponiendo: 


— 10x — 11x + 44y=264+ 8 
12x 7у= 26 (1) 
—21х + 44у = 272 
84x — 49у= 182 

— 84x + 4х + 176у = 1088 


Reduciendo: 


Multiplicando la la. ecuación 
por 7 y la 2a. por 4: 


“2 127-1270 
y=10. 
Sustituyendo y=10 en (1): 
Ue I rd Бс 
12x = 96 R у= 10. 
x=8. 
x+y 2 
x-y 1 
2. Resolver el sistema 
8x+y-1 
x-y-23 00 


1(х + у)= —9(х — y) 
8x+y-1= 2(x——2) 
Tx + Ту= —2х+2у 
8х+у-1= 2x—2y—4 

Tx +7y+2x —2y=0 
8x+y-2x+2y =-4+1 
9x + 5у=0 (1) 

бх + 3y = – 3 

9х + 5у = 0 

2x4 y=-1 


Suprimiendo denominadores: 


Efectuando operaciones: 


Transponiendo: | 
Reduciendo: ) 


Dividiendo рог 3 la 2a. ecuación: 
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ЭРЭ т 9x +5y=0 
Multiplicand —5 la 2a. : y 
ultiplicando por a 2a. ecuación j 105-696 
=x =5 
x=-5 
Sustituyendo х= —5 en (1): 
9(— 5) +5у= 0 
—45+5у= 0 y me 
5у = 45 -w= 9 
m EJERCICIO 180 
Resolver los siguientes sistemas: 
Lis LINE PT а. Е чы 
„+ Js. > | 3 4 
y Ki. P 19 х-4 у+2 
х+2=7 -43--12, ~= 
2 5 4 ә 2 ° 
2_,=9 Зулай, ээх ichs 
3 
|--2-ь LK анд х+1 ун. 
4 7 4 3 2 
PE EET Y 2541 у 988 2.4 
8]? 3 8! r a] 3 
Жо. x—4 -2 
Зу--2-26 9x —3y — — 8 wil 
14 5 10 
ырк, 
EU 12x+5y+6=0. х= шэн, 
4. 10. 16. 4 
5х Ту 
Lil 8 1+5х 
3 юм 3 2. Б] 6 = — 
4 
3 1 T 
=х-=у=2, = 230-9) аг is 
5 |5 4 m j^ 17. 6 12 
=% » dit 2x 
imi Бъз q ^+ 
2 3 & y 1 -3 
=x——y=1l, —————— Jy q. z6 
3 4 i155 30 T 5 
1 LR х у 1 х-2 
87 imis 3 »9 hr 3y — 7 =9. 


19. 


21. 


23. 


_——— —M M ——— E 


3(x+3y) 21 


5х+бу 17 


24. 


26. 


7 T 


9х-8)-6 . 8х-2у)-1 


6 10 
x—yt4 y42. 


31. 


33. 


(300 SISTEMAS LITERALES DE DOS ECUACIONES 
CON DOS INCOGNITAS 


| Ejemplos | 


(1) Resolver el sistema ( 


ax + by = a? + b?. 
bx + ay = 2ab. 


(1) 
(2) 


29. 


Vamos a igualar los coeficientes de la x. Multiplicando la primera ecuación 
por b y la segunda por a, tenemos: 


Restando lo 2a. ecuación de ( 


la primera: 


| abx + b?y = a?b + b? 


| abx + o?y = 2a?b 


— abx — a?y — — 


abx + b?y = a?b + b? 


2a?b 


ьу — о?у = а?Ь + b? — 2a?b 


бх--9у-4 2 
4х—бу+5 5 
2x-3y-3 6 
3x-2y—4 11 
3x+2y _ 
х--у-15 Е 
4x  5(y—1) 1 
3 8 : 
2х--5 
— (5—5) =— 60. 

; 9» 
y+62 

== (1—x)=40. 
3x+4y 30 
x—6y 93 
9х-у _ 63 
3-c-x—y (187 

4х+1  2y—5 
X = . 
9 3 
3y+2 _ x+18 

Ime T 
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Reduciendo términos semejantes: ——————————————————» Ьу — ay = b? — ab 


Sacando el factor comón y en el primer miembro y(b?—a*)zb(b*—a?). 
y el factor comón b en el segundo: M» 


Dividiendo por ( b? — с?) ambos miembros: —————————————» Ус b. 


Sustituyendo y — b en (2) , tenemos: 


н к= а. 
Dividiendo рог b: ха. 
х b 
¡S£=2 m 
(2) Resolver el sistema a b a 
| x—y=a. (2) 
Quitando denominadores en (1 Lr Í bx — ay =b? 
nos queda: 1 x= y=4a 
Multiplicando por b la 2a. ecua- bx — ау = Б? 
ción y cambiándole el signo: | — bx + Бу = — ab 


by — ау = b* — ab 
Sacando factor сотбп y en el primer miembro y b en el segundo: 
y(b—a)-b(b—a) 
Dividiendo por (b — a): y —b. 


t 
Sustituyendo en (2) este valor de y, tenemos: 


| а? + b? 
(3) Resoiver el sistema 1 aii du ab 
( ax — by = 2b. 
| abx + aby=02 +62 (1) 


! 
Quitando denominadores: 1 ox— by=2b (2) 
abx + aby = a? + b? 
Multiplicando la 2a. ecuación a*x — aby = 2ab 


r a y sumando: MÀ —— 
ашиг о?х + abx = a? + 2ab + b? 


Factorando ambos: miembros: ах(а+Ь) = (ac by 
Dividiendo por (а + b): ax=a +b 
a+b 
x= Я 


а 


> 
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Este valor de x puede sustituirse en cualquier ecuación para hallar y, pero no 
vamos a hacerlo así, sino que vamos a hallar y eliminando la x. Para eso, 
tomamos otra vez el sistema (1) y (2): 


abx + aby = a? + b? (1) 
ах- by=2b (2) 
Multiplicando (2) por b y abx + aby = a? + b? 
cambiándole el signo: — abx + b?y = — 2b? 
aby + b?y = a? — b? 


Factorando ambos miembros: by(a--b)—(a--b)(a—b) xz +b 
by=a—b R a 
"^ ab 1 a—b 
ym-m— сан y 
Quee "m 
NOTA 


El sistema que hemos empleado de hallar la segunda incógnita eliminando la 
primera, es muchas veces más sencillo que el de sustituir. 
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Resolver los sistemas: 


x+y=a+b. ч ах—Ьу=0. = ах—Ьу=0. 
х—у=а—Ь. 1 ы a+b à inei а2—02 
2x+y=b+2. ab ab 
bx—y=0. 9. тх —пу=т?+п?. 16. + ваа 
2х--у--За. nx--my-m?--n?. е 

A x—y-ab(b—a). 
учо. 10. Loc пх+ту=т+п. 
х—у=1—а. 17. айл 

mx—ny=m*—mn?. —ny- 2 

х+у=1+а. y тту 


X : 11. (a—b)x—(a+b)y=b?*—3ab. 
(a+b)x-(a—b )y=ab—b?. 


b y-b a+b 
x+ PE ad 


= 


| 
| 
| 
| 
| 


mx-—ny-m?—n? 19. 4 b b 
‚+7 =. =+2=0 х-а y-a а+ь 
а 13. в b a a 
LET Tae AF, 
a b ab b a ab 90. | «tb a+b "ab 
x+y=a+b 14. x+y=2c. x y arb? 
ax+by=a?+b* a(x—y)=2a3 ba ab 
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EN) CUACIONES SIMULTANEAS CON INCOGNITAS 
EN LOS DENOMINADORES 


En ciertos casos, cuando las incógnitas están en los denominadores, el 
sistema puede resolverse por un método especial, en que no se suprimen 


los denominadores. A continuación resolvemos dos ejemplos usando este 
método. 


| Ejemplos | 


10 9 
=+-=2. (1) 
1) Resol | sist =D 
( esolver el sistema 
Æ wé 11 
— ——=—. (2) 
x y 2 


Vamos a eliminar la y. 
por 3, tenemos: 


20 18 
— — = 4 
x y 
21 18 3 
x Y e 
Sumando: 41 i 41 
х pr 
Quitando denominadores: 82 = 41х 


Sustituyendo x = 2 en (1): 


10 9 
—+==2 
2 y 
10у + 18 = 4y (х= 2. 
нв, SEC 
бу = — 18 


(2) Resolver el sistema 
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Vamos a eliminar la x. Multiplicando la primera ecuación por 4 y lo. se- 


gunda por 2, tenemos: 


6 2 3 
4х 1y 4 
6 10 
— + — = 18 
4х  2y 
$ r _ g 
2x «Фу 4 
Simplificando y restando: 3 5 
=== .= — 18 
х у 
13_ 3 
4у Е 4 
13: 39 
о sea — =, 
4y 4 
Quitando denominadores: 13 — 39y 


Sustituyendo y = 4 en (1): 


2-:4х 
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Resolver los sistemas: 


4 
[ы e|» aj a 


4 


| 


gla [моры -1ю 
Il 


Y y 


+ 


xiv šlo x|w хЇз 


л 
2 


os 


5 4 3 

—+—=1. += = 97. 
3 х y 5 у 

х у ке y 

12 5 13 6 8 

=+. ——-—=-2 
4. х у 2 6 х y 

18 1 19 4 11 

+=, = + — = 50. 

х y 2 х у 


3. 
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2 тг. I Fas ud y dog 
9. |óx з 45 1 |х Зу 3 11. | 10х Зу 60 
18-4 18.109 proba tg 
10х бу 5 4x y 84 5x 4y 5 

b 2 2 тіп 
ME, NR 2566 ^ —+—= . 
12. |* ) 3 |7 7 ЗА m9 
1 4. 2 85 2-3а AEN 
х у ху а” х y 
(1) 
DETERMINANTE 


Si del producto ab restamos el producto cd, tendremos la expresión 
ab — cd. 


Esta expresión puede escribirse con la siguiente notación: 


a d 


c b 


ab —cd— 


a 


La expresión -es una determinante. 


с 


Las columnas de una determinante están constituidas por las cantida- 
des que están en una misma línea vertical. En el ejemplo anterior ^ es 
. d 
la primera columna y , la segunda columna. 


Las filas están constituidas por las cantidades que están en una mis- 


ma línea horizontal. En el ejemplo dado, a d es la primera fila y c b la 
segunda fila. 


Una determinante es cuadrada cuando tiene el mismo nümero de co- 
lumnas que de filas. Así, Е al es una determinante cuadrada porque tie- 
ne dos columnas y dos filas. 

El orden de una determinante cuadrada es el número de elementos 
de cada fila o columna. Así, 
orden. 


a d 1 2 : 
| у |; | son determinantes de segundo 
Я 


2 в jd 4 Р 
En la determinante ГЖ la línea que une a con b es la diagonal 
principal y la línea que une c con d es la diagonal secundaria. 


Los elementos de esta determinante son los productos ab y cd, a cuya 
diferencia equivale esta determinante. 


. (1) Nos concretamos a responder a este titulo del Programa Oficial, prescindiendo de la 
tcoría de esta interesante materia, que haría demasiado extensos estos elementos. 
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боз) DESARROLLO DE UNA DETERMINANTE 
DE SEGUNDO ORDEN 
Una determinante de segundo orden equivale al producto de los tér- 


minos que pertenecen a la diagonal principal, menos el producto de los 
términos que pertenecen a la diagonal secundaria. 
. 


[*] n 
(1) Xa = ab — mn. 
m 
a .-.й. 
(2) boe —ab—m(-—n)-ab- mn, 
m b 
$4 Ж 
8) =3x4-5x2=12-10=2. 
5 4 
3 5 
(4) =3(—2)—1(—5)=—6+5=—1. 
1 -2 | 
-2 -5 
5) =(—2)(—9)—(—5)(—3)=18—15=3. 
-3 -9 
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Desarrollar las determinantes: 


А n “| 4 я Ё- jl T qm 
2 3 5 —21. 13 2l. -19 -21 
2, Д s | 5 —3 Ян K ЛЫН 
8 5 48 8]. 13 —91. -8 0l 
Эр à «| 9 -H a |" q i | 31 —85 
4 31. -3 Tk 17 131. -20 43 


G0s)RESOLUCION POR DETERMINANTES DE UN SISTEMA 
DE DOS ECUACIONES CON DOS INCOGNITAS 


ax + b,y-e. (1) 


Sea el sistema | дух - Day е. aj 
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Resolviendo este sistema por el método general estudiado antes, se 
tiene: 


Ciba == Cab 41C2 — @Сү 
x-————— (8 ————f— (4) 
аур» — asb, 9 102 — asb, 
Véase que ambas fracciones tienen el mismo denomi- 
nador а,б – аб; y esta expresión es el desarrollo de la as b (5) 
determinante ^ |o b 


formada con los coeficientes de las incógnitas en las ecuaciones (1) y (2). 
Esta es la determinante del sistema. 


El numerador de x, с.р» — cobi, es el desarrolló de 


С 5, 
la determinante LED л = ® 
que se obtiene de la determinante del sistema (5) con sólo sustituir en ella 
à 
la columna de los coeficientes de x | por la columna de los términos in- 
* e * 4: 
dependientes | de las ecuaciones (1) y (2). 
€2 
El numerador de у, аус;— азс, es el desarrollo de аа 
la determinante B E. .. 
que se obtiene de la determinante del sistema (5) con sólo sustituir en ella 
bi 
la columna de los coeficientes de y, | por la columna de los términos 
. . € . ba 
independientes | de las ecuaciones dadas. 


C2 
Por tanto, los valores de x e y, igualdades (3) y (4), pueden escribirse: 


C1 bi Gy (Có 
х= Ca bl . у= da ба . 

ü4 bi | ал bi 

(19 ba | Ue ba 


Visto lo anterior, podemos decir que para resolver un sistema de dos 
ecuaciones con dos incógnitas por determinantes: 


1) El valor de x es una fracción cuyo denominador es la determinan- 
te formada con los coeficientes de x e y (determinante del sistema) y cuyo 
numerador es la determinante que se obtiene sustituyendo en la determi- 
nante del sistema la columna de los coeficientes de x por la columna de los 
términos independientes de las ecuaciones dadas. 


2) El valor de y es una fracción cuyo denominador es la determinan- 
te del sistema y cuyo numerador es la determinante que se obtiene susti- 
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tuyendo en la determinante del sistema la columna de los coeficientes de y 
por la columna de los términos independientes de las ecuaciones dadas. 


(1) Resolver por determinantes ( 


CA X biy CI 


5х+3у= 5 
4х +7y = 27. 


5 3 e^ aye 8. 
7 7 b 3l _ 35-81 — 46 
x= =— ==2, 
2 E H HN 35—12 23 
4 7 
|; zl 
ER. 27 MES 20 US s 
P iss dl 09- 
4 7 
: 9х + 8у = 12. 
(2 
) Resolver рог determinantes " 24x — 60у = — 29. 
12 8 
-2 -60 — 720 + 232 -488 2 
х= = ES =— 52 
9. 9][|.—50-—19..—72 .3 
24 -46 
TEM 9 B 
ya A S SS 
Zr 4b T 25 —730 4 
КР |" 732 732 
e ys92 
CA. 
(3) Resolver por determinantes 
x+4 у-9 8 
3 $. 3 


Quitando denominadores: 


| 7х+7=5у—10 
2х+8—у+9=16 


Transponiendo y reduciendo: алж энийг 
2x— y=- 1 
Tendremos: 
-17 -$ 
ОКЫ =] 17--5 12 
х= LI 
7 -51 -7-10 3 
2 ex 1 
7 -17 
у= 122 т уча 
A у е 2; AES =9. 
E 


ШИП) 
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E] EJERCICIO 184 
Resolver por determinantes: 


Tx+8y=29. ax+2y=2. +3 
2x— =y+2. 
5x+11y=26. Х 3y=-1. 13. M 
1 1 
2. 3x—4y=13. х y 3y-——=3x+5 
8х—5у=— 2g 
9. 
" Бэх: A 213 d 
25x+37y=146. | | | | ia ~ 6 152 
4. 15x—44y=—6. iB 3a+1. E IN 
edle £l 1. 10. x+y+1 9 
A tay= =2. x—y=2b 
5. Es ri. 9 15. х 1-8 
2х--5--3у-- =3-. i. mi a4-b ci 54 
Es 39 x*9 _у+21 
ах+у=1 ж 16. | х-9 39 
3x—(y+2)=2y+1. e 6. x+8 y+19 
5y—(x+3)=3x+1. шагай, х-8 у+11 


Gos)rESOLUCION GRAFICA DE UN SISTEMA DE DOS 

ECUACIONES CON DOS INCOGNITAS 

Si una recta pasa por un punto, las coordenadas de este punto satis- 
facen la ecuación de la recta. Así, para saber si la recta 2x + 5у = 19 pasa 
por el punto (2, 3), hacemos x = 2, y =3 en la ecuación de la recta y tenemos: 


luego, la recta 2х + 5у = 19 pasa por el punto (2, 3). 

Recíprocamente, si las coordenadas de un punto satisfacen la ecuación 
de una recta, dicho punto pertenece a la recta. 

Sea el sistema Байг сайны : < 
| Зх + 4у = 25. Resolviendo este sistema se encuentra 
х= 3, у= 4, valores que satisfacen ambas ecuaciones. 

Esta solución x=3, y=4 representa un punto del plano, el pun- 
to (3, 4). 

Ahora bien, х= 3, y —4 satisfacen la ecuación 2х + Зу = 18; luego, el 
punto (3, 4) pertenece a la recta que representa esta ecuación, y como x —3, 
y = 4 satisfacen también la ecuación Зх + 4y = 25, el punto (3, 4) pertenece 
a ambas rectas; luego, necesariamente el punto (3, 4) es la intersección de 
las dos rectas. 
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Por tanto, la solución de un sistema de dos ecuaciones con dos incóg- 
nitas representa las coordenadas del punto de intersección de las dos rectas 
que representan las ecuaciories; luego, resolver gráficamente un sistema de 
dos ecuaciones con dos incógnitas consiste en hallar el punto de intersec- 


ción de las dos rectas. 


Ejemplos 


(n 


(2) 


Resolver gráficamente el sistema | А 


Hay que hallar la intersección de estas 
dos rectas. Representemos ambas ecua- 
ciones. (Fig. 55). 


En x+y=6, tenemos: 
Paro x=0, y =6. 
y=0, x= 6. 
En 5x — 4y = 12, tenemos: 
Para x=0, у= – 3. 
у= 0, х= 24. 


[а intersección es el punto (4, 2) luego 
la solución del sistema es х= 4, 
y=2. R. 


Resolver gráficamente el sistema ( 


Hallemos la intersección de estas rec- 
tas. (Fig. 56). 


En 4х + 5y = — 32, se tiene: 
Para x=0, у=—6&. 
у= 0, х= — 8, 
Еп 3x— 5у = 11, se tiene: 
Рага х = 0, у= – 2}. 
у= 0, x= 33. 
El punto de intersección es ( — 3, — 4) 


luego la solución del sistema es x — —3, 
у=—4. К. 


x — 4y = 12. 


ПЕСИ 


4x + 5y= — 32. 


3х—5у= 1]. 
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(3) Resolver gráficamente / x — 2y = 6. 
(2х — 4у = 5. 
Representemos ambas ecuaciones. [Fi- 


gura 57) 
En | x—2y = 6 se tiene: 
Para x=0, у=—3. 
у=0, x= 6. 
En 27х--4у:55 se tiene: 
Para x=0, у= — 14. 
у = 0, х= 2j. 
Las líneas son paralelas, no hay puntos 
de intersección, luego el sistema no tie- 
ne solución; las ecuociones son incom- 


patibles. 
(4) Resolver gráficamente х —2y = 5. 
2х — 4у = 10. 
Representemos ambas ecuaciones. (Рі- 


gura 58). 
En x — 2y — 5, se tiene: 
Para x0, у=—2}. 
y =0, x=5. 
En 2x — 4y — 10, se tiene: 
Para x Z0, у=—2}. 
y=0, x=5. 
Vemos que ambas rectas coinciden, tie- 
nen infinitos puntos comunes. Las dos 


ecuaciones representan la misma línea, ашка $i 
las ecuaciones son equivalentes, 4 aa 
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Resolver gráficamente: 


i pm į pm 4, эн аы $i a | 
х+у=7. 5x—6y—38. 4=х+2. 3x+9y=10. 
х 
ИШ ЇР ӨЇ 
2х+8у=—8. 2х+у=5. x—5y=25. me 
x y 1 х-2  y—3 
: | 5x—3y=0. A mer ой CM MM E E Ж СЭ 
7х—у=— 4х--8у--10 x.» 7 y-2 х-8 11 
3'4- 19 зо... 


Hallar gráficamente el par de valores de x e y que satisfacen cada uno 
de los grupos de ecuaciones siguientes: 


х+у=9. х+у=5. | 2x4-y— —1. x—y-1. 

13. 14. 15. Ч 

x—y--1. 3x+4y=18. x—2y=-—13. и 2y-x=-—4. 
x—2y=-—6. 2x--3y—13. 3x—2y— —19. 4x—5y=1. 


S. PETERSBURGO 
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ECUACIONES SIMULTANEAS DE PRIMER GRADO 
CON TRES O MAS INCOGNITAS 


RESOLUCION DE UN SISTEMA DE TRES ECUACIONES 
CON TRES INCOGNITAS 


Para resolver un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas se pro- 
cede de este modo: 
1) Se combinan dos de las ecuaciones dadas y se elimina una de las 


incógnitas (lo más sencillo es eliminarla por suma o resta) y con ello se ob- 
tiene una ecuación con dos incógnitas, 


2) Se combina la tercera ecuación con cualquiera de las otras dos ecua- 
ciones dadas y se elimina entre ellas la misma incógnita que se eliminó 
antes, obteniéndose otra ecuación con dos incógnitas. 


3) Se resuelve el sistema formado por las dos ecuaciones con dos in- 
cógnitas que se han obtenido, hallando*de este modo dos de las incógnitas. 


4) Los valores de las incógnitas obtenidos se sustituyen en una de las 
ecuaciones dadas de tres incógnitas, con lo cual se halla la tercera incógnita. 
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| . +4у— z= 6 (1) 
Ejemplos (1) Resolver el sistema | 2x 4 5) - 7: -—9 (2) 


3x—2y- z= 2, (3) 


Combinamos las ecuaciones (1) у (2) y vamos а eliminar la х. Multipli- 
cando la ecuación (1) por 2, se tiene: 


2x + 8y — 2z = 12 
—2x—5y 722 9 
Restando: Зу + 52 = 21 (4) 


Combinamos la tercera ecuación (3) con cualquiera de las otras dos ecua- 
ciones dadas. Vamos a combinarla con (1) para eliminar la x. Multipli- 
cando (1) por 3 tenemos: 


Зх + 12у — 32 = 18 

+ AA 2 

Restando: 14у — 42 = 16 
Dividiendo entre 2: 7y—2:—- 8 (5) 


` 


Ahora tomamos las dos ecuaciones con dos incógnitas que hemos obtenido 
(4) y (5), y formamos un sistema: 


Зу + 52 = 21. (4) 
7у — 22= 8. (5) 


Resolvamos este sistema. Vamos a eliminar la 2 multiplicando (4) por 2 y 


(5) por 5: 
6y + 10z = 42 
35y — 10z — 40 
4ly = 82 


Sustituyendo y =2 en (5) se tiene: 


7(2)-22=8 
14—2z—8 

—22=-6 
z=3 


Sustituyendo y = 2, z = 3 en cualquiera de las tres ecuaciones dadas, por ejem- 
plo en (1), se tiene: 


x+4(2)-3=6 a 
x+8-3=6 R y=2 
шаш |. 


VERIFICACION 


Los valores x= 1, у —2, z = 3 tienen que satisfacer las tres ecuaciones dadas. 
Hágase la sustitución y se verá que las tres ecuaciones dadas se convierten 
en identidad. 
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бх — 19 
gd p = у, 
(2) Resolver el sistema 
-2у-(1. 
42 + Ja З 
| 52—20+6x—19=- 5y 
Quitando denominadores: | 80— х4-22 —]16y—8 
4z + Зу —3x—y 
6х+ 5y+52= 39 (1) 
Transponiendo y reduciendo: — x—1lóy+2z = — 88 (2) 
—3х+ 4у-4:: 0. (3) 
Vamos a eliminar x. Combinamos (1) y (2) y multiplicamos (2) por 6: 
бх + 5у+ 5z= 39 
— 6x — 96у + 122 = — 528 
Sumando: — 91у + 172 = — 489. (4) 


Multiplicando (2) por 3 y ү—3х+ 4y+4z= 0 
cambiándole el signo: 52y — rem = — 264 


Dividiendo por 2: 26y— z-132. (5) 


| [—9y +172=-489 (4) 
Combinemos (4) y (5): | 26y— z= 132 (5) 


Combinamos (2) y (3). E Зх + 48y — 6z = 264 


Multiplicando (4) por 2y | — 182у + 342 = — 978 
) por 7: | 183- 7z=_ 924 


Sumando: 272 = — 54 


Sustituyendo z = —2 en (5): 
у —(— 2) = 132 
26у +2 =132 
26y = 130 
y=5. 
Sustituyendo y = 5, z — —2 en (3): 
—3xT4(5)-4(—2)20 


—3x+20-8=0 (х= 4. 
-3--02 к 1у-5 
O (3-2: 
2x—5y-— 13 (1) 
(3) Resolver el sistema 4) +z=- 8 (2) 
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En algunos casos, no hay reglas fijas para resolver el sistema y depende de 
la habilidad del alumno encontrar el modo más expedito de resolverlo. Este 
ejemplo puede resolverse así: 


La ecuación (1) tiene x e y. Entonces tengo que buscar otra ecuación de 
dos incógnitas que tenga х e y para formar con (1) un sistema de dos 
ecuaciones que tengan ambas x e y. 


Reuniendo (2) y (3): 1 4у-1-- 8 


[v дэх! ээний 
Sumando: “х Зу =-—10 (4) 
Ya tengo la ecuación que buscaba. Ahora, formamos un sistema con (1) 
y (4): 
2x=5y= 13, 
х + Зу = — 10. 


Multiplicando esta óltima ecuación por 2 y restando: 


2x— 5у = 13 
—2x— бут 20 


t 


= Пу = 33 


Sustituyendo y = —3 en (1): 


2х—5(—3)= 13 


2x+15= 13 
2Х-- 2 
Sustituyendo x 2 — 1, y 2 —3 en (3): 
=] Sg) -2-——2 
=1 +3 =2=-2 x=- 1. 
=2=-—AÁ R. у= — 3. 
Тєв med ra х= 4 
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Resolver los sistemas: 


х+у+2=6. 2x+3y+2=1. 2x+4y+32=3. 
1. 1 х--у- 21-55. 5. 4 6х—2у—2=—14. 9. 4 10x—8y—92=0. 
x—y—3z——10. 3x+y-2=1. 4x T 4y—32—2. 
x+y+2=12. 5х—2у+2=24. Зх+у+2=1. 
2. 1 2х—у+2=7. 6. ¿2x+5y-22=-14. 10. | х+2у—:=1. 
х--2у--2-56. x—4y+32=26. x+y+2:=-17. 
x—y+2=2. 4х--2у- 81-58. x 3y—42——895. 
3. 4 х+у+2=4. T. má Ene E 11. 4 3x—2y+52=38. 
2x+2y—2=-4. 2x—y+52=3 x+y—6z=—27. 
2x+y-32=-1. 6x--3y--22—12. 4x—y+52=-6. 
4. 4 x—3y—2z——12. 8. 4 9x—y+42=37. 12. 4 3x-3y—42—30. 
3x—2y—2——5. 10x 15y43:—21. 6x+2y—32=33. 
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9x+4y—102=6. х+2у=—1. 3z2—5x—10. 

13. | 6х—8у+52=—1. 16. 3 2y+2=0. 19. 5x—3y=—7. 
12x+12y—15z=10. x--22—11. 3y—52——13. 
5x 3y—z——11. y+2=—8. x—2y=0. 

14. 1 10x—y+2=10. 17. 4 2x+2=9. 20. 1y—22—5. 
15х+2у—2=—71. 3y+2x=—3. x+y+2=8. . 
x+y=1. 3x—2y=0. 5х--82--2. 

15. 4 y+2=-1. 18. 41 3y—42—25. 91. 1 22—y——5. 
2+x=-—6. 2—5х=—14. х+2у—4:=8. 

2х—2=14. х+у—2=1. 
22. 1 4x+y-2=41. 723. {2+х—у=3. 
8х--у--52:558. 2—x+y=7. 
: 4 1 
NC NNI, ANN EM, Zt Я LO 
2 2 3 7 5 х y 
395 15,2 9... e". li ж юе 11,1. 
3 6 2 5 2 E 18 
x ELE yz _x+2 Lh 
ОСЫ Жы 5 10 Л 
X Y 22 y+2 ас 9 
=+=—+-=321. х—-———=+4. —+—=32. 
з 4 3 5 € y 
2+4 D 9 © 
1212-24 My uan з. /2,2.3 
а 6 8 2 y 2 Y 
X i ж x—1 1.4 4 
— +>- =}. => =у—5 —+—=—. 
10 22 8 6 3 ý 3 7 * 4 2 3 
2 = 1.4 2 
E х-у47-5-3 -4-4-з-6 
5) 2 s 9 3 
E —z 3 2 4 
26. y ŽE 0, M tes au у^ шу 
2 1 pa y c 
EI 7 2 =.=-—b. LEE en 
2 2 xy x 


EMPLEO DE LAS DETERMINANTES EN LA RESOLUCION 
DE UN SISTEMA DE TRES ECUACIONES 
CON TRES INCOGNITAS 


807) DETERMINANTE DE TERCER ORDEN 
Una determinante como v 
ай b, сі 
а ba Ca 
аз 5, Са 


que consta de tres filas y tres columnas, es una determinante de tercer orden. 
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(308) HALLAR EL VALOR DE UNA DETERMINANTE 

DE TERCER ORDEN 

El modo más sencillo y que creemos al alcance de los alumnos, de ha- 
llar el valor de una determinante de tercer orden es aplicando la Regla 
de Sarrus. Explicaremos esta sencilla regla práctica con dos ejemplos. 


1 —2 ES 
1) Resolver | -4^ 2 1 por la Regla de Sarrus. 
pol © 


Debajo de la tercera fila horizontal se repiten las dos primeras filas 
horizontales y tenemos: 
15-48 2058 


-4 2 1 Ahora trazamos 3 diagonales de dere- 
5 —1 23 cha a izquierda y 3 de izquierda a de- 
1 —2 -—3 recha, como se indica a continuación: 


—4 2 1 


Ahora se multiplican entre sí los tres nümeros por que pasa cada 
diagonal. 

Los productos de los nümeros que hay en las diagonales trazadas de 
izquierda a derecha se escriben con su propio signo y los productos de los 
nümeros que hay en las diagonales trazadas de derecha a izquierda con cl 
signo cambiado. Así, en este caso, tenemos: 


valor de la determinante dada. 


DETALLE DE LOS PRODUCTOS 

De izquierda a derecha: 

1x2x3=6 (-4)x(-1x(-3)=-12 5x(-2)x1=-—10. 
De derecha a izquierda: 


(-3)x2x5=-—30 cambiándole el signo + 30. 
1x(-1)x1=-— 1 cambiándole el signo + 1. 
3x(-2)x(-4)= 24 cambiándole el signo — 24. 


m Em Y 
2) Resolver por Sarrus 41-34 
E 4 


Aplicando el procedimiento explicado, tenemos: 
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Mm EJERCICIO 187 


Hallar el valor de las siguientes determinantes: 


i = 2 5-1 5 2 —8 12 5 

1. 1 o! 4 4 | 3 —4 we = = Ж 18 *—8 
Ө 21. 621 ary 84: Ж = чег, 17-24 

1 2 -2 0-1 = 3 2 5 -9 3 

2. 1-3 3 5. 1—2 5 3 & j-i — 4| 11. Т -5 
=] 4 5| 8 4 21 8 2 65] 4 6 

-3 4 1 Жж 1.5 5 2 3 11 —5 
8.|2-3 0 6 |3 2-6 9. 6 1 2] Y |-12 3 
L “e. "Eb 12 3 2]. 8 4.5, „18 1 


| 
ME - 
«4500-31 mo No 


Gos) resoLucion POR DETERMINANTES DE UN SISTEMA 

DE TRES ECUACIONES CON TRES INCOGNITAS 

Para resolver un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas, por 
determinantes, se aplica la Regla de Kramer, que dice: 

El valor de cada incógnita es una fracción cuyo denominador es la de- 
terminante formada con los coeficientes de las incógnitas (determinante 
del sistema) y cuyo numerador es la determinante que se obtiene sustitu- 
yendo en la determinante del sistema la columna de los coeficientes de la 


incógnita que se halla por la columna de los términos independientes de 
las ecuaciones dadas. 


. xt ут 2= 4. 
Ejemplos (1) Resolver por determinantes 2x — 3y + 5z = — 5. 
Зх + 4y + 72 = 10. 


Para hallar х, aplicando la Regla de Kromer, tendremos: 


4 453 
5 —3 5 
ES E SN 
х= | m =з = 3, 
2 3.5 
3:::4:7 


Véase que la determinante del denominador (determinante del sistema ) está 
formada con los coeficientes de las incógnitas en las ecuaciones dadas. | 
El numerador de x se ha formado sustituyendo en la determinante del siste- 


1 Ч 4 
ma la columna ? de los coeficientes de x por la columna d de los 
términos independientes de las ecuaciones dadas. 
Para hallar y, tendremos: 


^ 


QN – о мю – 
ТА 
о 

Y Un е [У Un — 
| 


RESOLUCION POR DETERMINANTES @ 347 


El denominador es el mismo de antes, la determinante del sistema. El nu- 
М Я , 1 de 
merador se obtiene sustituyendo en ésta la columna Е. de los coeficientes 


4 
de y por la columna z de los términos independientes. 


Para hallar z, tendremos: 
1 1 4 


3 35 
-.у 4 П 23 
z= cq ————,m——--—]. 
1 1 1 — 23 
1-3 5 
3 94 7 


El denominador es la determinante del sistema; el numerador se obtiene sus- 
5 К 1 „у 
tituyendo en ésta la columna 5 de los coeficientes de z por la columna 


4 
$ de los términos independientes. 


La solución del sistema es 


3. 
2. 


м х 
How | 


2x+ y-—3z=12 
(2) Resolver por determinantes 5x — 4у -72 = 27 
10x + 3y — 2 = 40. 


Tendremos: 
12,1 -3 
22-—4- „7 
2.140: 3793 -620 6 
7 725] —T1 
5-4 7 
10 3 -1 
| 2 12:-3 
5.2 7 
110 40 -1| 46. à 
» 1-4 ^ 19 
5-4 7 
10 3 -1 
$ pd 
5 —4 27 5 
248 м 
v9 3 48! . A y=- 
|2 1-3 —124 a 
5 —4 7 
|10 3 -1 
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E! EJERCICIO 188 
Resolver por determinantes: 


x+y+2=11 7x+10y+42=-—2. х y m 
1. | x—y+32=13 5x—2y +62=38. 347 
2x 42y—z-1. 3х+у—2=21. 
х+у+т=—6 4x+Ty+52= Ш. јх У. 
2. 1 2х+у—2=—1 нан гаги 6 2 
x—2y+3z=—6. x—y+9z=—21. х yz 
2x+3y+42=3 3x—5y--22——92 Гэ Энэ 
3. 4 2x+6y+82=5 2x—y+62=32 
4x+9y—42=4. 8x43) —9:——93. " 
4x—y+2=4. x+y+2=3 $0988 
4. 12y—242x—2 99) x--2y—6 12. 
6x+32—2y=12. ^ de x—y-1 
х+4у+52=11 3x—2y Y 
5. 4 3x—2y+2=5 10. Venu xb HL 
4x 4-y —32——26. x--2y-F32— —43. 


REPRESENTACION GRAFICA DE PUNTOS 
DEL ESPACIO Y PLANOS 


819) EJES COORDENADOS EN EL ESPACIO (figura 59) 


Si por un punto del espacio O trazamos tres ejes OX, OY, OZ, de 
modo que cada eje sea perpendicular a los otros dos, tenemos un sistema 
de ejes coordenados rectangulares en el espacio. Si los ejes no son per- 
pendiculares entre sí, tenemos un sistema 
de ejes coordenados oblicuos. El punto 0 
se llama origen. 

Cada dos de estos ejes determinan 
un plano. 

Los ejes OX y OY determinan el pla- 
no XY; los ejes OY y OZ determinan el 
plano YZ, y los ejes OZ y OX determinan 
el plano ZX. Estos son los planos coorde- 
nados. 

Estos tres planos, perpendicular cada 
uno de ellos a los otros dos, forman un 
triedro trirrectángulo. 

Cuando los ejes están dispuestos como 
se indica en la figura 59, se dice que el 
triedro trirrectángulo es inverso. Si el eje 
O X ocupara la posición del eje OY y vice- 


WOCUN 


(1) Ponga cero como coeficiente de las incógnitas que falten en cada ecuación. 
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versa, el triedro sería directo. Nosotros trabajaremos con el triedro 
inverso. 


Para que el alumno aclare los conceptos anteriores, fíjese en el ángulo 
de la izquierda de su salón de clase. El suelo es el plano XY; la pared que 
está a la izquierda del alumno es el plano YZ; la pared que le queda enfrente 
es el plano ZX. El eje OX es la intersección de la pared de enfrente con el 
suelo; el eje OY es la intersección de la pared de la izquierda con el suelo; 
el eje OZ es la intersección de la pared de la izquierda con la pared del frente. 
El punto donde concurren los tres ejes (la esquina del suelo, a la izquierda) 
es el origen. 


Gn) соокремраз CARTESIANAS DE UN PUNTO 

DEL ESPACIO 

La posición de un punto del espacio queda determinada por sus coor- 
denadas en el espacio, que son sus distancias a los planos coordenados. 

Sea el punto P (figura 60). Las coordenadas del punto P son: 


1) La abscisa x, que es la distancia de P al plano YZ. 
2) La ordenada у, que es la distancia de P al plano ZX. 
3) La cota z, que es la distancia de P al plano XY. 


El punto P dado por sus coordenadas se expresa P (x, y, z). Así, el 
punto (2, 4, 5) es un punto del espacio tal que, para una unidad escogida, 
su abscisa es 2, su ordenada es 4 y su cota es 5. 

(Las coordenadas de un punto del espacio en su salón de clase son: 
abscisa, la distancia del punto a la pared de la izquierda; ordenada, la dis- 
tancia del punto a la pared de enfrente; cota, la distancia del punto al 
suelo). 

En la práctica, para representar un punto del espacio, se mide la abs- 
cisa sobre el eje OX y se trazan líneas que representen la ordenada y la cota. 

En la figura 61 está representado el punto P (3, 2, 4). 
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(n3 REPRESENTACION DE UN PUNTO CUANDO UNA 

O MAS COORDENADAS SON 0 

Cuando una de las coordenadas es 0 y las otras dos no, el punto está 
situado en uno de los planos coordenados. (Figura 62). 

Si x = 0, el punto está situado en el plano YZ; en la figura, Р,(0, 2, 3). 

Si y —0, el punto está en el plano ZX; 

en la figura, Р,(8, 0, 3). Si z—0, el punto 
está situado en el plano XY; en la figura, 
Ps(3, 2, 0.). 

Cuando dos de las coordenadas son 0 
y la otra no, el punto está situado en uno 
de los ejes. 

Si x 20, y —0, el punto está situado 
en el eje OZ; en la figura, Р,(0, 0, 3). 

Si x —0, 2=0, el punto está en el eje 
OY; en la figura, P;(0, 2, 0). 

Si y —0, z— 0, el punto está en el eje 
OX; en la figura, Pe(3, 0, 0). 


Si las tres coordenadas son 0, el punto 
| POIRA € es el origen. 


m- EJERCICIO 189 
Representar gráficamente los puntos siguientes: 
1. (1, 1, 3). 4. (3, 5, 6). 7. (7, 5, 4). 10. (4,0, 4). 13. (0, 0, 4). 


2. (4, 2, 3). 5. (2, 4, 1). 8. (3, 1, 6). 11. (62,0. 14. (5,0, 0). 
3. (5, 4, 2). 6. (4, 3, 7). 9. (6, 3, 4. 192. (5, 6, 0). 15. (0, 5, 0). 


(n3 EL PLANO 


Toda ecuación de primer grado con 
tres variables representa un plano.(? 

Así, toda ecuación de la forma Ax + 
Ву+ Сх= р representa un plano. (Figu- 
ra 63). 

Los segmentos OA, OB y OC son las 
trazas del plano sobre los ejes. 

En la figura la traza del plano sobre 
el eje OX es ОА =a; la traza sobre el 
eje OY es OB — b y la traza sobre el eje OZ 
es OC = с. 


Los puntos 4, B y C, donde el plano 
intersecta a los ejes por ser puntos de los [ mee 
ejes, tienen dos coordenadas nulas. Ws ANE 


() Admitamos esto como un principio, ya que su demostración no está al alcance de 
los alumnos de Bachillerato. 
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(14кєрквЕМТАС ОН GRAFICA DE UNA ECUACION 
DE PRIMER GRADO CON TRES VARIABLES 


1) Representar la ecuación 4х + 3y + 22 = 12. 


Para representar gráficamente esta ecua- 
ción vamos a hallar las trazas del plano que 
ella representa sobre los ejes (Fig. 64). 

La traza sobre el eje OX se halla ha- 
ciendo y = 0, z = 0 en la ecuación dada. Ten- 
dremos: 


Рага y 20, 2=0, queda 4x 212". x = 3. 
Se representa el punto (3, 0, 0). 


La traza sobre el eje OY se halla ha- 
ciendo x = 0, z = 0 en la ecuación dada. Ten- 
dremos: 


Para x 20, 2=0 queda 3y=12..y=4. 
56 representa el punto (0, 4, 0). 


La traza sobre el eje OZ se halla ha- 


ciendo x = 0, y = 0 en la ecuación dada. Ten- 
dremos: | FIGURA 64 | 


Para x=0, y=0 queda 2=12..z=6. 
Se representa el punto (0, 0, 6). 
Uniendo entre si los tres puntos que hemos hallado, obtenemos un plano 
que es la representación gráfica. de la ecuación 4x + 3y + 2z = 12. 


2) Representar gráficamente 4x + 5у + 8:= 20. (Figura 65). 


Tenemos: 
Рага | 
y=0, 2=0, х=2= 5. Punto (5, 0, 0). 
Рага 

0, 2=0, у=: = 4. Punto (0, 4, 0 
х= 0, 2= 0, у= = = 4. Punto (0, 4, 0). 
Рага 
х= 0, у= 0, =т= 27. Punto (0, 0, 27). 


Uniendo estos puntos entre sí queda 


| trazado un plano que es la representación 
"M 5 | gráfica de la ecuación 4x+5y+82=20. 
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Representar gráficamente las ecuaciones: 


1. 3х+6у+22=6. 6. 15x+10y+62=30. 
2. 2x+y+42=4. 7. 14x410y+52=35. 
3. 4x+6y4-32=12. 8. 3x+y+22=10. 

4. 15х+6у+52=30. 9. 4x+2y+32=18. 

5. 2x4+y+32=6. 10. 15х--20у--24:-:120 


PLANO QUE PASA POR UN PUNTO 

Si un plano pasa por un punto del espacio, las coordenadas de ese pun- 
to satisfacen la ecuación del plano. Así, para saber si el plano 2x + y + 32 
=13 pasa por el punto (1, 2, 3), hacemos x=1, y=2, 2=3 en la ecuación 
del plano y tendremos: 2(1) +2 + 3(3) = 13, o sea, 13 = 13; luego, el plano 
pasa por el punto (1, 2, 3), o de otro modo, el punto pertenece al plano. 


SIGNIFICACION GRAFICA DE LA SOLUCION DE UN 
SISTEMA DE TRES ECUACIONES CON TRES INCOGNITAS 


x+ y+ 2=12 
Sea el sistema 4 2x— y+3z=17 Resolviéndolo se halla 
Зх + 2y —5z2 — — 8. 


Esta solución representa un punto del espacio, el punto (8,4,5). Aho- 
ra bien: x —5, y —4, z —5 satisfacen las tres ecuaciones del sistema; luego, 
el punto (3,4,5) pertenece a los tres planos que representan las ecuaciones 
dadas; luego, el punto (3,4,5) es un punto por el quc pasan los 3 planos, 
el punto comün a los 3 planos. 


(817) RESOLUCION Y REPRESENTACION GRAFICA DE UN 
SISTEMA DE TRES ECUACIONES CON TRES INCOGNITAS 


Resolver gráficamente un sistema de tres ecuaciones con tres incógni- 
tas es hallar el punto del espacio por el que pasan los tres planos. 

Para ello, dados los conocimientos que posee el alumno, el procedi- 
miento a seguir es el siguiente: 


1) Se representan gráficamente los tres planos que representan las 
tres ecuaciones del sistema, hallando sus trazas. 


2) Se traza la intersección de dos cualesquiera de ellos, que será una 
línea recta. 3) Se traza la intersección del tercer plano con cualquiera de 
los anteriores, que será otra línea recta. 4) Se busca el punto donde se 
cortan las dos rectas (intersecciones) halladas y ese será el punto comün а 
los tres planos. Las coordenadas de este punto son la solución del sistema. 
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Resolver graficamente 
el sistema 


[2x+2y+ ica 
xt y+ >= 8 
(3х +2y -- 52 30. 


FIGURA 66 | 
Apliquemos el procedimiento anterior (Fig. 66). 
Representemos 2x + 2y + z = 12. 


Para y — 0, 2-0 к=6 
x=0, z-—0, у=6 
х=0, yz0, >=12. 


El plano que representa esta ecuación es el plano АВС. 
Representemos х + y +z = 8. 


Para y = 0 2-0, х=8 
x=0, 2=0, y=8 
=0, y=0, z=8. 


El plano que representa esta ecuación es el plano DEF. 
Representemos Зх + 2y + 52 = 30. 


Paray 20, z=0, x=10 
x=0, 2=0, y=15 
“=0, y=0, >= 6 


El plano que representa esta ecuación es el plano GHI. 

Trazamos la intersección del plano ABC con el plano DEF que es la línea recta MN; 
trazamos la intersección del plano DEF con el plano GHI que es la línea recta RQ. 
Ambas intersecciones se cortan en el punto P; el punto P pertenece a los 3 planos. 

Las coordenadas de P que en la figura se ve que son x=2, y = 2, z=4 son la 
solución del sistema. 
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Resolver y representar gráficamente los sistemas: 


x+2y+2=8 2x4+2y+32=23 
1. 4 2x--2y--z—9. 8. 4 2х--3у--22-:20 
8х--3у--52::24. 4x+3y+22=24. 
x+y+2=5 2x+2y+32=24 
2. 43x42y+2=8 4. 4 4x+5y+22=35 
2х--8у--32-:14 3x+2y+2=19. 


2x+5y+32=27 
2x+y+2=13. 


pris 
5 


3x+4y+32=33 
2x+5y+22=29. 


" | 4х+3у+52=49 


RESOLUCION DE UN SISTEMA DE 4 ECUACIONES 


CON 4 INCOGNITAS 


Ejemplo 
хХ+Уу+2 +0 = 10. 
Resolver el sistema / 2 " 2-5 " "i E i 
зви, 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 


Combinando (1) y (2) eliminamos la x multiplicando (1) por 2 у restando: 


2x+2y+22+2u= 20 
—2x-c у— 32+ 40=— 9 


Зу- z+6v= 11 


(5) 


Combinando (1) y (3) eliminamos la x multiplicando (1) por 3 y restando: 


Зх + Зу + 32 + Зо = 30 
= Зх —2y t 2 — 5и = — 13 
у +42 — 20= 17 (6) 
Combinando (1) y (4) eliminamos Іа x, restando: 
xt y+ z+ u=10 
= х+3у 22+ 40 — 3 
4y— 2+ 50 = 13 (7) 


Reuniendo las ecuaciones (5), (6) у (7) que hemos obtenido tenemos un sis- 


tema de 3 ecuaciones con tres incógnitas: 


3y— z+6u=11 (5) 
y + 42 — 20 217 (6) 
4у- 2 + 5и = 13. (7) 


Vamos a eliminar la х. Combinando (5) 


mamos: 
12y — 4z + 24и = 44 
yt4z— 20-17 


13y + 22у = 61 (8) 
Combinando (5) y (7) eliminamos la z restándolas: 
3y—z+6u= 11 
— 4у +2 — 5и = — 13 
-у +u=- 2 (9) 


y (6), multiplicamos (5) por 4 y su- 
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Reuniendo (8) y (9) tenemos un sistema de 2 ecuaciones con 2 incógnitas: 


13у + 220= 61 (8) 
— y+ u== 2 (9) 
Resolvamos este sistema. Multiplicando (9) por 13 y sumando: 
13у +220= 61 
— 13у + 130 = — 26 


Зӧи= 35 
Ahora, sustituimos и = 1 en una ecuación de dos incógnitas, por ejemplo еп (9) 


y tenemos: 
=y+1=-2 


Sustituimos u= 1, y =3 en una ecuación de tres incógnitas, por ejemplo en (5) y 
tenemos: 

3(3)-z+6(1)=11 

9=z+6=11 


aL 


Ahora, sustituimos u = 1, y —3, z = 4 en cualquiera de las ecuaciones dadas, por 
ejemplo en (1) y tenemos: 


х= 2. 
х+3+4+1=10 im d 
Sixma 5 fame 
1. 
и = 
EJERCICIO 192 
Resolver los sistemas: 
х+у+2+и=4 х+у—=—4 
1. J Х+2у+84—и=—1 5. J 4x+3y+2z—u=9 
3x+4y+2z+u=—5 2х—у—4:+и=—1 
х+4у+32—и=—7. x+2y+32+2u=-—1. 
x+y+z+u=10 x+2y+2=-4 
9, ) 2x—y—2z42u—2 6. J 2x+3y+4:=-2 
x—2y+32—u=2 3x+y+2+u=4 
x+2y—4242u=1. 6x+3y—2+u=3. 
x—2y+2+3u=-3 3x+2y=-—2 
3. ] 3x+y-42—2u=7 7. ) х+у+ч=—8 
2x+2y—z—u=1 3x—2y—u-—' : 
x+4y+2:—5u=12. Ax-F5y-F6z-F3u—11. 
2x—3y+2+4u=0 2x—3z—u-—2 
4. ] 3x+y-—52—3u=—10 8. 3y—2z—5u-—3 
6х+2у—+и=—8 4y—3u—2 
х+5у+4&—8и=—6. x—3y+3u=0. 


JEAN LE ROND D'ALEMBERT (1717-1783) Aban- rot, la idea de la Enciclopedia, Dirigió dicho movi- 
donado al nacer en el atrio de la Capilla de St. Jean miento y redactó todos los artículos sobre matemáticas 
le-Rond, fue por la esposa de un humilde que aparecen en la famosa Enciclopedia, Fue Secre- 
vidriero y criado a la mayoría de edad. Fue un tario Perpetuo de la Academia Francesa. Puede con- 
verdadero genio precoz. Concibió y realizó con Dide- siderarse con Rousseau, precursor de la Revolución. 


CAPITULO XXVI 


PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN POR ECUACIONES 
SIMULTANEAS 


La diferencia de dos nümeros es 14, y = de su suma es 13. Hallar 
los números. 
Sea 


x+y 
=13. (2 
Гүсэн. @ 
Quitando denominadores у | x—y=14 
sumando: | х+у=52 
2x =66 
х = 83 


Sustituyendo х = 33 en (1): 


Los nümeros buscados son 33 у 19. К. 
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PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES SIMULTANEAS — @ 357 
|! EJERCICIO 193 


1. La diferencia de dos números es 40 y T de su suma es 11. Hallar los 
nümeros. 


2. La suma de dos nümeros es 190 y 2 de su diferencia es 2. Hallar los 
nümeros. 

3. La suma de dos números es 1529 y su diferencia 101. Hallar los números. 

4. Un cuarto de la suma de dos números es 45 y un tercio de su diferencia 
es 4. Hallar los nümeros. 

5. Los i de la suma de dos nümeros son 74 y los i de su diferencia 9. 
Hallar los nümeros. 


: 5 
6. Los 2 de la suma de dos nümeros exceden en 6 a 39 y los — de su 
diferencia son 1 menos que 26. Hallar los números. 


7. Un tercio de la diferencia de dos números es 11 y los i del mayor 
equivalen a los M del menor. Hallar los nümeros. 


8. Dividir 80 en dos partes tales que los i de la parte mayor equivalgan 
a los E de la menor. 


9. Hallar dos números tales que 5 veces el mayor exceda a > del menor 
1 о 
еп 222 y 5 veces el menor exceda a = del mayor en 66. 


6 Ibs. de café y 5 lbs. de azúcar costaron $2.27, y 5 lbs. de café y 4 lbs. 
de azúcar (a los mismos precios) costaron $1.88. Hallar el precio de 
una libra de café y una de azúcar. 


Sea 


Si una libra de café cuesta x, 6 Fbs. costarán 6x; si una — эн 
lib. de azúcar cuesta y, 5 lbs. de azúcar costarán Бу, y como el Baci ды 
importe de esta compra fue $2.27 0 227 cts, tendremos: 
5 lbs. de café cuestan 5x, y 4 de azúcar, 4y, y como el 5x+4y=1 
importe de esta compra fue de $1.88 ó 188 cts., tendremos: /^ 
Reuniendo las ecuaciones (1) y (2), tenemos el sistema: 
$ 6x+5y=227. (1) 
| 5х + 4у —188. — (2) 
Multiplicando (1) por 5 | З0х + 25у = 1135 
у (2) рог 6 y restando: | —30x — 24у = — 1128 
ym t 
Sustituyendo y —7 en (1) se tiene х = 32. 
Una libra de café costó 32 cts., y una libra de azúcar, 7 cts. R. 


> EJERCICIO 194 


1. 5 trajes y 3 sombreros cuestan 4150 soles, y 8 trajes y 9 sombreros 6940. 
Hallar el precio de un traje y de un sombrero. 


2. Un hacendado compró 4 vacas y 7 caballos por $514 y más tarde, a los 
mismos precios, compró 8 vacas y 9 caballos por $815. Hallar el costo 
de una vaca y de un caballo. 


3. En un cine, 10 entradas de aduito y 9 de nino cuestan 35.12, y 17 de 
niño y 15 de adulto $8.31. Hallar el precio de un entrada de niño y una 
de adulto. 


4. Si a 5 veces el mayor de dos números se añade 7 veces el menor, la 
suma es 316, y si a 9 veces el menor se resta el cuádruplo del mayor, la 
dilerencia es 83. Hallar los números. 

5. Los 3 de la edad de А aumentados en los 2 de la edad de B suman 15 
anos, y los E de la edad de 4 disminuidos en los i de la de В equiva- 
len a 2 años. Hallar ambas edades. 

6. El doble de la edad de A excede en 50 años а la edad de B, y > de la 
edad de В es 35 años menos que la edad de 4. Hallar ambas edades. 

7. La edad de A excede en 13 años a la de B, y el duplo de la edad de B 
excede en 29 años a la edad de 4. ips ambas edades. 

8. Si i de la «шш de А se aumenta en los 2 - de la de B, el resultado sería 


37 anos, y — de la edad de B equivalen: a = de la edad de 4. Hallar 
ambas edades. 


Si a los dos términos de una fracción se añade 3, el valor de la frac 
ción es =, у si а los dos términos se resta 1, el valor de la fracción 
es i Hallar la fracción. 


Sea x=el numerador 
y=el denominador 
Entonces а la fracción. 


х . . . . 3 n 
Añadiendo 3 a cada término, la fracción se convierte en e y segün 
las condiciones del problema el valor de esta fracción es j; luego: 


A . . . х-1 " 
Restando 1 а cada término, la fracción se convierte en ;-r Y Según 
las condiciones, el valor de esta fracción es 4; luego: 
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| х+8 1 
Reuniendo las ecuacio- ГҮН: 37 
nes (1) y (2), tenemos el 
sistema: x-—1 - 1 
gg. 
Quitando denominadores: | T Br "à и 4 | 


Transponiendo j 2x—y=-3 
y reduciendo: 3x=y= 2 (3) 


Restando: | boa im 


Sustituyendo 15 — y 
4-5 еп (3) y- 


Ч . б 
Luego, la fracción es =, К. 
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1. Si a los dos términos de una fracción se añade 1, el valor de la fracción 
es i y si a los dos términos se resta 1, el valor de la fracción es I 
Hallar la fracción. 

2. Si a los dos términos de una fracción se resta 3, el valor de la fracción 
es T y si los dos términos se aumentan en 5, el valor de la fracción es t 
Hallar la fracción. 

3. Si al numerador de una fracción se añade 5, el valor de la fracción es 2, 
y si al numerador se resta 2, el valor de la fracción es 1. Hallar Ja fracción. 


4. Si el numerador de una fracción se aumenta en 26 el valor de la frac- 
ción es 3, y si el denominador se disminuye en 4, el valor es 1. Hallar 


la fracción. 

5. Añadiendo 3 al numerador de una fracción y restando 2 al denominador, 
la fracción se convierte en I pero si se resta 5 al numerador y se añade 
2 al denominador, la fracción equivale a i Hallar la fracción. 

6. Multiplicando por 3 el numerador de una fracción y añadiendo 12 al 
denominador, el valor de la fracción es " y si el numerador se aumenta 


» ? 4 . 1 
en 7 y se triplica el denominador, el valor de la fracción es T Hallar 
la fracción. 
ЭР š 2 4 
7. Si el numerador de una fracción se aumenta en > el valor de la fracción 


24 5 wn 4 4 2 
es =, y si el numerador se disminuye en » el valor de la fracción es =, 
Hallar la fracción. 


Dos nümeros están en la relación de 3 a 4. Si el menor se aumenta 


en 2 y el mayor se disminuye en 9, la relación es de 4 a 3. Hallar los 
números. 


Sea 


La relación de dos números es el cociente de dividir uno 
por el otro. Según las condiciones, x e y están en la relación 


de 3 a 4; luego, Pp Y TE Е / 
Si el menor se aumenta en 2, quedará x +2; si el ” xt2 4 a 
mayor se disminuye en 9, quedará y — 9; la relación de y-9 3: ) 
. * л : d 
estos nümeros, segün las condiciones, es de 4 a 3; luego, 
08:3 
Reuniendo (1) y (2), y 4 
tenemos el sistema: x+2 4 2 
у-9 3 


Resolviendo el sistema se halla x —18, y —24; estos son los nümeros 
buscados. R. 
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1. Dos números están en la relación de 5 a 6. Si el menor se aumenta en 
2 y el mayor se disminuye en 6, la relación es de Y a 8, Hallar los números. 


2. La relación de dos nümeros es de 2 a 3. Si el menor se aumenta en 8 
y el mavor en 7, la relación es de 3 a 4. Hallar los nümeros. 


3. Dos números son entre sí como Y es a 10. Si el mayor se aumenta en 20 
y el menor se disminuye en 15, el menor será al mayor como 3 es a 7. 
Hallar los nümeros. 


4. Las edades de A y B están en la relación de 5 а 7. Dentro de 2 años 


la relación entre la edad de А y la de B será de 8 a 11. Hallar las edades 
actuales. 


5. Las edades de А y B están en la relación de 4 a 5. Hace 5 años la rela- 
ción era de 7 a 9. Hallar las edades actuales. 


6. La edad actual de A guarda con la edad actual de B la relación de 
2 a 3. Si la edad que 4 tenía hace 4 años se divide por la edad que 
tendrá В dentro de 4 años, el cociente es $. Hallar las edades actuales. 


7. Cuando empiezan a jugar 4 y B, la relación de lo que tiene М y lo 
que tiene B es de 10 a 13. Después que 4 le ha ganado 10 bolívares a B, 
la relación entre lo que tiene 4 y lo que le queda а B es de 12 a 11. 
¿Con cuánto empezó a jugar cada uno? 

8. Antes de una batalla, las fuerzas de dos ejércitos estaban en la relación 
de 7 a 9. El ejército menor perdió 15000 hombres en la batalla y cl 


mayor 25000 hombres. Si la relación ahora es de 11 a 13, ¿cuántos hom- 
bres teníaxcada ejército antes de la batalla? 
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Si el mayor de dos números se divide por el menor, el cociente es 2 
y el residuo 9, y si 3 veces el menor se divide por el mayor, el cocien- 
te es 1 y el residuo 14. Hallar los números. 


Segün las condiciones, al dividir x entre y el cocien- 
te es 2 y el residuo 9, pero si el residuo se le resta al 
dividendo x, quedará x — 9 y entonces la división entre у 
es exacta; luego: 2” 


Dividiendo Зу entre x, segün las condiciones, el 
cociente es 1 y el residuo 14, pero restando 14 del di- 


videndo la división será exacta; luego Y 


x—9 =9 
Reuniendo (1) y (2), ) 
tenemos el siema: | 3y—14 
—— 
PEN . | х= 9=2 (3) 
а 1 2 86: 
Quitando denominadores | 89-14- х 
2241 «950 
Transponiendo: | EE 
y=23. 


Sustituyendo y = 23 en (3) se obtiene x—9=46; luego, х = 55. 
Los números buscados son 55 y 23. К. 
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1. Si el mayor de dos números se divide por el menor, el cociente es 2 y 
el residuo 4, y si 5 veces el menor se divide por el mayor, el cociente es 
2 y el residuo 17. Hallar los nümeros. 

2. Si el mayor de dos números se divide por el menor, el cociente es 3, y 
si 10 veces el menor se divide por el mayor, el cociente es 3 y el resi- 
duo 19. Hallar los nümeros. 

3. Si el duplo del mayor de dos números se divide por el triplo del menor, 
el cociente es 1 y el residuo 3, y si 8 veces el menor se divide por el 
mayor, el cociente es 5 y el residuo ]. Hallar los nümeros. 

4. La edad de А excede en 22 años a la edad de В, y si la edad de A se 
divide entre el triplo de la de B, el cociente es 1 y el residuo 12. Hallar 
ambas edades. 

9. Seis veces el ancho de una sala excede en 4 m a la longitud de la sala, 
y si la longitud aumentada en 3 m se divide entre cl ancho, el cociente 
cs 5 y el residuo 3. Hallar las dimensiones de la sala. 
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824 La suma de la cifra de las decenas y la cifra de las urlidades de un 


número es 15, y si al número se resta 9, las cifras se invierten. На- 


Паг el número. 


3 Eso 9 


Según las condiciones: «+y=15. (0) 


El número se obtiene multiplicando por 10 la cifra de las decenas y 


sumándole la cifra de las unidades; luego, el número será 10x + y. 


Según las condiciones, restando 9 de 


* 


este número, las cifras se invierten, luego, — 1 
Reuniendo (1) y (2), | х+ў=15 
tenemos el sistema: | 10x + y—9=10y+x 
Transponiendo f x+ y=15 
y reduciendo: | 9x —9y— 9. 
Dividiendo la 2a. ecuación (| х+у=15 . 
por 9 y sumando: | €—371 
2x = 16 
x= 8. 


pa 


Sustituyendo x=8 en (1) se tiene 8+y=15-.y=7. 
El número buscado es 87. К. 
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La suma de ia cifra de las decenas y la cifra de las unidades de un número 
es 12, y si al número se resta 18, las cifras se invierten. Hallar el número. 
La suma de las dos cifras de un número es 14, y si al número se suma 36, 
las cifras se invierten. Hallar el número. 


La suma de la cifra de las decenas y la cifra de las unidades de un 
número es 13, y si al número se le resta 45, las cifras se invierten. Hallar 
el número. 


La suma de las dos cifras de un número es 11, y si el número se divide 
por la suma de sus cifras, el cociente es 7 y el residuo 6. Hallar el 
número. 

Si un número de dos cifras se disminuye en 17 y esta diferencia 56 
divide por la suma de sus cifras, el cociente es 5, y si el número dismi- 
nuido en 2 se divide por la cifra de las unidades disminuida en 2, el 
cociente es 19. Hallar el número. 

Si a un número de dos cifras se añade 9, las cifras se invierten, y si este 
número que resulta se divide entre 7, el cociente es 6 y el residuo 1. 
Hallar el número. 

La suma de las dos cifras de un número es 9. Si la cifra de las decenas 


se aumenta en 1 y la cifra de las unidades se disminuye en 1, las cifras 
se invierten. Hallar el número. 
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Se tienen $120 en 33 billetes de a $5 y de a $2. ¿Cuántos billetes son 
de $5 y cuántos de $2? 


Segün las condiciones: x-y-33. (1) 


Con x billetes de 52 se tienen $2x y con y billetes de $5 2x+5y=120. (2) 
se tienen $5y, y como la cantidad total es $120, tendremos: 
x+ у= 83 
2x + 5y = 120. 
Resolviendo se encuentra x —15, y —18; luego, hay 15 billetes de $2 
y 18 billetes de $5. К. 
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l. Se tienen $11.30 en 78 monedas de a 20 cts. y de 10 cts. ¿Cuántas mo- 

nedas son de 10 cts. y cuántas de 20 cts.? 

Un hombre tiene $404 en 91 monedas de a $5 y de a $4. ¿Cuántas mone- 

das son de 55 y cuántas de $4? 

En un cine hay 700 personas entre adultos y niños. Cada adulto pagó 

40 cts. y cada niño 15 cts. por su entrada. La recaudación es de $180. 

¿Cuántos adultos y cuántos ninos hay en el cine? 

4. Se reparten monedas de 90 cts. y de 25 cts. entre 44 personas, dando una 
moneda a cada una. Si la cantidad repartida es $9.95, ;cuántas personas 
recibieron monedas de 20 cts. y cuántas de 25 cts.? 

9. Se tienen $419 en 287 billetes de a $1 y de a $2. ;Cuántos billetes son 
de a $1 y cuántos de $2? 

0. Con 174 colones compré 34 libros de a 3 y de a 7 colones. ¿Cuántos 
libros compré de cada precio? 

T. Un comerciante empleó 6720 sucres en comprar trajes a 375 sucres y som- 
breros a 45. Si la suma del número de trajes y el número de sombreros 
que compró es 54, ¿cuántos trajes compró y cuántos sombreros? 


326 Si A le da а B $2, ambos tendrán igual suma, y si B le da a A $2, 
A tendrá el triplo de lo que le queda a B. ¿Cuánto tiene cada uno? 


Sea 


Reuniendo (1) y (2) tenemos el sema 


$9 » 


Sea 

Si A le da a B $2, A se queda con S(x — 2) cx-22y42. 0) 
y B tendrá $(y +2), y según las condiciones 
ambos tienen entonces igual suma: luego, 2 

Si B le da a A $2, B se queda con $(y —2) y A x4228(-2. (0 
tendrá 5(х +2) y según las condiciones entonces 4 


tiene el triplo de lo que le queda a B; luego, 

х-2=у+2. 

x+2=3(y-2). 
Resolviendo este sistema se halla x=10, у= 6; luego, 4 tiene $10 y 

B tiene $6. К. 


Reuniendo (1) y (2), tenemos el sistema | 
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Hace 8 años la edad de A era triple que la de B, y dentro de 4 años 
la edad de B será los 2 de la de A. Hallar las edades actuales. 


Hace 8 años А tenía x —8 años y B 
tenía y —8 afios; segün las condiciones: 


Dentro de 4 años, A tendrá x +4 años y 
B tendrá y+4 años y según las condiciones: — —- 


x—8=3(y-8). 


Reuniendo (1) y (2), tenemos el sistema: " 
у+4=5(х +4). 


Resolviendo el sistema se halla х = 32, у = 16. 
A tiene 32 años, y B, 16 años. R. 


|! EJERCICIO 200 
1. Si A le da a В $1, ambos tienen lo mismo, y si B le da a A $1, A tendrá 
el triplo de lo que le quede а B. ¿Cuánto tiene cada uno? 


2. Si B le da a A 2 soles, ambos tienen lo mismo, y si 4 le da a B 2 soles, 
B tiene el doble de lo que le queda a 4. ¿Cuánto tiene cada uno? 


3. Si Pedro le da a Juan 53, ambos tienen igual suma, pero si Juan le da 
a Pedro $3, éste tiene 4 veces lo que le queda a Juan. ;Cuánto tiene 
cada uno? 


4. Hace 10 айо» la edad de 4 era doble que la de B; dentro de 10 años 
la edad de B será los i de la de 4. Hallar las edades actuales. 

5. Hace 6 años la edad de A era doble que la de B; dentro de 6 años será 
los 2. de la edad de B. Hallar las edades actuales. 

6. La edad de A hace 5 anos era los + de la de B; dentro de 10 anos la 
edad de B será los 2 de la de 4. Hallar las edades actuales. 

T. La edad actual de un hombre es los 2 de la edad de su esposa, y dentro 


de 4 años la edad de su esposa será los 2 de la suya. Hallar las edades 
actuales. Ў 


8. A y B empiezan a jugar. Si 4 pierde 25 lempiras, B tendrá igual suma 
que 4, y si B pierde 35 lempiras, lo que le queda es los 5 de lo que 
tendrá entonces А. ¿Con cuánto empezó a jugar cada uno? 


9. Un padre le dice a su hijo: Hace 6 años tu edad era 2 de la mía; dentro 
de 9 anos será los =: Hallar ambas edades actuales. 


Pedro le dice a Juan: Si me das 15 cts. tendré 5 veces lo que tú, y Juan 


le dice a Pedro: Si tú me das 20 cts. tendré 3 veces lo que tú. ¿Cuánto 
tiene cada uno? 


10. 
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11. A le dice a B: Dame la mitad de lo que tienes, y 60 cts. más, y tendré 
4 veces lo que tú, y B le contesta: Dame 80 cts. y tendré $3.10 más que 
tú. ¿Guánto tiene cada uno? 


12. Hace 6 años la edad de Enrique era los 2 de la edad de su hermana, 


y dentro de 6 años, cuatro veces la edad «de Enrique será 5 veces la 
edad de su hermana. Hallar las edades actuales. 


Un bote que navega por un río recorre 15 kilómetros en 1+ horas 
a favor de la corriente y 12 kilómetros en 2 horas contra la corriente. 
Hallar la velocidad del bote en agua tranquila y la velocidad del río. 


Sea х =1а velocidad, en Km por hora, del bote 
en agua tranquila. 
у=1а velocidad, en Km por hora, del río. 


Entonces x + у= velocidad del bote a favor de la corriente. 
x — y = velocidad del bote contra la corriente. 


El tiempo es igual al espacio partido por la vclo- 
cidad; luego, el tiempo empleado en recorrer los 
15 Km a favor de la corriente, 13 horas, es igual al 
espacio recorrido, 15 Km, dividido entre la velocidad 
del bote, x + y, о sea: 


El tiempo empleado en recorrer los 12 Km contra 
la corriente, 2 horas, es igual al espacio recorrido, 
12 Km, dividido entre la velocidad del bote, х – y, 
о sea: 
158 
х+у 
2. 
«cy 
Resolviendo se halla x —8, y=2; luego, la velocidad del bote en agua 
tranquila es 8 Km por hora, y la velocidad del río, 2 Km por hora. К. 
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1. Un hombre rema río abajo 10 Km en una hora y río arriba 4 Km en 
una hora. Hallar la velocidad del bote en agua tranquila y la velocidad 
del río. 

2. Una tripulación rema 28 Km en 13 horas río abajo y 24 Km en 3 horas 
río arriba, Hallar la velocidad del bote en agua tranquila y la velocidad 
del río. 

$. Un bote emplea 5 horas en recorrer 24 Km. río abajo y en regresar. 
En recorrer 3 Km río abajo emplea el mismo tiempo que en recorrer 


2 Km río arriba. Hallar el tiempo empleado en ir y el empleado en 
volver. 


Reuniendo (1) y (2), tenemos el sistema: 


=2. 


366 9 ALGEBRA 


4. Una tripulación emplea 23 horas en recorrer 40 Km río abajo y 5 horas 
en el regreso. Hallar la velocidad del bote en agua tranquila y la velo- 
. cidad del río. 
5. Una tripulación emplea 6 horas en recorrer 40 Km río abajo y en 
regresar. En remar 1 Km río arriba emplea el mismo tiempo que en 
remar 2 Km río abajo. Hallar el tiempo empleado en ir y en volver. 
Un bote emplea 5 horas en recorrer 32 Km río abajo y 12 Km río arriba. 
En remar 4 Km río abajo el botero emplea el mismo tiempo que en 


remar ] Km río arriba. Hallar la velocidad del bote en agua tranquila 
y la del río. 


6. 


La suma de tres nümeros es 160. Un cuarto de la suma del mayor y 
el mediano equivale al menor disminuido en 20, y si a 2. de la dife- 


rencia entre el mayor y el menor se suma el número del medio, el resul- 
tado es 57. Hallar los números. 


Sea * —nümero mayor 
y =número del medio 
© = número menor. 
x+y+2=160 
: S x+y 
Según las condiciones del | —— = z — 20 
problema, tenemos el sistema: 
x-z 
mH +у = 57 


Resolviendo el sistema se halla x = 62, у = 50, х= 48, que son los nú- 
meros buscados. R. 


($30 La suma de las tres cifras de un nümero es 16. La suma de la cifra 

de las centenas y la cifra de las decenas es el triplo de la cifra de las 
unidades, y si al nümero se le resta 99, las cifras se invierten. Hallar el 
nümero. 


Sea —]a cifra de las centenas 


X 
y =]а cifra de las decenas 
2 —]a cifra de las unidades. 


Segün las condiciones, la suma de las tres cifras es 16; luego: 


ula MN ол, DS 
A Г giae Жа. үйү с 0 07 


La suma de la cifra de las centenas x con la cifra de las x+y=3z (2) 
decenas y es el triplo de la cifra de las unidades z; luego, / 

El número será 100х + 10у + 2. Si 
restamos 99 al número, las cifras se 
invierten; luego, 


a 


tenemos el sistema: 
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x+y+2=16 
x +y= 32 
100x + 10y + z — 99 = 1002 + 10у + x. 


Reuniendo (1), (2) y (3), | 


Resolviendo el sistema se halla x —5, y — 7, z—4; luego, el número 


buscado es 574. R. 


10. 


11. 


EJERCICIO 202 


La suma de tres números es 37. El menor disminuido en 1 equivale a i 
de la suma del mayor y el mediano; la diferencia entre el mediano y 
el menor equivale al mayor disminuido en 13. Hallar los nümeros. 

5 kilos de azúcar, 3 de café y 4 de frijoles cuestan $1.18; 4 de azúcar, 
5 de café y 3, de frijoles cuestan $1.45; 2 de azúcar, 1 de café y 2 de 
frijoles cuestan 46 cts. Hallar el precio de un kilo de cada mercancía. 
La suma de las tres cifras de un nümero es 15. La suma de la citra de 
las centenas con la cifra de las decenas es los i de la cifra de las unidades, 
y si al nümero se le resta 99, las cifras se invierten. Hallar el nümero. 
La suma de tres nümeros es 127. Si a la mitad del menor se anade 
2 del mediano y 2 del mayor, la suma es 39 y el mayor excede en 4 
a la mitad de la suma del niediano y el menor. Hallar los nümeros. 
La suma de las tres cifras de un nümero es 6. Si el nümero se divide 
por la suma de la cifra de las centenas y la cifra de las decenas, el 


cociente es 41, y si al nümero se le aüade 198, las cifras se invierten. 
Hallar el número. 


La suma de los tres ángulos de un triángulo es 180%. El mayor excede 
al menor en 35% y el menor excede en 20° a la diferencia entre el mayor 
y el mediano. Hallar los ángulos. 


Un hombre tiene 110 animales entre vacas, caballos y terneros, 2 del 
nümero de vacas más E del nümero de caballos más 2 del nümero de 


terneros equivalen a 15, y la suma del nümero de terneros con el de 
vacas es 65. ¿Cuántos animales de cada clase tiene? 


La suma de las tres cifras de un nümero es 10. La suma de la cifra de 
las centenas y la cifra de las decenas excede en 4 a la cifra de las uni- 
dades, y la suma de la cifra de las centenas y la cifra de las unidades 
excede en 6 a la cifra de las decenas. Hallar el nümero. 


La suma de los tres ángulos de un triángulo es 180?. La suma del mayor 
y el mediano es 135°, y la suma del mediano y el menor es 110°. Hallar 
los ángulos. 


Entre 4, B y C tienen 140 bolívares. C tiene la mitad de lo que tiene 
A, y A bs. 10 más que B. ;Cuánto tiene cada uno? 


Si A le da $1 a C, ambos tienen lo mismo; si B tuviera $ 1 menos, tendría 
lo mismo que C, y si А tuviera $5 más, tendría tanto como el doble de 
lo que tiene C. ;Cuánto tiene cada uno? 
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12. 


13. 


14. 


15. 


10. 


Determinar un número entre 300 y 400 sabiendo que la suma de sus 
cifras es 6 y que leído al revés es E del nümero primitivo. 
Si A le da a B 2 quetzales, ambos tienen lo mismo. Si B le da a C 1 quetzal, 


ambos tienen lo mismo. Si 4 tiene los i de lo que tiene C, ¿cuánto tiene 
cada uno? 


Hallar un número mayor que 400 y menor que 500 sabiendo que sus 
cifras suman 9 y que leído al revés es П del nümero primitivo. 


Si al doble de la edad de А se suma la edad de B, se obtiene la edad de 
C aumentada en 32 anos. Si al tercio de la edad de B se suma el doble 
de la de C, se obtiene la de 4 aumentada en 9 años, y el tercio de la 
suma de las edades de 4 y B es 1 айо menos que la edad de C. Hallar 
las edades respectivas. 


EJERCICIO 203 


MISCELANEA DE PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN POR ECUACIONES 
SIMULTANEAS 


El perímetro de un cuarto rectangular es 18 m, y 4 veces el largo equi- 
vale a 5 veces el ancho. Hallar las dimensiones del cuarto. 


A tiene doble dinero que B. Si A le da a B 12 balboas, ambos tendrán 
lo mismo. ¿Cuánto tiene cada uno? 


Si una sala tuviera 1 metro más de largo y 1 m. más de ancho, el área 
sería 26 m? más de lo que es ahora, y si tuviera 3 m menos de largo y 
2 m más de ancho, el área sería 19 m? mayor que ahora. Hallar las 
dimensiones de la sala. 


Compré un carro, un caballo y sus arreos por $200. El carro y los 
arreos costaron $20 más que el caballo, y el caballo y los arreos costaron 
$40 más que el carro. ¿Cuánto costó el carro, cuánto el caballo y cuánto 
los arreos? 


Hallar tres números tales que la suma del 1? y el 2° excede en 18 al 
tercero; la suma del 19 y el 89 excede en 78 al segundo, y la suma del 
29 y el 3? excede en 102 al 12, 

La suma de las dos cifras de un número es 6, y si al número se le resta 
36, las cifras se invierten. Hallar el nümero. 


Un pájaro, volando a favor del viento recorre 55 Km en ] hora, y en 
contra del viento 25 Km en ] hora. Hallar la velocidad en Km por hora 
del pájaro en aire tranquilo y del viento. 

Un hombre compró cierto nümero de libros. Si hubiera comprado 5 
libros más por el mismo dinero, cada libro le habría costado $2 menos, 
y si hubiera comprado 5 libros menos por el mismo dinero, cada libro 
le habría costado $4 más. ;Cuántos libros compró y cuánto pagó por 
cada uno? 

7 kilos de café y 6 de té cuestan $4.80; 9 kilos de té y 8 de café cuestan 
$6.45. ;Cuánto cuesta un kilo de café y cuánto un kilo de té? 

Un comerciante empleó $1910 en comprar 50 trajes de a $40 y de a $35. 
¿Cuántos trajes de cada precio compró? 


11. 


18. 
19. 


21. 


PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES SIMULTANEAS e 369 


Si al numerador de una fracción se resta 1, el valor de la fracción es > 
y si al denominador se resta 2, el valor de la fracción es > Hallar la 


fracción. 

Dos bolsas tienen 200 soles. Si de la bolsa que tiene más dinero se sacan 
15 soles y se ponen en la otra, ambas tendrían lo mismo. ¿Cuánto tiene 
cada bolsa? 

Compré un caballo, un coche y un perro. El perro. me costó $20. El 
caballo y el perro costaron el triplo que el coche; el perro y el coche 


los 7 de lo que costó el caballo. Hallar el precio del caballo y del coche. 


Un número de dos cifras equivale a 6 veces la suma de sus cifras, y si 
al número se le resta 9, las cifras se invierten. Hallar el número. 
Cierto número de personas alquiló un ómnibus para una excursión. 
Si hubieran ido 10 personas más, cada una habria pagado 5 bolívares 
menos, y si hubieran ido 6 personas menos, cada una habría pagado 
5 bolívares más. ¿Cuántas personas iban en la excursión y cuánto pagó 
cada una? 


Entre 4 y B tienen 1080 sucres. Si 4 gasta los 2 de su dinero y B i del 
suyo, ambos tendrían igual suma. ;Cuánto tiene cada uno? 


Ayer gané $10 más que hoy. Si lo que gané hoy es los T de lo que 
gané ayer, ¿cuánto gané cada día? 

Dos nümeros están en la relación de 3 a 5. Si cada nümero se disminuye 
en 10, la relación es de 1 a 2. Hallar los nümeros. 

A le dice a B: Si me das 4 lempiras tendremos lo mismo, y B le contesta: 


Si tú me das 4 lempiras tendré i de lo que tú tengas. ¿Cuánto tiene 
cada uno? 

Насе 20 años la edad de А era el doble que la de B; dentro de 30 años 
será los 2 de la edad de B. Hallar las edades actuales. 


Una tripulación emplea 3 horas en remar 16 Km río abajo y en їе- 
gresar. En remar 2 Km río arriba emplea el mismo tiempo que en remar 
4 Km. río abajo. Hallar la velocidad del bote en agua tranquila y la 
velocidad del río. 


: la edad de А excede en 2 айов a de la edad de B, y el doble de 


la edad de B equivale a la edad que tenía 4 hace 15 afios. Hallar las 
edades actuales. 

En 5 horas 4 camina 4 Km más que B en 4 horas, y 4 en 7 horas camina 
2 Km más que B en 6 horas. ¿Cuántos Km anda cada uno en cada 
hora? 

La diferencia entre la cifra de las unidades y la cifra de las decenas de 
un nümero es 4, y si el nümero se suma con el nümero que resulta de 
invertir sus cifras, la suma es 66. Hallar el пашего. 

El perímetro de un rectángulo es 58 m. Si el largo se aumenta en 2 m 
y el ancho se disminuye en 2 m, el área se disminuye en 46 m?, Hallar 
las dimensiones del rectángulo. 

El perímetro de una sala rectangular es 56 m. Si el largo se disminuye 
en 2 m y el ancho se aumenta en 2 m, la sala se hace cuadrada. Hallar 
las dimensiones de la sala. 
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JOSE LUIS LAGRANGE (1736-1813) Matemático ción al Algebra está en la memoria que escribió en 
nacido en ltalia, y de sangre francesa. А los 16 años Berlín hacia 1767, “Sobre la resolución de las ecua- 
fue nombrado profesor de matemáticas en la Real ciones numéricas”. Pero su obra fundamental fue la 
Escuela de Artillería de Turin. Fue uno de los más "Mecánica Analítica". Respetado por la Revolución, 
grandes analistas del siglo XVIII. Su mayor contribu- fue amigo de Bonaparte que lo nombró Senador. 


CAPITULO XXVI j 


ESTUDIO ELEMENTAL DE LA TEORIA COORDINATORIA 


(83) LA TEORIA COORDINATORIA estudia la ordenación de las cosas o 
elementos. 


832) La distinta ordenación de las cosas o elementos origina las coordina- 
ciones, permutaciones y combinaciones. 


(33) COORDINACIONES O ARREGLOS son los grupos que se pueden for- 
mar con varios elementos (letras, objetos, personas), tomándolos uno 
a uno, dos a dos, tres a tres, etc., de modo que dos grupos del mismo nú- 
mero de elementos se diferencien por lo menos en un elemento o, si tie- 
nen los mismos elementos, por el orden en que están colocados. 
Vamos a formar coordinaciones con las letras a, b, c, d. 
Las coordinadas monarias de estas cuatro letras son los а, b, c; d. 
grupos de una letra que podemos formar con ellas, o sea; — ^ 


ab, ас, ad, | 
ba, bc, bd, 
са, cb, cd, 

da, db, ас. 


Las coordinaciones binarias se forman 
escribiendo a la derecha de cada letra 
todas las demás, una a una, y serán: 

(Véase que los grupos ab y ac se diferencian en un elemento porque el primero tiene b 


que no tiene el segundo y el segundo tiene c que no tiene el primero; los grupos ab y cd se 
diferencian en dos elementos; los grupos ab y ba se diferencian en el orden de los elementos). 
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Las coordinaciones ternarias se forman escribiendo a la derecha de 
cada binaria, una a una, todas las letras que no entren en ella y serán: 


abc, abd, acb, acd, adb, adc, 
bac, bad, bca, bcd, bda, bdc, 
cab, cad, . cba, cbd, cda, «ар, 
dab, аас, dba, dbc, dca, dcb. 


(Véase que los abc y abd se diferencian en un elemento; los abc y bac se 
diferencian А. el pus -aa d adl 5 


Las coordinaciones cuaternarias se formarían escribiendo a la derecha 
de cada ternaria la letra que no entra en ella. 

El símbolo de las coordinaciones es 4, con un subíndice que indica 
el número de elementos y un exponente que indica cuantos elementos en- 
tran en cada grupo (orden de las coordinaciones). 

Así, en el caso anterior, las coordinaciones monarias de a, b, c, d'se 
expresan 144; las binarias, ?4,; las ternarias, *4,; las cuaternarias, *4,. 


CALCULO DEL NUMERO DE COORDINACIONES 
DE m ELEMENTOS TOMADOS n A n 


Con m elementos, tomados de uno en uno, se | 
pueden formar т coordinaciones monarias; luego, |... 


Parà formar las binarias, a la derecha de cada uno de los m elementos 
se escriben, uno a uno, los demás m —1 elementos; luego, cada elemento 
origina m — l coordinaciones binarias y los m elementos darán m(m — 1) 
coordinaciones binarias; luego, 

?4, = m(m — 1), 


O sea, 


Para formar las ternarias 4 la derecha de cada binaria 
escribimos, uno a uno, los m — 2 elementos que no entran en 
ella; luego, cada binaria produce m — 2 ternarias y tendremos: - 


Para formar las cuaternarias, a la derecha de cada 


ternaria, escribimos, uno a uno, los m —3 elementos 'An="An(m—3) 


que no entran en ella; luego, cada ternaria produce 
m —3 cuaternarias y tendremos: 


14,— 
24, =*"Ap(m — 1) 
Continuando el procedimiento, 344 =*Am(m — 2) 
obtendríamos la serie de fórmulas: > “Am =*An(m — 3) 


"Ay =""An(m—n +1). 
Multiplicando miembro a miembro estas igualdades y suprimiendo los 
factores comunes a los dos miembros, se tiene: 
ЗА, =m(m-—1)(m-2)......(m-—n+1) (1) 
que es la fórmula de las coordinaciones de m elementos tomados de n en n. 
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2 (1) ¿Cuántos números distintos, de 4 cifras se pueden for- 
Ejemplos mar con los nómeros 1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8y 9? 


Aplicamos la fórmula (1). 
Aquí m — 9, n— 4. 


(2) ¿Cuántas señales distintas pueden hacerse con 7 banderas izando 3 de cada 
vez? 


Las señales pueden ser distintas por diferenciarse una de otra en una o más 
banderas o por el orden en que se izan las banderos. 
Aplicamos la fórmula (1). Aquí m —7, n—3. Tendremos: 

ч TAME UP ROI Coena m > 


xU 


Si se establece la condición de que cierto número de elementos tienen 

que ocupar lugares fijos en los grupos que se formen, al aplicar la 
fórmula, m y n se disminuyen en el número de elementos fijos. Por 
ejemplo: 

Con 10 jugadores de basket, ¿de cuántos modos se puede disponer el 
team de 5 jugadores si los dos forwards han de ser siempre' los mismos? 

Aquí hay dos jugadores que ocupan lugares fijos: m=10 y n=5, pero 
tenemos que disminuir m y n en 2 porque habiendo 2 jugadores fijos en 
dos posiciones, quedan 8 jugadores para ocupar las 3 posiciones que que- 
dan; luego, los arreglos de 3 que podemos formar con los 8 jugadores son: 


4: 


PERMUTACIONES son los grupos que se pueden formar con varios 
elementos entrando todos en cada grupo, de modo que un grupo se 


diferencie de otro cualquiera en el orden en que están colocados los ele- 
mentos. 


Así, las permutaciones que se pueden ab y ba. 
formar con las letras а y b son 


Las permutaciones de las letras a, b y c se obtienen formando las per- 
mutaciones de a y b, que son ab y ba, y haciendo que la c ocupe todos los 
lugares (detrás, en el medio, delante) en cada una de ellas y serán: 

abc, acb, cab, 
bac, bca, cba. 


Las permutaciones de a, b, c y d se obtienen haciendo que en cada 
una de las anteriores la d ocupe todos los lugares y así sucesivamente. 


CALCULO DEL NUMERO DE PERMUTACIONES 
DE m ELEMENTOS 


Las permutaciones son un caso particular de las coordinaciones: el 
caso en que todos los elementos entran en cada grupo. Por tanto, la fór- 
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mula del número de permutaciones de т elementos, Pm, se obtiene de la 
fórmula que nos da el número de coordinaciones 
"An =m(m-—1)m-2)..... (m —n 41) 
haciendo т —n. Si hacemos т=п el factor m —n - 1— 1, y quedará: 
Р. = т(т —1)(m—2)....X1, 
о sea, P,—71X2X3xXx..... xm=m 


La expresión т! se llama una factorial e indica el produc- 
to de los números enteros consecutivos de 1 a m. Por tanto, „7 


š (1) ¿De cuántos modos pueden colocarse en un estante 5 
Ejemplos libros? 


En cada arreglo que se haga han de entror los 5 libros, 
luego aplicando la fórmula (2) tenemos: 


(2) ¿De cuántos modos pueden sentarse 6 personas a un mismo lado de una mesa? 
Ре = 6! = 720 modos. R. 


Si se establece la condición de que determinados elementos han de 
ocupar lugares fijos, el nümero total de permutaciones es el que se 
puede formar con los demás elementos. 


E Con 9 jugadores, ¿de cuántos modos se puede disponer una 
E jemplo novena si el pitcher y el catcher son siempre los mismos? 


Hay dos elementos fijos, quedan 9 —2 —7 para permutar, 
luego P; = 7! = 5040 modos. К. 


i 


PERMUTACIONES CIRCULARES 


Cuando m elementos se disponen alrededor de un círculo, el número 
de permutaciones es (m —1) si se cuenta siempre en el mismo sentido a 
partir de un mismo elemento. 


¿De cuántos modos pueden sentarse 6 personas en una mesa 
E jemplo redonda, contando en un solo sentido, a partir de una de ellas? 


COMBINACIONES son los grupos que se pueden formar con varios 

elementos tomándolos uno a uno, dos a dos, tres a tres, etc., de modo 
que dos grupos que tengan el mismo nümero de elementos se diferencien 
por lo menos en un elemento, 


Vamos a formar combinaciones con las letras a, b, c, d. 
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Las combinaciones binarias se forman escribiendo a la derecha de cada 
letra, una a una, todas las letras siguientes y serán: 


ab, ac, ad, 
bc, bd, 
cd. 


Las combinaciones ternarias se forman escribiendo | abc, abd, acá, bed. 
a la derecha de cada binaria, una a una, las letras que 
siguen a la ültima de cada binaria; serán: 


En los ejemplos anteriores se ve que no hay dos grupos que tengan 
los mismos elementos; todos se diferencian por lo menos en un elemento. 


(за) CALCULO DEL NUMERO DE COMBINACIONES 
DE m ELEMENTOS TOMADOS n A n 


Si en las combinaciones binarias anteriores pérmutamos los elementos 
de cada combinación, obtendremos las coordinaciones binarias; si en las 
combinaciones ternarias anteriores permutamos los elementos de cada com- 
binación, obtendremos las coordinaciones ternarias; pero al permutar los 
elementos de cada combinación, el nümero de grupos (coordinaciones) que 
se obtiene es igual al producto del número de combinaciones por el núme- 
ro de permutaciones de los elementos de cada combinación. Por tanto, 
designando por "C, las combinaciones de m cosas tomadas n a n, por Р, 
las permutaciones que se pueden formar con los » elementos de cada grupo 
y por "Am las coordinaciones que se obtienen al permutar los » elementos 
de cada grupo, tendremos: 


lo que dice que el número de combinaciones de m elementos tomados 
n а n es igual al número de coordinaciones de los т elementos tomados 
n a n dividido entre el número de permutaciones de los n elementos de 
cada grupo. 


(1) Entre 7 personas, ¿de cuántos modos puede formarse un 
Ejemplos comité de 4 personas? 


Aplicamos la fórmula (3). 


Aquí m —7, n— 4. 


YA; 7X6X...(7—4-41 7х6х5х 4 
Gaal EA DN PITA н, modos, R. 
P, 4 1х 2х 3x4 


(2) En un examen se ponen 8 temas para que el alumno escoja 5. ¿Cuántas ѕе- 
lecciones puede hacer el alumno? 
_"As 8х7х.....х (8—5 +1) 8х7х6х5х4 


M m— == 


a: R, 
Р, 5! 1х2х3х4х5 
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EJERCICIO 204 

¿Cuántos nümeros distintos de 3 cifras se pueden formar con los nú- 
meros 4, 5, 6, 7, 8 у 9? 

Con 5 jugadores, ¿de cuántos modos se puede disponer un team de basket 
de 5 hombres? 

Con 7 personas, ;cuántos comités distintos de 5 personas pueden formarse? 
Entre la Guaira y Liverpool hay 6 barcos haciendo los viajes. ¿De cuán- 
tos modos puede hacer el viaje de ida y vuelta una persona si el viaje 
de vuelta debe hacerlo en un barco distinto al de ida? 

¿De cuántos modos pueden sentarse 3 personas en 5 sillas? 

De 12 libros, ¿cuántas selecciones de 5 libros pueden hacerse? 

¿De cuántos modos pueden disponerse las letras de la palabra Ecuador, 
entrando todas en cada grupo? 

¿Cuántas selecciones de 4 letras pueden hacerse con las letras de la pala- 
bra Alfredo 

Se tiene un libro de Aritmética, uno de Algebra, uno de Geometría, 
uno de Física y uno de Química. ¿De cuántos modos pueden disponerse 
en un estante si el de Geometría siempre está en el medio? 

¿Cuántos números distintos de 6 cifras pueden formarse con los nú- 
meros 1, 2, 3, 4, 5 y 6? 

¿De cuántos modos pueden disponerse en una fila un sargento y 6 sol- 
dados si el sargento siempre es el primero?, ¿si el sargento no ocupa lugar 
fijo? 

¿De cuántos modos pueden sentarse un padre, su esposa y sus cuatro 
hijos en un banco?, ¿en una mesa redonda, contando siempre a partir 
del padre? 

¿Cuántas señales distintas pueden hacerse con 9 banderas, izando 3 de 
cada vez? 

¿Cuántos números, mayores que 2000 y menores que 3000, se pueden 
formar con los múmeros 2, 3, 5 y 6? 

¿Cuántas selecciones de 3 monedas pueden hacerse con una pieza de 
5 centavos, ura de 10, una de 20. , una de 40 y una de a peso? 

¿De cuántos modos puede disponerse una tripulación de 5 hombres si 
el timonel y el stroke son siempre los mismos? 

Hay 7 hombres para formar una tripulación de 5, pero el timonel y 
el stroke son siempre los mismos. ¿De cuántos modos se puede disponer 
la tripulación? 

¿De cuántos modos pueden disponerse 11 muchachos para formar una 
rueda? 

De entre 8 candidatos, ¿cuántas ternas se pueden escoger? 

¿Cuántos números de 5 cifras que empiecen por 1 y acaben por 8 se 
pueden formar con los números 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8? 

Con 5 consonantes y tres vocales, ¿cuántas palabras distintas de 8 letras 
pueden formarse?, ¿cuántas, si las vocales son fijas? 

¿De cuántos modos se puede disponer un team de basket de 5 hombres 
con 5 jugadores si el centre es fijo? 
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GASPARD MONGE (1746-1818) Matemático fran- para la ejecución de las obras de ingeniería. Fue el 


сёз. Fue Ministro de Marina de la Revolución. Dentro primero en utilixar pares de elementos imaginarios 
de las matemáticas cultivó muy especialmente la Geo- para simbolizar relaciones espaciales reales Su teoría 
metría, Inventó la Geometria Descriptiva, base de los de la superficie, permite la solución de las ecuaciones 
dibujos de mecánica y de los procedimientos gráficos diferenciales. Aplicó su ciencia a problemas marítimos. 


CAPITULO 
POTENCIACIÓN 


de una expresión algebraica es la misma expresión o el 

resultado de tomarla como factor dos o más veces. 

La primera potencia de una expresión es la misma expresión. 

Así (2a)! — 2a. 

La segunda potencia o cuadrado de una expresión es el resultado de 
tomarla como factor dos veces. Así, (2a)* = 2a х 2a = 4a*. 

El cubo de una expresión es el resultado de tomarla como factor tres 
veces. Asi, (2a —2a X 2a х 2a = 8a*. 


En general, (2a) = 2a X 2a X 2a...... n veces. 


Cualquier potencia de una cantidad positiva evidentemente es positi- 
va, porque equivale a un producto en que todos los factores son positivos. 
En cuanto a las potencias de una cantidad negativa, ya se vio (85) que: 
) Toda potencia par de una cantidad negativa es positiva. 
) Toda potencia impar de una cantidad negativa es negativa. 
Así, (— 2a)* = (— 2a) x (— 2a) = 4а? 
(— 2a)? = (— 2a) x (— 2a) x (— 2a) = — 8а? 
(— 2a)* = (— 2a) x (— 2a) x (— 2a) x (— 2a) = 16a*, etc 
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POTENCIA DE UN MONOMIO 


Para elevar un monomio a una potencia se eleva su coeficiente a esa 


potencia y se multiplica el exponente de cada letra por el exponente que 
indica la potencia. 


Si el monomio es negativo, el signo de la potencia es -- cuando el 


exponente es par, y es — cuando el exponente es impar. 


Ejemplos | 


(1) Desarrollar ( 3ab?)* 
( 3ab?J* = 39,91*3,52*3 = 279855, R. 
En efecto: 
| 3ab?)* = 3ab? х 3ab? x ЗаЬ? = 270856. 
(2) Desarrollar (— За2Ь3 |, 
( — За2Ь8) 2 = 32,922, 55x? = 9a*p5, В. 
En efecto: 
(— За2Ь3 )? = ( — 3a?b? ) X ( — 3a?b3) = 9a*b9. R. 
(3) Desarrollar | — 5x$y* | 
(-506y pz — 12585; .R. 


2 4 
(4) Desorrollar (=) 3 
y 


Cuando el monomio es una fracción, para elevarlo a una potencia cualquiera, 
se eleva su numerador y su denominador a esa potencia. Así, en este caso, 


o uotum 


tenemos: 
„э уы Пар ль, 
Зу? 7 (Зу? yo 81y5 
2 5 
— —siht 
(5) Desarrollar ( 39 b ) : 
( -2а8й) OB 432 spo. R. 
3 243 

EJERCICIO 205 

Desarrollar: 

(4a?y?. 9. (amb"y. 2m y? 2m?n y 5 

(-бар. 10. (эгуу 17 (uu): 21 (ая ) 

(3xy)3. 11. (—-3m*n)*. ER 2 

сэн 12. (а?Ь3су®, 18. (2) 22. (-ie»). 

(—2x?2y3)3. 13. (—m?nx31. : 4 : 

(4а203сл)з. 14. (—За?Ь)5. 19. (E 93. — mn?) й 
- (—6х*у5)? 15. (7х%уб8)2, 4y 3 

? 2452 1 5 

- (—Tab?c*)s. с 221: E f 2(—lgp 

T ) > 55) юу ( 3m? = ( ge) 
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Aunque en los productos notables ya hemos trabajado con estas for- 
mas, trabajaremos algunos casos más, dada su importancia. 


. (1) Desarrollar | Заб — 5a?b* J". 
Ejemplos ( 3o! — Scb)" = (308 }# — 2 (306 )( Sa*b*) + ( оь 2 
= 9a!? — 30a*b* + 25a*b*. R. 


3 2 
(2) Desarrollar (Sep). 


био e Gn) Gn) n) ny 
px ye cy R. 
(3) Desarrollar (109-0 ). 
(109 — Sa; ) = (1095 — 201097] (28) + (<=) 1 


=1000* — 160%" 420583, R. 


x* 5y? 2 
(4) Desarrollar ы 
9.2 x 3 2 3 5у? 5у? 2 
(35-29 =(ъ)- Ge) + (м) 


у? 25у* 


В EJERCICIO 206 


Desarrollar: T 
1. 4658-1532 9. (20-20). 14. ах d 
: US e 3 3 5 
© (8х1—5ху%)?. 5 3 2 "ч а кы 2 
3. (аьз—а5у?, № (aro). (5 Tb 
4. 2 

$ (né-8ityty. 11. la-a). 16. 3.2 
5. (9ab24+5a*b3). 9. 7 9х 3 

2 5x' 3 
6. (3х2у2—7х3у2)2, 12. (2-2). 17. (25-22, i 
7. (xy—a?b2y:. 5 4 y 


(26423): 13. (L4 y 18. (26-35): 
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(a8) сиво DE UN BINOMIO 
Sabemos (90) que: 


| Ejemplos | 


(1) Desarrollar (4a? + 5a?b? J, 
( 4a? + 5a?b? }? = (408 )8 + 3 ( 4a? (50552) + 3 ( 40?) (5o?b? )? + ( 50555 8 
= 64a? + 240a*b? + 300a?b* + 125a5b9. R. 


a 
(2! Desarrollar (35-29) : 


(8-99-(У-4(87(99 (0 GA Gn 


(3) Desarrollar (—— —— 


a Gd "uice 
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Desarrollar: 
1.9 3 2a? 5 y? 
1. (2a+3b)?. 9. (сет) uc md T 
3. (4a—3b?)5. 3 4 3 3x 
3. (5x--6y9). 10. (22-29) . 15. (eM 
4. (4x3—3xy?)*. E 3 сойи 
( у) 11. (2-2 н) 16. A E =). 
5. (T7a*—5a?b3)3, 6 10 9b 
3 5 
6. (a*--9a5x*)5. 12. (26-29) 11. (3) à 
Т. (8х%—1х?у%)з. и "n 4 6и 4 3 
8. (3a?b—5a9b?ys, М р КААШ 18. E 
(3a?b—5a*b?) 13 rmm (me т? 
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CUADRADO DE UN POLINOMIO 


DEDUCCION DE LA REGLA PARA ELEVAR 

UN POLINOMIO AL CUADRADO 

1) Vamos a elevar al cuadrado el trinomio a+b+c. Escribiéndolo 
(а + Б) + c podemos considerarlo como un binomio cuyo primer término 
es (4-0), y el segundo, c. Tendremos: 

(a - b + cy? — [(a - by-- c]*— (a b? + (а + b)c + c? 
= a?  2ab + b? + 2ac + 2bc +c? 
(ordenando) — a? + b? + c? + 2ab + Зас + 2Ьс. (1) 


2) Sea el trinomio (a b +с). Tendremos: 
(a— b + су= [ia — by cl*-2(a— by + (а – Б)с + с? 
= aq? – 2ab + b? + ас — 2bc + с? 
(ordenando) = a? + b? + c? — 2ab + 2ac—2bc. (9) 


3) Sea el polinomio a+b+c—d. Tendremos: 


(a+ b+c=dy=[(a+b)+ (c 4))2= (a+ b)? + 9(à-- b)(c— d) - (c — d} 
= a? + 2ab + b? + 2ac + рс — аа — 2bd + c? — Әса + d? 
(ordenando) = a? + b? + c? + d? + 2ab + 2ac — 2ad + 2bc — 2bd — әса. (3) 


Los resultados (1), (2) y (3) nos permiten establecer la siguiente: 


REGLA 


El cuadrado de un polinomio es igual a la suma de los cuadrados de 
cada uno de sus términos más el duplo de las combinaciones binarias que 
con ellos pueden formarse. 

Esta regla se cumple, cualquiera que sea el número de términos del 
polinomio. 

Las combinaciones binarias se entienden productos tomados con el sig- 
no que resulte de multiplicar. 

Obsérvese que los cuadrados de todos los términos son positivos. 


Ejemplos (1) Elevar al cuadrado x? — 3x + 4. 
Aplicando la regla anterior, tenemos: 
(х2 — 3х - AP = (x? -(—3x P 42 + 2 (х2) (—3x)+2(x2)(4) + 2(— 3x)(4) 
= x* + 9x? + 16 — 6х8 + 8x? — 24x. 
= xt — 6x3 + 17x? — 24x + 16. R. 
Obsérvese que las combinaciones binarias se forman: 1° y 2°, 1° y 3°, 2° y 3”, 


cada término con los siguientes, nunca con los anteriores y que al formar las 
combinaciones cada término se escribe con su propio signo. 


gs um» ow p» pie 
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(2) Desarrollar ( 3x* — 5x? — 7 )?. 
(38 — 5х2 — 7 |? = (35° + (— 5х2)2 0—7 2 + 2(38)(— 5x2) 
+2(3х%)(—7)+2(—5х°)(—7) 
= 9x9 + 25x* + 49 — 30x5 — 42x? + 70x? 
= 9x9 — 30х5 + 25x* — 42x3 + 70x? + 49. К 


(3) Elevar al cuadrado a? — 3a? + 4a — 1. 
(a* — 302 + 4a — 1? = (a? 2 + ( — 3o? P + (4a)? - (— 1)? +2(0%) ( — 3o?) 
+ 2 (0% ) (40) +2 (а) (— 1) -2( —3a?)(4a) - 2( —30?)( — 1) - 2(4a)(— 1) 
= ов + 9a* + 16a? + 1 — ба? + 8a* — 2a — 24a? + 60? — 8a 
= af — ба + 17a* — 26a? + 22a? — 8a +1. R. 
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Elevar al cuadrado: 


2 3 b 
x2-2x+1. 9. 2a?4+2ab—302. 16. сү ы ү 
‚ 2x*-x4-1. 10. m3—2m?n+2n1, 17. 55-22--5-41. 
x2—5x+2. EJ CA 18. x?—3x?—2x-F2. 
"— халиа) 19. х++3х2—4х+5. 
эжей 18. ®—5у+5. 20. xi—4x3+2x—3. 
‚ 4a*—3a?4-5. : 5 21. 3—6a-ra?—a?. 
сэл: - эши, 
. х+2у—7. ud аваг! 22. xat La2. 
1 x 
3—x3—x9. 14. I әз. 24 toto E, 
2 3 4 2 
. 5xi-7x24+3x. 15. Žala, 24. x?—x1--x3—x?--x—2 


CUBO DE UN POLINOMIO 


848) DEDUCCION DE LA REGLA PARA ELEVAR 


UN POLINOMIO AL CUBO 


1) Sea el trinomio a+b+c. Tendremos: 


a+ b + cy — [ (a bj c]*— (а + b + 3(а + Ь)?с + 8(а + b)e? + сз 


= (a + b)? + 3(a? + 2ab + b?)c + 3(a + b)c? + сә 
= a? + 3a?b + 3ab? + b? + 3a?c + 6abc + 3b?c + Зас? + ЗЬс? + c 


(ordenando) = a? + b? + с? + 3a?b + 3a?c + 3b?a + 3b?c + 3c*a + 3c?b + бас. (1) 


2) Elevando a+b+c+d al cubo por el procedimiento anterior, se 


obtiene: 
a+ b -- c 4- d j— a* + b* + c? + 43 + 3a*b + Зас + 3a?d + 3b?a + 3b?c + 3b?d 


T 3c%a + 3c?b + 3c*d + За?а + 3d?b + За?с + 6abc + 6abd 
+ 6acd + 6bcd. (2) 
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Los resultados (1) y (2) nos permiten establecer la siguiente: 

REGLA 

El cubo de un polinomio es igual a la suma de los cubos de cada uno 
de sus términos más el triplo del cuadrado de cada uno por cada uno de 
los demás más el séxtuplo de las combinaciones ternarias (productos) que 
pueden formarse con sus términos. 


1) Elevar al cubo x? — 2x + 1. 
Aplicando la regla anterior, tenemos: 
(x* —2x-F1) (AP (-2x)** 18 
T 3(x*)*(— 2x) + 3(x*)*(1) 
T 3(— 2x)*(x?) + 3(— 2x)*(1) 
T 3(1)2(х°) + 3(1)Y( — 2x) + 6(x?) ( — 2x) (1) 
(ordenando;  =x*—8x*+1-— 6x* 4- 3x* + 12x* + 12x? + 3x* — 6x — 12x? 
y reduciendo) = x5 — 6x? + 15x* — 20x3 + 15x? — 6x +1. К. 
Téngase bien presente que todas las cantidades negativas al cuadrado 
dan signo más. 
En los trinomios sólo hay una combinación ternaria: 10., 20. y 30. 


2) Elevar al cubo x*— x? -- 2x — 8. 
(x3 — x? + 2x —3)5 = (x*)* + (— x*?)* + (2x)* + (- 3)* 
 3(x*)*(— х2) + 3(x*)*(2x) + 3(x*)*(— 3) 
+ 3(— x?)*(x*) + 3(— x?)*(2x) + 3(— x*)*(— 3) 
+ 8(2х)%(х®) + 3(2x)*(— x?) + 3(2x)*(— 3) 
+ 3(— 3) (x3) + 3(— 3)2(— x?) + 3(— 3)*(2x) 
+ 6(x*) (— x?) (2x) + 6(x*) (— x?) (— 3) + 6(x*) (2х)(— 3) + 6(— x?) (2x) (— 3) 
= x?’ — x9 + 8x? — 27 — 3х8 + 6x7 — 9x9 + 3x7 + 6x^ — 9x* + 12х° 
— 12x1 — 36x? + 27x? — 27x? + 54x — 12x95 + 18x? — 36x* + 36x? 
= x? — 3x5 + 9x7 — 22x8 + 36х° — 57х* + 71x? — 63x? + 54x — 27. К. 
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Elevar al cubo: 


2 
1. х2+х+1. 4 2—3x4xt. 1. BEC ME 10. x*—2x24-x—3. 
2. 2х°—х—1. 5. x3$—2x?—4. 8. 1х2-4х--3. 11. x?—4x?4-2x—3. 
3. 1-3x42x?. — 6. х*—х2—9. 9. аз—а%+а—1. 12. 1-х240х4-а6., 


BINOMIO DE NEWTON 


849) ELEVAR UN BINOMIO A UNA POTENCIA 
ENTERA Y POSITIVA 


Sea el binomio a+b. La multiplicación da que 
(a 4- b)? 2 a? + 2ab + b? (a + b)? = а? + 3a?b + Зар? + b? 
(a + by =at + 4a*b + Ga?b? + 4ab? + b*. 
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En estos desarrollos se cumplen las siguientes leyes: 


1) Cada desarrollo tiene un término más que el exponente del bi- 
nomio. 


2) El exponente de a en el primer término del desarrollo es igual al 
exponente del binomio, y en cada término posterior al primero, dismi- 
nuye 1. 


3) El exponente de b en el segundo término del desarrollo es 1, y en 
cada término posterior a éste, aumenta 1. 

1) El coeficiente del primer término del desarrollo es 1 y el coeficien- 
te del segundo término es igual al exponente de a en el primer término 
del desarrollo. 


5) El coeficiente de cualquier término se obtiene multiplicando el 
coeficiente del término anterior por el exponente de a en dicho término 
anterior y dividiendo este producto por el exponente de b en ese mismo 
término aumentado en 1. 


6) El último término del desarrollo es b elevada al exponente del 
binomio. 

Los resultados anteriores constituyen la Ley del Binomio, que se cum- 
ple para cualquier exponente entero y positivo como probaremos en segui- 
da. Esta Ley general se representa por medio de la siguiente fórmula: 


án 3 + n(n—1) q OA - 
ar ca^ ne LE S nas ^ > 
nin—1)(n—2)(n—3) 
DAD le + br, (1) 


1.2.3.4 


Esta fórmula descubierta por Newton nos permite elevar un binomio 
a una potencia cualquiera, directamente, sin tener que hallar las potencias 
anteriores. 


(50) PRUEBA POR INDUCCION MATEMATICA 

DE LA LEY DEL BINOMIO 

Vamos a probar que la Ley del Binomio se cumple para cualquier ex- 
ponente entero y positivo. 

Admitamos que la Ley se cumple para (а + b)" y obtendremos el re- 
sultado (1). 

Multiplicando ambos miembros de la fórmula (1) por a+b (se mul- 
tiplica primero por a, después por b y se suman los productos) y combi- 
nando los términos semejantes, se tendrá: 

nín * 1) 


(а +b =a" o 1)а^Ь + ar-1p2 

nín +1)(n-—1) пп + 1)(n—1)(n—2) 

+ Á— a +- 2 “858141, Tb", (2) 
12:58 LE 
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Este desarrollo (2) es similar al desarrollo (1), teniendo п +1 donde el 
anterior tiene n. 

Vemos, pues, que la Ley del Binomio se cumple рага (a+ b)"* igual 
que se cumple para (a+ b)": 

Por tanto, si la Ley se cumple para un exponente entero y positivo 
cualquiera п también se cumple para n +1. Ahora bien, en el número 349 
probamos, por medio de la multiplicación, que la Ley $e cumple para 
(a + b)*, luego, se cumple para (а + b); si se cumple para (а + b)*, se cum- 
ple para (а + Б); si se cumple para (a+ Б), se cumple para (a+b) y así 
sucesivamente; luego, la Ley se cumple para cualquier exponente entero 
y positivo. 


(85) DESARROLLO DE í(a— b)" 

Cuando el segundo término del binomio 
es negativo, los signos del desarrollo son alter- == a+b 
nativamente + y — En efecto: 7 
y al desarrollar [a + (— b)]^ los términos 2o., 40., 60., etc., de acuerdo con 
la fórmula (1) contendrán el segundo término (— b) elevado a un exponente 
impar y como toda potencia impar de una cantidad negativa es negativa, 
dichos términos serán negativos y los términos 30., 50., 70., etc.. contendrán 
a (— b) elevada a un exponente par y como toda potencia par de una can- 


tidad negativa es positiva, dichos términos serán positivos. Por tanto, po- 
demos escribir: 


n(n —1) 
(a — b = а" — na*-!b + —  qn-2b2 
1.2 
n(n—1)(n-—2) 
e e A e A 
142,8 


El ültimo término será positivo si n es par, y negativo si n es impar. 


En el desarrollo de una potencia cualquiera de un binomio los deno- 
minadores de los coeficientes pueden escribirse, si se desea, como factoria- 
les. Así, 1.2 puede escribirse 2!; 1.2.3 —3!, etc. 


5 (1) Desarrollar (х + y J*. 
Ejemplos Aplicando la ley del binomio, tenemos: 


(x t y ff = x* + 4х5у + 6x?y? + Axy* + у*. R. 


El coeficiente del primer término es 1; el del segundo término es 4, igual que 
el exponente de x en el primer término del desarrollo. 

El coeficiente del tercer término 6 se halla multiplicando el coeficiente del tér- 
mino anterior 4 por el exponente que tiene x en ese término 3, o sea 4 X 3 = 12 
y dividiendo este producto por el exponente de y en dicho 27 término aumen- 
tado en 1, o sea por 2 y se tiene 12 —- 2 = 6. 

El coeficiente del 4* término se halla multiplicando el coeficiente del término 
anterior 6 por el exponente de x en ese término: 6 X 2 — 12 y dividiendo este 
producto por el exponente de y en ese término aumentado en 1, o sea por 3 
y se tiene 12 2 3 = 4, y así sucesivamente. 
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(2) Desarrollar (а — 2х) ? 
Como el 2° término es negativo los signos alternan: 
(a—23 5 =a5— 5a* (2x) + 1003 (2x)? — 10a? (2x 5 + 5a (2x )* — (2x )* 
[efectuando ) = a? — 10a*x + 40a?x? — 80a?x*  80ax* — 32х°. R. 


Los coeficientes se obtienen del mismo modo que se explicó en el ejemplo 
anterior. 


OBSERVACION 


En la práctica, basta hallar la mitad o la mitad más 1 de los coeficientes, se- 
gún que el exponente del binomio sea impar o par, pues los coeficientes se 
repiten; en cuanto se repite uno se repiten los demás. 


(3) Desarrollar( 2x? + Зу *. 
(2€ +зу% * = (252 + 5(2x2)(3y*) + 10(2x2)* (3y*)? +10(2х2)2 (3у*)° + 5(2x?)(3y*)* + (3y*)5 
= 92x19 + 240x8y* + 720хбу5 + 1080x*y12 + 810х2у16 + 243у20. R. 


(4) Desarrollar ( e -7) А 
( e) ES) + 5(o )* (7) mer(7) 
өнө “өө Ч) 
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Desarrollar: 
l. (х-2у. 10. (x*—5y3)S. 16. (x24+2y?). 
2 (eror. nho med 
3. (2-x)". 27. e ‚7 9 
4. (2x+5y)1. РЭС (х Ta 
5 20 12 (3-5 
А (a—3) . 3 19. (т?п). 
6. (2а—Ь)%. 13 (21m3—3n4)* 
i T 1 2 5 
1 2 js 20. Ix?-- 4? ) . 
T. (х?+2у5)5. 14. (х2-3у. (5* +3) ) 
8. (x*--1)*. "V T 
9. (2a—3b)*. 15. ---). И Oee 
(2a—3b) (за 5 (5 : 


^LGFBPA НА ООЙ - 13 


($52) TRIANGULO DE PASCAL 

Los coeficientes de los términos del desarrollo de cualquier potencia 
de un binomio los da en seguida el siguiente triángulo llamado Triángulo 
de Pascal: 


1 
1 1 
1 2 1 
1 3 3 | 
1 4 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 
| 6 15 20 15 6 | 


1 9 36 84 126 ` 126 84 36 9 1 


El modo de formar este triángulo es el siguiente: 

En la primera fila horizontal se pone 1. 

En la segunda fila se pone 1 y 1. 

Desde la tercera en adelante se empieza por 1 y cada nümero poste- 
rior al 1 se obtiene sumando en la fila anterior el ler. número con el 20., 
el 20. con el 3o., el 3o. con el 4о., el 4o. con el 50., etc., y se termina por 1. 

Los coeficientes del desarrollo de cualquier potencia de un binomio 
son los nümeros que se hallan en la fila horizontal en que después del 1 
está el exponente del binomio. 

Así, los coeficientes del desarrollo de (x + у)* son los números que es- 
tán en la fila horizontal en qüe después del 1 está el 4, o sea, 1, 4, 6, 4, 1. 

Los coeficientes del desarrollo de (m + п)? son los números de la fila 
horizontal en que después del 1 está el 5, o sea, 1, 5, 10, 10, 5, 1. 

Los coeficientes del desarrollo de (2x — Зу)? son los números de la fila 
horizontal en que después del 1 está el 7, o sea, 1, 7, 21, 35, 35, 21, 7, 1. 

En la práctica, basta formar el triángulo hasta la fila horizontal en 
que después del 1 viene el exponente del binomio. Los nümeros de esta 
última fila son los coeficientes que se necesitan. 

Este triángulo es atribuido por algunos al matemático Tartaglia. 


A Desarrollar ( х2 — 3y%)% por el triángulo de Pascal. 
Ejemplo Se forma el triángulo hasta la fila horizontal en que después 
del 1 viene el 6 o sea: 
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Entonces, tomando los coeficientes de esta última fila, tenemos: 
(x — 3у2 6 = (89 —6 (8 )5(3y5) +15 pe )4(3y5 )2 20 Ge pay p 
, 15 (32 5 (35) —6 (х2) (3y5 ]5 + (3y5]0 
= х12 — 18 x10y5 + 135 х5у10 — 540 x8y15 4.1215 x4y20 — 1458 x2y25 +729y30, R, 
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Desarrollar, hallando los coeficientes por el triángulo de Pascal: 

1. (a+2b)5, 7. (2-5 8 11. (х3+тл)8. 

2. (2m?—3n?)5. 3 877: 12. (a-— : 

3. (x24y3)8, 8. (1—х*)8. 3 

4. (3—yny. 9. ( ES 13. (3). 

5. (2x3—3y1)S, Зх 2y 9 14. (от бле. 

5 
6. (Gus) 10. (2-2 3 15. (E н 


TERMINO GENERAL 

La fórmula del término general que vamos a establecer nos permite 
hallar directamente un término cualquiera del desarrollo de un binomio, 
sin hallar los términos anteriores. 

Considerando los términos del desarrollo 


observamos que se cumplen las leyes siguientes: 

1) El numerador del coeficiente de un término cualquiera es un pro- 
ducto que empieza por el exponente del binomio; cada factor posterior a 
éste es 1 menos que el anterior y hay tantos factores como términos pre- 
ceden al término de que se trate. 

2) El denominador del coeficiente de un término cualquiera es una 
factorial de igual número de factores que el numerador. 

3) El exponente de а en un término cualquiera es cl exponente del 
binomio disminuido en el número de términos que preceden a dicho 
término. 

4) El exponente de b en un término cualquiera es igual al número 
de términos que lo preceden. 

De acuerdo con las leyes anteriores, vamos a hallar el término que 
ocupa el lugar r en el desarrollo de (a+ b)". 

Al término r lo preceden r — 1 términos. Tendremos: 


1) El numerador del coeficiente del término r es n(n—1)(n=2) ... 
hasta que haya r —1 factores. 


о c 


2) El denominador es una factorial 1.2.3... que tiene r — 1 factores. 


3) El exponente de a es el exponente del binomio n menos 7-1, o 


sea, n — (r— 1). 


4) El exponente de b es r— 1. 


Por tanto, tendremos: 


= 


ní(n—1)(n—2)... hasta r— 1 factores 
1Х2х3х... X(r-1) 


aqr-r-1) pra 


que es la fórmula del término general. 


7 (1) Hallar el 5° término del desarrollo de (3a + b |. 
Ejemplos | 


5 


Aquí г = 5. А! 5° término lo preceden 4 términos; г — 1 
= 4, Tendremos: 
_7X6X5X4 
71х2х3х4 


7x5 
(3a 554 саак (3a )%Ь* 


(2) Hallar el 6° término del desarrollo de ( x? — 2y УС. 


А! 6* término le preceden 5 términos. Tendremos: 


10 X9 X8 X7 X6 
“тугу, [a РЭГ 
1 X2X3X4x5 


Cuando el segundo término del binomio es negativo, como en este caso — 2y, 
el signo del término que se busca será + si en el planteo este segundo término 
tiene exponente par y será — si tiene exponente impar, como sucede en el 


caso anterior. 
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Hallar el 

. 3er. término de (x—y)". 

4? término de (a—4b)*. 

59 término de (1+х)!!. 


тө 


8. 6% término de, (24-29. 


4? término de (3x—2y)*. 
. 5% término de (a?—2b)?, 


7. 79 término de (x?—2y)!. 
8. 8? término de (x—y?)'.* 
9. 10? término de (a?4-5)!5. 
10. 9% término de (1—x?)2. 
11. El penúltimo término de (2a—b"7)*. 
12. El término del medio de (3x?—y?)5. 


PIERRE-SIMON LAPLACE (1749-1827) Matemático 
y astrónomo francés. Pertenecía a la nobleza francesa 
con el título de marqués. Fue profesor de la Escuela 
Militar de París. Organixó la Escuela Politécnica y la 
Escuela Normal Superior. Es célebre como astrónomo 


RADICACION 


por su famosa teoría sobre el origen del sistema solar, 
expuesta magistralmente en su obra "Exposición del 
Sistema del Mundo”, vae es una condensación de su 


“Mecánica el orden matemático, dio una 
demostración completa del Teorema de D'Alembert. 


caturo XXIX 


RAIZ de una expresión algebraica es toda expresión algebraica que 
elevada a una potencia reproduce la expresión dada. 


Así 2a es raíz cuadrada de 4a? porque (2a)? = 4a? y — 2a también es raíz 


cuadrada de 4a? porque (— 2a)? — 4a?. 


Зх es raíz cúbica de 27x? porque (3x)* = 27x3. 


El signo de raíz es 


, llamado signo radical. 


Debajo de este signo 


se coloca la cantidad a la cual se extrae la raíz llamada por eso cantidad 


subradical. 


Elsigno v lleva un índice que indica la potencia a que hay que ele- 


var la raíz para que reproduzca la cantidad subradical. 


Por convención el 


índice 2 se suprime y cuando el signo Y по lleva índice se entiende que 


el índice es 2. 


Así, Ма* significa una cantidad que elevada al cuadrado reproduce la 
cantidad subradical a*; esta raíz es a? y — a? porque (а)? = a* y (— a?)* = a*. 

V/8x* significa una cantidad que elevada al cubo reproduce la canti- 
dad subradical 8x*; esta raíz es 2x porque (2х)? = 8x3, 

V — 3245 significa una cantidad que elevada a la quinta potencia re- 
produce la cantidad subradical — 3245; esta raíz es —2a porque (— 2a) 


= — 8945. 
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EXPRESION RADICAL O RADICAL es toda raíz indicada de un nú- 


mero o de una expresión algebraica. Así, V4, X/9a*, Y16a* son ex- 
presiones radicales. 


Si la raíz indicada es exacta, la expresión es racional; si no es exacta, 
es irracional, 

Las expresiones irracionales como VŽ, #За? son las que comúnmente 
se llaman radicales, 

El grado de un radical lo indica su índice. Así, Уда es un radical de 
segundo grado; ба? es un radical de tercer grado; Y/3x es un radical de 
cuarto grado. 


SIGNOS DE LAS RAICES 


1) Las raices impares de una cantidad tienen el mismo signo que la 
cantidad subradical. 


Así, У 2742 = За porque (3a)*—27a*. 
 — 27а = —3a porque (— За) = —27a*. 
Y x19 = х? porque (х2)95: x19, 
9—16 —-—*Z* porque (-3Ї/--39, 
2) Las raíces pares de una cantidad positiva tienen doble signo: 
Ку =, 
Así, v/25x!—5x o —5x porque (5x)! = 25х° y (— 5х)? = 25x*. 
Esto se indica de este modo: У 25x? = + 5x. 


Del propio modo, У 16а* = 2а y —2a porque (2a)! = 16а* y (— 2a)* = 16a*. 


Esto se indica: V 164* = x 2a. 


CANTIDAD IMAGINARIA 


Las raíces pares de una cantidad negativa no se pueden extraer, por- 
que toda cantidad, ya sea positiva o negativa, elevada a una potencia par, 
da un resultado positivo. Estas raíces se llaman cantidades imaginarias. 


Así, V—4 no se puede extraer. La raíz cuadrada de —4 no es 2 por- 
que 2? —4 y no —4, y tampoco es — 2 porque (2? =4 y no —4. У-4 es 
una cantidad imaginaria. 

Del propio modo, v —9, У = аё, У — 16x? son cantidades imaginarias 


CANTIDAD REAL es una expresión que no contiene ninguna canti- 
dad imaginaria. Así, 3a, 8, У5 son cantidades reales. 


VALOR ALGEBRAICO Y ARITMETICO DE UN RADICAL 


En general, una cantidad tiene tantas raíces de un grado dado como 
unidades tiene el grado de la raíz. Asi, toda cantidad tiene dos raíces cua 
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dradas, tres raíces cúbicas, cuatro raíces cuartas, etc., pero generalmente 
una o más raíces de éstas son imaginarias Маз adelante hallaremos las 
tres raíces cübicas de la unidad, dos de las cuales son imaginarias. 

El valor real y positivo de un radical, si existe, o el valor real negativo 
si no existe el positivo, es lo que se llama valor aritmético del radical. Así, 


У 92-3; el valor aritmético de V9 es +3. 
X/16—-- 2; el valor aritmético de У 16 es +2. 


Al tratar de radicales, siempre nos referimos a su valor aritmético. 


вво) raiz DE UNA POTENCIA 
Para extraer una raíz a una potencia se divide el exponente de la po- 
tencia por el índice de la raíz. 


m 


Decimos que Ус =a". 


En efecto: ( 2) Tun | 
а ша -—q", cantidad subradical. 


Aplicando esta regla, tenemos: 
4 


уа* = а = а?. V x9 x! = xs. 
Si el exponente de la potencia no es divisible por el índice de la raíz, 


se deja indicada la división, originándose de este modo el exponente frac- 
cionario. 


E 


Así, а-а. V х?=х'. 


En el capítulo siguiente se trata ampliamente del exponente frac- 
cionario. 


(861) raiz DE UN PRODUCTO DE VARIOS FACTORES 


Para extraer una raíz a un producto de varios factores se extrae dicha 
raíz a cada uno de los factores. 


Así, Vabc=Va. Vb. Ус, porque 
(Уа. УБ. Ус)" 2 Уа)", (УБ )". (Ye) =abc, cantidad subradical. 


i. RAIZ DE UN MONOMIO 


De acuerdo con lo anterior, para extraer una raíz a un monomio se 
sigue la siguiente: 
REGLA 


Se extrae la raíz del coeficiente y se divide el exponente de cada letra 
por el índice de la raíz. 
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Si el índice del radical es impar, la raíz tiene el mismo signo que la 
cantidad subradical, y si el índice es par y la cantidad subradical positiva, 
la raíz tiene el doble signo +. 


| Ejemplos (1) Hallar la roíz cuadrada de 9075, 
Vga bi=+3ab?. R. 
(2) Hallar la raíz cúbica de — 8a?x9y?. 


(3 


Hallar la raíz cuarta de l6a*m*x", 


— 


(4) Hallar la raíz quinta de — 243m!?n!?*, 
4/7-243т190105 = — 3m*n?x, R. 


4a? 
Hallar la raíz cuadrada de —. 


5) 
| 9b* 
Cuando el monomio es una fracción, como en este caso, se extrae la raíz 
al numerador y denominador. 
/— 
, 4a? E 4a" ын За R 
9b* №96: 3b? ` 
8x? 
(6) Hallar la raíz cóbica de i Я 
27 а3т!2 = 
{/- 8x5 тэ 2x? 
am? Заа! 
| EJERCICIO 213 
Hallar las siguientes raíces: 
1. УУ 4а 54, 13. Y 64а12018(39. по. ,/ 18 
2. V 25x9y5. 14. v 49а21рп, j ESTE 
3. Y 27a3b5, 15. Y —x5my10x, та 
4. «/-4848р8х18, 16 9а? 21. Ж 
5. veix". TN 121у% 
6. %/16ба®Б1б, А 3 125х9 
: 27а 22. EN 2 
7. Y x15y 20735, 11. РЕ 8128 916т12 
8. Y—64a3x0yi8, 2 
9. X/—243m*n1*, 18. py. арал 23. v 
10. VEIY. 32x15 ain 
11. Y 1000х9ут". 19. 4 a o s Mis 


12. Y 81415114, A 81b%12" 1024y90 ` 
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ll. RAIZ CUADRADA DE POLINOMIOS 


RAIZ CUADRADA DE POLINOMIOS ENTEROS 


Para extraer la raíz cuadrada de un polinomio se aplica la siguiente 
regla práctica: 


1) Se ordena el polinomio dado. 


2) Se halla la raíz cuadrada de su primer término, que será el primer 
término de la raíz cuadrada del polinomio; se eleva al cuadrado esta raíz 
y se resta del polinomio dado. 


3) Se bajan los dos términos siguientes del polinomio dado y se divi- 
de el primero de éstos por el duplo del primer término de la raíz. El co- 
ciente es el segundo término de la raíz. Este 20. término de la raíz con su 
propio signo se escribe al lado del duplo del primer término de la raíz y 
se forma un binomio; este binomio se multiplica por dicho 20. término y 
el producto se resta de los dos términos que habíamos bajado. 


4) Se bajan los términos necesarios para tener 3 términos. Se duplica 
la parte de raíz ya hallada y se divide el primer término del residuo entre 
el primero de este duplo. El cociente es el 3er. término de la raíz. 

Este 3er. término, con su propio signo, se escribe al lado del duplo 
de la parte de raíz hallada y se forma un trinomio; este trinomio se multi- 
plica. por dicho 3er. término de la raíz y el producto se resta del residuo. 


5) Se continúa el procedimiento anterior, dividiendo siempre el pri- 
mer término del residuo entre el primer término del duplo de la parte de 
raíz hallada, hasta obtener residuo cero. 


Ejemplos (1) Hallar la raíz cuadrada de at + 2902 — 100° — 20a + 4. 
Ordenando el polinomio se obtiene: 


EXPLICACION 


Hallamos la raíz cuadrada de at que es a?; este es el primer término de la 
raíz del polinomio. а? se eleva al cuadrado у.да af; este cuadrado se res- 
ta del primer término del polinomio y bajamos los dos términos siguientes 
— 10a? + 29a?, Hallamos el duplo de a? que es 207. 


Ha 
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Dividimos — 10a? + 2a? = — 5a, estè es el segundo término de la raíz. Es- 
cribimos — 5a al lado de 2a? y formamos el binomio 2a? — 5a; este binomio 
lo multiplicamos por — 5a y nos da — 10a? + 25a?. Este producto lo restamos 
[cambiándole los signos) de — 10a? + 29a?; la diferencia es 4a?. Вајатоѕ 
los dos términos siguientes y tenemos 4a? — 20a -- 4. Se duplica la parte de 
raíz hallada 2(a? — 5a) —2a? — 10а. Dividimos 4a? — 2a? = 2, este es el 
lercer término de la raíz. 

Este 2 se escribe al lado de 2a*— 10a y formamos el trinomio 2a? — 10o + 2, 
que se multiplica por 2 y nos da 4a? — 20a + 4. Este producto se resta | cam- 
biándole los signos) del residuo 4a? — 20a +4 y nos da 0. 


PRUEBA 


Se eleva al cuadrado la raíz cuadrada a? — 5a +2 y si la operación está со- 
rrecta debe dar la cantidad subradical. 


( 2) Hallar la raíz cuadrada de 


y aplicando la regla dada, se tiene: 


205 


©- EJERCICIO 214 
Hallar la raiz cuadrada de 


» 16x?—24xy?--9y*. 11. 4a*+8a3b—8a*b?2—12ab3+9b4. 

- 250*—70a3x+49a?x?. 12. x6-—2x543x1+1+2x—x?2. 
xi--6x?—4x3—4x4-1. 13. 5xi—6x54-x9--16x3—8x?—8x--4. 

- 4a3--5a?--4a*-4-14-2a. 14. x8--6x9—8x54-19x1—24x3-2-46x?—40x--25. 
29n?—20n--4—10n?-4-n*. 15. 16x98—8x"--x9—22x*--4x5--24x3--4x?—192x-F9. 

‚ x8—10x54-25x*--12x3— 60x?--36. 16. 9—36a--42a?--13a*—245— 18a3--a9. 
16a5--49a*—30a?—24a*4-25. | 17. 9x9—24x5--28x1—922x3--19x2—4x--1. 

‚ х2+4у2+22+4ху—9х2—4у2. 18. 16x*—40x5--73x*—84x?--66x?—36x--9. 

- 9—6x3--2x9—5x9-4-x12, 19. m5—4m5n--4m*n?--4m*n1 —8m?n5--4n$. 


‚ 25x5— T0x9--49x*--30x54-9x?—42x5. 20. 9x5—6x5y--13x1y?—16x9*y3--8x2y1— Bxy54-4y9. 


21. 16a9--25a*5?—24a»b —20a3b*-4- 10a? b*—4ab5-- D$. 

22. 36x5—36x9y?--48x5y3— 15x191—94x9»5--28x2y9— 16xy'--4y5. 
23. 26a*x?—40a?x -25a9—28a?x*-- 1Ta?x*—4ax5--4x*. 

24. 4a5—12a'—16454-14a*--17a9—10a?--5a?—92a-- 1. 

25. x10—2x9--3x5—4x--5x9—8x5--7x*—6x3--5x?—4x--4. 
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864 RAIZ CUADRADA DE POLINOMIOS CON 
TERMINOS FRACCIONARIOS 


| Ejemplos 


(1) Hallar la raíz cuadrada de 


Ordenando en orden descendente con relación a la a, y aplicando la misma 
regla del caso anterior, tenemos: 


2 b? b? 242 3 4 
(зенан е 


Debe tenerse cuidado de simplificar cada vez que se pueda. Así, el duplo de 


а 20 
— es — = —. 
4 47 "2 
КЕ a? $ b 2 
La división de E entre F se verifica гр X — — — ab, simplificando. 
a! 


9a*b? 
La operación E uu se verifica convirtiendo — a“b* en fracción equi- 
9o?b?  10a”b? 2p? 
valente de dencminador 10 y se tiene: lici p i VÀ 


La división de O Ц entre 28 verifica —— X e = — «simplificando. 
2 0 


(2) Hallar la raíz cuadrada de — 


— 


Vamos a ordenar en orden descendente con relación a la a. Como hay dos tér- 
minos que tienen a en el numerador, un término independiente y dos términos 
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que tienen a en el denominador, la manera de ordenar este polinomio en 
orden descendente con relación a la a es la siguiente: 


402 120 31 2x x 
“ЖОР 470 


x x 3 9а? 


: TW 31 3 31. 2x d 
porque, como se verá en el capítulo siguiente, ry equivale a 3% — equi- 
2 -2,2 a 
5 E ,luego se guarda el orden descendente de 


x 
-1 == П 
vale а 2а71х y 92 equivale a 


las potencias de a. Tendremos: 


А/ 
1 


NOTA | 
La raíz cuadrada de un polinomio fraccionario puede extraerse pasando las 
letras que están en ios denominadores a los numeradores cambiándole el 
signo a sus exponentes. En el capítulo siguiente, después de estudiar los expo- 
nentes negativos, se extraen raíces cuadradas por este procedimiento. 


EJERCICIO 215 
Hallar la raíz cuadrada de: 


“t g bt 4х 4 x? 9х 25 50у 

, Зориг 2% „4 Е Раа АТ 
1 “7 ЖЭ B rU. Иш. 
a? 2x 1. 28. Ж xt Axy 62x%? 4xy у 
S q = HE, 
x? За ® 2, Ы а? , 9 3 15 5 25 
a? 240: , E at 3a*. 9 . d*b* 2b2 | 
E s Mea rpe ü 222 mug 
РТ ВЫ. 16 10 35 18 15 S 
4 3 2 2 
E E, BE 16 9. sac Sy d. 
16 4 20 8 25 x x? 
4 3, 252 ht a 49: 3907-302: 2-2 
Pkt team A, 


CEA “27: “Заг кол ОШ 
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a* 30 9 e MA a xy" y 
;——— —ba3-- 98 4- —. 16. —-——-——4——4—. 
га ML 16. 20 4 5 95 
4 0948 а? 2a х? 44252 аһ 21 Тху 49х2у? 
e LA AS A м ич ш 
9" 36 12. 8 a? 49х2у2 Тху 20 5ab 254252 
13 942 х 65 За 4x? 18 9a?x? 4mn 6ax 23  4m?n? 
ЗО З За 16 2x 9a? ' 95m?m? 45ах 95тт 75 8la2x? 
50 25 1 5 2 32 8 
14. 9st + 80х° 4-55 += += 19. ТЭЭЛ йы уйй ы 


4а? z 3 
15. ЭР” үүрэн би ЗӨ” 20. 2-а ur a a ut 


HH. RAIZ CUBICA DE POLINOMIOS 


365) RAIZ CUBICA DE POLINOMIOS ENTEROS 


Para extraer la raíz cúbica de un polinomio se aplica la siguiente re- 
gla práctica: 


1) Se ordena el polinomio. 


2) Se extrae la raíz cübica de su primer término, que será el primer 
término de la raíz; este término se eleva al cubo y se resta del polinomio. 


3) Se bajan los tres términos siguientes del polinomio y se divide el 
primero de ellos por el triplo del cuadrado del término ya hallado de la 
raíz; el cociente de esta división es el segundo término de la raíz. 


4) Se forman tres productos: 10. Triplo del cuadrado del primer 
término de la raíz por el segundo término. 20. Triplo del primer término 
por el cuadrado del segundo. Зо. Cubo del segundo término de la raíz. 
Estos productos se restan (cambiándoles los signos) de los tres términos del 
polinomio que se habían bajado. 


5) Se bajan los términos que faltan del polinomio y se divide el pri- 
mer término del residuo por el triplo del cuadrado de la parte ya hallada 
de la raíz. · El cociente es el tercer término de la raíz. 

Se forman tres productos: 10. Triplo del cuadrado del binomio que 
forman el 1o. y 2o. término de la raíz por el 3er. término. 20. Triplo de 
dicho binomio por el cuadrado del tercer término. Зо. Cubo del tercer 
término de la raíz. Estos productos se restan (reduciendo antes términos 
semejantes si los hay) del residuo del polinomio. Si la diferencia es cero, 
la operación ha terminado. Si айп quedan términos en el residuo, se con- 
tináa el procedimiento anterior. 
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Ejemplos 


(1) Hallar la raíz cúbica de xf 


El polinomio está ordenado. Aplicando la regla anterior, tenemos: 


EXPLICACION 


Se halla la raíz cúbica de xë que es x?; este es el primer término de la raíz. 
x? se eleva al cubo y se resta de х°. Bajamos los tres términos siguientes del 
polinomio; se halla el triplo del cuadrado de x? que es 3x* y se divide 
— 9x? +3x1=—3x. Este es el segundo término de la raíz. 

Se forman tres productos: 1) Triplo del cuadrado de x? por —3x que da 
—9x*. 2) Triplo de x? por (—3x)? que da 27x*. 3) Cubo de — 3x que 
da — 27x3. 

Estos productos se restan | cambiándoles los signos) de — 9х° + 33x* — 63x3; 
nos queda óx* — 36x? y bajamos los términos que faltan del polinomio. 

Se halla el triplo del cuadrado de la parte ya hallada de la raíz que es el bi- 
nomio x? — 3x y segón se detalla arriba el triplo del cuadrado de este bino- 
mio nos da el trinomio 3x* — 18x? + 27x?. 

Dividimos el primer término del residuo óx* entre el primer término de este 
trinomio y tenemos бх! + 3x*=2, Este es el tercer término de la raíz. 

Se forman tres productos: 1) Triplo del cuadrado del binomio x? — Зх por 2 
que nos da óx* — 36x? + 54x?, 2) Triplo del binomio x? — Зх por 2? que nos 
da 12x? — 36х. 3) Cubo de 2 que nos da 8. Estos productos se restan, cam- 
biándoles los signos, del residuo del polinomio y nos da cero. 

Obsérvese que en los productos teníamos 54x? semejante con 12x?, se redu- 
cen y da 66х?; cambiándole el signo para restar da — 66x? que aparece de- 
bajo de + 66x?. 
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(2) Hallar la raíz cóbica de 
CL 
Ba? + 12b + 4Sa?b* — 35a*b! — 30ab? + 27ab* — 27Ь%, | 
Ordenándolo en orden descendente con relación a la a y aplicando la regla 
anterior, tenemos: 


2а? + ab — ЗЬ? 
3( 2a? )? = 1201 


* + 12a5b — 30a*b* — 35a3b3 + 450254 + 27ab^ — 
в 


1205Ь — 30о*Ь? — 350b 
— 1205Ь — бо*%Ь%— ав 
— 36042 — 36a*b? + 45a?b* + 27ab^ — 27b* 
360552 + 3éab* — 45o?b* — 27ab + 27b* 


3| 2a? ]".ab = 12a*b 

3( 2а?) (ab) = 6o!b? 

(аЬ)? = ab? 

3(2a* + аЬ)? 
= 3(4a* + 40% + c?b? ) 
= 1204 + 12a%b + 3o?b? 


3( 202+ ab)" — 3b? } 
= 36ба*Ь°-- ЗбазЬ? — 9a?b* 
3( 2a? + ab) | — 3b? j" 

= 540%Ь5+ 27ab* 


( -3b*)*= —27b*. 


El segundo término de la raíz ab se obtiene dividiendo 12075 + 12a* = ab. 
El tercer término de la raíz — 3b? se obtiene dividiendo — 360*b* +120*=-— 3b*. 
Los productos se forman como se explicó en el ejemplo anterior. 

Obsérvese que en los últimos productos tenemos — 9a7b* semejante con 54a?b!, 
se reducen y dan 45a?b*; cambiándole el signo resulta — 45o?b* que aparece 
debajo de + 45a?b*. 
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Hallar la гайг cübica de: 

1. 8—36у+54у2—27уз. 

2. 64a9--300a?b*4-195b55--2 40a*b?. 
8. x5-—3x9--6x*--7x9--6x?--3x4-1. 
4. 8x9—12x5--11x3—6x*—3x--3x?—1. 
5. 1433x?—9x-4-66x1—63x3—36x54-8x^. 
6. 8—36x--66x?—63x?--33x!—9x5-4-x9. 
T. x9—6x5--19x*—20x9--48x5—48x*--48x3—96x?—64. 
8. x12—3x5—3x19--6x1--11x5—12x?—8. 
9. 66x1—63x?—30x5--33x?--8x9—9x--1. 
10. 2749—135a54-117a*4-235a?—156a?—240a —64. 
11. a8—6a5b--15a*b?—920a?b3--15a?b*—6ab54- b*. 
12. x5--49x*y?—117x5y3—9x*y--210x2y*—225xy5--125y*. 
13. 41?—3a!9--15a*--60a*—48a?—25a?-- 64. 
14. a9?—9a5x-F27a*x?—21a9x?—36a5x*--54a*x5-- 12a?x9--36a?x? -- 8x. 
15. a9—3a$4-6a7—10a94-12a5—12a*4-10a?— 6a?--3a—1. 
16. x9?—12x54-54x'—121x*-4-180x?—228x'4-179x3— 144x*--54x —27. 
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RAIZ CUBICA, DE POLINOMIOS CON TERMINOS FRACCIONARIOS 
Se aplica la misma regla empleada anteriormente. 


2 Hallar la raíz cúbica de 
I E UN T 


Ordenando en orden descendente a la .G, tendremos: 


153x 15x? _ 
4a 402 Bo 


des : no 15а: 
El segundo término de la raíz se obtiene dividiendo — у entre —7 opèra- 
T m x " T" 
ción que se verifica — ЭГ х яс =5, | 
. *» Ж : ЯЛ” За 3 is 
El tercer término de la raíz — se obtiene dividiendo — entre —- operación 
= 2x x 


хх A 
que se verifica — Хаа” 2 —, simplificando. 
Hay que tener ado de simplificar cada vez que se haga una multiplicación. 
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Hallar la raiz cúbica de: 


x s Be hes Gut e (1 5 8ай 15b 30% b 
8 4 8 97.8 "Uo * ws 8b 9 45 Ba da 8o 
,,989. 708 аї añ a^ аз 843 2043 a 18 х х? 
A rr el o de АИ. 1 ЭМГ... жаа. GUI ЕРА SE. O a 
2 8 4 6 12 27 5: атха za 18x ' 24 36a 6a? 9708 
x3 9x2 60 36. 8 Sas За da? 27b 27b8 27b? 


AQ C1 4 A эж дэн, 
8 4 62768 "b ^ gps aa 160 


xt. x 2109 


CARL FRIEDERICH GAUSS (1777-1855) Matemático 


alemán, llamado el "Principe de las Matemáticas". 
Es uno de los casos más extraordinarios de precocidad 
en la historia de las ciencias. Protegido por el Duque 
de Brunswick pudo realizar profundos estudios que 


TEORIA DE LOS EXPONENTES 


10 llevaron a dejar constituida la Aritmética Superio 
Demostró primero que nadie el llamado Teorema Fur 
damental del Algebra. Dirigió el Observatorio de Go 
tinga, donde murió. Su obra principal fue el “Disqu 
sitione Arithmeticae", que es un trabajo clásic 


CAPITULO 


El exponente cero proviene de dividir potencias iguales de la misma 


base. Así, 


INTERPRETACION DEL EXPONENTE CERO 


Toda cantidad elevada a cero equivale a 1. 


Decimos que 


En efecto: Según las leyes de la división, a^ +a" = а*-"° = а, y por otra 
parte, como toda cantidad dividida por sí misma equivale a 1, se tiene 


а" 4 qn —]. 


Ahora bien, dos cosas (a? y 1) iguales a una a? — 1. 


tercera (a^-— а") son iguales entre sí; luego, - 


El exponente fraccionario proviene de extraer una raíz a una poten- 


cia cuando el exponente de la cantidad subradical no es divisible por el ín- 


dice de la raíz. 
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Sabemos (360) que para extraer una raíz a una potencia se divide el 
exponente de la potencia por el índice de la raíz. Si el exponente no es 
divisible por el índice, hay que dejar indicada la división y se origina el 
exponente fraccionario. Así: 


INTERPRETACION DEL EXPONENTE FRACCIONARIO 


Toda cantidad elevada a un exponente fraccionario equivale a una 
raíz cuyo índice es el denominador del exponente y la cantidad subradical 
la misma cantidad elevada a la potencia que indica el numerador del ex- 
ponente. 


Decimos que а" = Va™. ` 
En efecto: Se ha probado (360) que 
RE m 


Уа" = а п; ; luego, recíprocamente, a 125 =V au. 


| Ejemplos | 


(1) Expresar con signo radical x*, 202, x*y*. 


(2) Expresar con exponente fraccionario Ya, 2 V а?, У EY y. 


Æ- EJERCICIO 218 
Expresar con signo radical: 
: 2 ES 2 
1. 55 4 xy 7. Зам, 10. 8mm. 
> £3 282 Sum 
2. ms. 5. aro? 8. .3x'y9z7. 11. 4a?b3c9. 
3 Зи ESL Lra 
3. 4a*. 6. х2у*25. 9. арас, 12. 5m5n*x5. 
Expresar con exponente fraccionario: 
13. Væ. 16. Ут. 19. Зух" Уу. 22. Зу m! Y n*. 
14, Xx. 17. 2/2; 20. 29403). 23. 3v/a» УЬ. 


dica 18. va УБ. 21. заүх ээ. 24 Маус 
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(659) ExPONENTE NEGATIVO. ORIGEN 
El exponente negativo proviene de dividir dos potencias de la misma 
base cuando el exponente del dividendo es menor que el exponente del 


divisor. Así, 
INTERPRETACION DEL EXPONENTE NEGATIVO 


Toda cantidad elevada а ип exponente negativo equivale a una frac- 
ción cuyo numerador es 1, y su denominador, la misma cantidad con el 
exponente positivo. 


: 1 
Decimos que а = — 
а" а” 
En efecto: "o c ханын Зи 
a 
a” а" 1 


y también М: аан E ii 
атт да Хал qn 


1 : m . 
y como dos cosas( 4 . zi iguales a una tercera (=) son iguales 
e a" а + 


entre sí, tenemos que eio 


De acuerdo con lo anterior, se tiene que: 


а-2---, РЫ ШЕ 7 x» iz 


gt xtyl 
870) PASAR LOS FACTORES DEL NUMERADOR DE UNA 
EXPRESION AL DENOMINADOR O VICEVERSA 


Cualquier factor del numerador de una expresión se puede pasar al 
denominador y viceversa con tal de cambiarle el signo à su exponente. 


1 


-2р-3 
Sea la expresión ES ын De acuerdo con el significado del exponen- 
x 
te negativo, tendremos: 
1 1 1 
а:25-5 а? b? аз 1 x*y ху 


х! y хэр 
Así, que nos queda que 
a ?b-3 ху? x1y5 a-?b-? 


(1) y recíprocamente „у= — (2) 


xy a?b? 


En la igualdad (1) vemos que los factores a”? y b-? que están en el nu- 
merador del primer miembro con exponentes negativos, pasan al denomi- 
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nador del segundo miembro con exponentes positivos y los factores x^* e y^? 
que están en el denominador del primer miembro con exponentes negati- 
vos, pasan al numerador del segundo con exponentes positivos. 

En la igualdad (2) vemos que los factores х* e y” que están en el nu- 
merador del primer miembro con exponentes positivos, pasan al denomi- 
nador del segundo miembro con exponentes negativos y los factores a? y b* 
que están con exponentes positivos en el denominador del primer-miem- 
bro, pasan al numerador del segundo miembro con exponentes negativos. 


(6m) TRANSFORMAR UNA EXPRESION CON EXPONENTES 
NEGATIVOS EN UNA EXPRESION EQUIVALENTE 
CON EXPONENTES POSITIVOS 


| Ejemplos 


(1) Expresar con exponentes positivos xy? y 3ab1c3, 
Según el número anterior, tenemos: 


1 3a 
Py =— R ЗаБ-1с-8= ——, R, 
ху? bc? 
x 
(2) Expresar con exponentes positivos жеу“ A 
ab^? E: 
2x y? 
3 2 
x хх2у* ay 
= 2a2h3 ES шэг 
caps 2n R. put Te МОСТ 


2х Зул 
Obsérvese que al pasar un factor del numerador al denominador o viceversa 
el coeficiente numérico no se pasa. 


(3) - 2a?b-5c77 
Expresar con exponentes positivos [этигит 
2a?b c? | 2в°а°Ь*с° 209 
5a 3b *c-5 5b5c* 5bc 
1 
y 
(4) Expresar con exponentes positivos o 
Ах %у?; 9 
E 2.3 Z 
LR RIP s „Ж. 
E47 a TI 
4х%у?; 5 4y2y2z2B Ду 


EJERCICIO 219 
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Expresar con exponentes positivos y simplificar: 


1. a2b3, 8. 
2. 3x5. 
E 9. 
3. аЬ 2, 
4. Зх-2у 5. 
-1 
5. т 2n3, 11. 
6. abc. 
3 . 
T. 4x2y 5, а 


EJERCICIO 220 


Pasar los factores literales del numerador 
1. ¿E 7. 
b? 3 
-3. 
gs 22 1222 8. 
» 7 
23 
2 
3 ámn 6. 2x* 9. 
х5 5y? 
Pasar los factores literales del 
1з. 2 "ГЭР... 11. 
а y? 
14. 32 ж. = 18. 
b? -1 
й kx 


3a?b3 


a == 
ax 


> ш == 


23.8 
5a 3b *c3. 13. 
L 
9x-2' 
14. 
3 
А1978 
2a-2b-3 15. —— 
aci 
xy 273 
а-25-5с-8 16. 


.Expresar sin denominador: 


1 

-in 2 
m | ue 
8m-*n-* 

1 
4a? 18. 
Агу 

Tartb?2c 3 
2mn" 19. 
a?m?n-* 

1 

а 2x3 20. 

ЗаЗх?у-1 


al denominador: 


m^ 
TEC 10. 
Ja*b* 11. 
cá 
1 
x 242; 12. 


denominador al numerador: 


За 
Ч 19. 
Tx y 4 

5 3 20. 

1 

atb 3 
1 
min x 2 


т-*п-5ҳ-2 ` 
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EJERCICIOS SOBRE EXPRESIONES CON EXPONENTES 
CERO, NEGATIVOS O FRACCIONARIOS 


3 
. ч 
| Ejemplos | (1) Expresar ын con signo radical y exponentes positivos. 


31 
a 22 „т. 
— = atx? тээ a? х. R. 
х 2 
3, a? 
(2) Expresar con exponentes fraccionarios positivos. 
Зух 
— 2 5 
Y 2 3 2 
a a x 
== ke 


2 
(3) Hallar el valor de 1253, 
2 
125° = V 1252 =V (532 = 52 —25, R. 


De Y (5%)? pasamos a 5? porque el exponente 3 y la raíz cúbica se destruyen. 


(4) Hallar el valor de ОД 


(ау 70 aj a” ENE 


Véase que los exponentes 2 y la raíz cuadrada se destruyen. 


E! EJERCICIO 221 


Expresar con signo radical y exponentes positivos: 


ша ESI 18 ENS 
1, x2. 5. 2m 993. 8 3a ? 12. (s z) г 
zs 
1 T зү -2 
2. ЕГ 4 1 2 13. (з) 
а ?Ь% E р! -4 
4x* 9. LA. 28. 
8. Satt T. w (г) 
» 5415 3, 4 ава 14. b 
p „# anys | 
1° m 45 „үз 
sh уз Home. ИЖ (у?) 
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Expresar con exponentes positivos: 


Xm? 
16. Va. 19. : шэг 22. > 
n ab- 
17. 2У ху. „Ж 
zm 8х 3 
2 . a 5% Ь-, 23. . 
i mires vya 
EV 21. хуу x1. 24. Vmiy n 
Hallar el valor de: 
3 s 22 3 
25. 162. Y "E CS 
2 32. (27. 36. Ён c 40. (21) . 
26. 83 E Д 1 
3 3 E - ж 
27. 81%. 33. (4) : йге; 41. (52) : 
5 
28. 9 2. 57 zŠ S. 178 
a 25) ? м) * 42. 8x4 
29. (—21)5. 34. E : 38. (3) : 
А 3 5, 
2 5 з 43. 9x27 5. 
” ia 35 (2) * 39 (e a 1 з 
31. 49 2 BI | эв 44. 243 * х 1287, 


VALOR NUMERICO DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS CON 
EXPONENTES CERO, NEGATIVOS O FRACCIONARIOS 


| Ejemplos | 


(1) Valor numérico de a?b + a?b* + х? para a = 4, b = 16, х = 3. 


Sustituyendo las letras por sus valores, tendremos: 


Ahora, el exponente negativo lo hacemos positivo, los exponentes fraccio- 
narios los convertimos en raíces y teniendo presente que toda cantidad ele- 
vada a cero equivale a 1, tendremos: 


1 
g 6c VAT +=] +2. (2p -1-1-42.28-1-1-16-1-18 R. 


1 
-5. gai 1 
qx y = Tay y; Рага 


(2) Valor numérico de 2" 


a 2p? 


a —4, Ь = 8, x = 32, y —7. 


Sustituyendo, tendremos: 


Ahora hacemos positivos los exponentes negativos: 
1 1 
3:49 AJO? 8 1 


TA 248 B VEA 
8° 325 


Los exponentes fraccionarios los convertimos en raíces y recordando que toda 
cantidad elevada a cero equivale a 1, tendremos: 


3.14 1 v8 1 


VE 938 2.4 13735 
28 | 2 1 
"VP VOP 2.6 VOF 

6 1 1 1 
=at ux 

8-4 1 1 
aa" 


m. EJERCICIO 222 


Hallar el valor numérico de: 
1 
1. а? +а2 + хо para a—3, b —4. 


1 1 
2. 3X "ahy + хоу? para x=4, y=1. 


ne. E 
3. 24:55 + + а% * para a=4, b=16. 
3 
AR x 
4. ais ly 8 — х0у0 + —— para x —16, y —8. 
y* 
x9 y? 3 
5. — t —-r2x9-xíy? рага х = 81, у = 8. 
x y? 


E. Gm 
6; ах +а 3х *4 


—- + 3х° рага а = 16, x —8. 


а íx- 


-2 -2 x 
Ч, vitae ier - = +bt+ рага a=3, b —16, c=2. 


[Еу 


TEORIA DE LOS EXPONENTES  ф 409 


LAM NOME OR РЕ E 
8. gy t х y ЫГ Эг para x=8, y — 32. 
23:21 M eT 
9. a *-—+0%-Ya b5——. para a=27, b=243. 
b 5 a8 


874) MULTIPLICACION DE MONOMIOS CON EXPONENTES 
NEGATIVOS Y FRACCIONARIOS 


La Ley de los exponentes en la multiplicación, que nos dice que para 
multiplicar potencias de la misma base se suman los exponentes es general, 
y se aplica igualmente cuando las cantidades que se multiplican tienen 
exponentes negativos o fraccionarios. 


. (1) ачХа шача =a73, 
Ejemplos (2) as Xa-5=a3+-5) 2 0-5 =. 


(3) ааХа-гал-г = aq, 
(4) as ха-з=азз =a0=1. 
1 E 13 5 
(5) az xai агт =a. 
3 3 1 А. 
(6) a 3xaz =01'2 =a% 
©- EJERCICIO 223 
Multiplicar: 
2 43. 3 E 
1. x? por ха, 7. Зт por m *. 13. x5? por xy 3. 
a? 3, LA 225 а. A. 
ет хай» 8. 2a* por a ?. 14. 3a?b? por 2a-?b 3, 
3. x3 por x. 1 3p -2р-2 
" FE 15: a3b-* por a-?b-?, 
x & x*por x 5 15 1i 
4. a? por a. Ы 508 рг E .16. a ?b* por a?b*. 
TP dod deas 2i _ кт 
5. x? por xt. ii. de? pori 17. m *n* por m Зэ, 
3 1 ` 3 
6. af por ад. 12. а10-2 por ab?. 18. 2a-b* por ab-2. 


MULTIPLICACION DE POLINOMIOS CON EXPONENTES 
NEGATIVOS Y FRACCIONARIOS 


1 1 1.3 
Ejemplos (1) Multiplicar 2x-! + Зх ?y 2+ у-! рогх! — x 2у 2 + уі. 
Los polinomios están ordenados en orden ascendente 
con relación a x porque el exponente de x en el segun- 


do término -i es mayor que el exponente de x en el primer término — 1 
1 
y el tercer término y”* equivale a хду”! у O es mayor que => 
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1 1 
Tendremos: 2x + Зх ?y ?+ у 
1. 1 
fu Ў 5 2+ ул 
2x2 + 3х ? 5 1: ын ху 
4 
-2х 3 у -3хЗу!- x y^ 
a 
2х-Ху-1 4- Зх у 24 y? 
A 28, 
Zeb ox ys ED у yt. К: 
3 2 3 m 
(2) Multiplicar ab”* — a*b + a? por а? — b? —a *b”. 
Ordenando en orden descendente con relación a la a, tendremos: 
2 1 
аЬ + о%— ab 
1 1 
gib-3— p-2—9g $54 
"n 2 
ab- + ab — ab" “ 
—аБ%— oh + c 


Мр A 


4 2 
аз - Зай +1. Ё 


El 1 ültimo se obtiene porque el producto 


> EJERCICIO 224 


Multiplicar, ordenando previamente: 


3 1 1 1 1 
1. а++2+3а° por а-+—а-?+1. 4. 2ai—a?+2a* рог a*—a 13-41. 
2 3 2 24 22 A - 
2. x?—l+x? por x**2—x?. 5. а%—2+2а 3 por 8+а 8-4а 3, 
= 8 ХЭМ S eS i. A Er 
8. х+х%+2х% por x34+x 3—2. 6. х*+2х*—х * por x?—2-Fx 2. 


T. а251--а--б por a-0-?--a-—a-3b71. 
8. заалын рог di VELUM d 


3 1 
9. aib--a*b?—a 2 7 por Eb" 12434 3j. 


10. ачаа Зу эра рог ibd ара, 
31 13 1 
li. 4x?—x?y?—x?y?Lxy por xh 


12 
x—2a3x*--ax3—3a por x*--2a?x--3a?x3. 


5a?--4—3a—2a^! por 3a—5a +2. 
2x—3+x"44x2 por x1—2x-?4-x-5. 


17. 

33 
18 
19 

2 1 
20. 


22 
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21 4 1 


1 


m+3m3+2m3 por 2—2m 3+2m 


1 


. x зу?+8х *y—x*$y? por x 1у2—3х 


4 


13 1 1 


а5-а 5+2а5 por а5—2—а 5, 


1 2 
8, 


2:3 51 


8 2 1 


NEGATIVOS Y FRACCIONARIOS 

La Ley de los exponentes en la división, que nos dice que para divi- 
dir potencias de la misma base se resta el exponente del divisor del expo- 
nente del dividendo, se aplica igualmente cuando los exponentes de las 
cantidades que se dividen son negativos o fraccionarios. 


| Ejemplos 


|» EJERCICIO 225 
Dividir: 
1. a? entre a. 


2. x? entre x?. 


1 1 
3. m? entre m *. 
4. a? entre a5. 
5. x? entre x7. 
E 
6. a? entre a. 


TC 1 
T. x 3 entre х $. 


(1) 
(2) 
(3) 


(4) 
(5) 
(6) 


12. 
13. 


а а?= а! =g, 


2 


2 


1 


m—m?n?--n—m ?n? рог m?+n?+m ?n. 


3 
Бэх 


$411 


Зай 
©з. 
. x?y-1--5x9y-3-F2x*y-5 por x-9y9—x-?y--3x-1y-1. 


21 


DIVISION DE MONOMIOS CON EXPONENTES 


а2- а =вс “=o = аз 
a? а? = ( e. -3+5— g2 
5 2% 1 
а? а= а t= E 
_ 1 ( - y 1 4 
3 3 / 1+ = 
а= а*= е us 
КА: 22 3 
а *+а?=а* 2-0 4 
2 S 
. aĉ entre a 5. 14. 
7 3 15. 
т * entre m’. 
4: 16. 
a? entre а. 
2 a 11: 
. 4x5 entre 2x 5. 
18. 
"ACT 
a3 entre a +. 19 
x-2y-1 entre x-5y-2. 20. 


a 3b24+2a *b—a-?b? por Заз 2+1+а 9b?. 


We 
a?b? entre ab. 


a?b-3 entre ab. 
2. 8. 2 
х ?y 3 entre x 2ул, 
B. 028, 
mn * entre т 2л". 
3 ad 
8x-2y5 entre 4xy 5. 
3 223 
ab entre а 1b73, 


x5 entre: хул. 
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77) Division DE POLINOMIOS CON EXPONENTES 
NEGATIVOS Y FRACCIONARIOS 


| Ejemplos 
(1) Dividir а-16-3 — 2ab"* + a?b^* entre аЬ”? — 2a?b-? + аїЬ-*. 


Dividendo y divisor están ordenados en orden ascendente con relación a la a. 
Tendremos: 


аЬ — 2ab^5 + a?b^? | аЬ — 2a?b^8 + atb* 
—a!b^à--2b^* — ab^? ab +. 20-2 + g-1b-*, R 
2b^* — 3ab^* 
— 2b"* + 4ab^5 — 2a?b-9 
ab — 2a?b-9 + а?Ь-? 
— ab'$--2a?b-9 — aép-7 


Al dividir 2b-* entre o?b-? como еп el dividendo no hay a y en el divisor hay 
a? debe tenerse presente que 2b^* equivale a 2a9b^* y dividiendo esta сап: 
tidad entre a?b”? tenemos: 
2a9b-* + ab"? = 299-?b-*? = 2a7?b? 
que es el segundo término del cociente. 1 
1 1 1 1 
Dividir 4x + 11 — x 2 - 7x? + 3x! entre 4x? — 1 +x ? 
Ordenando en orden iau. con relación a la x, tenemos: 
1 
ктү — E axi | r2 =14+x? 


(2 


— 


at #1 842498 R. 
1 
Ей х 
E 1 
=8 t 2-2' 


1 
12—3x *- 3x! 

1 
—12-43x*—3x1 


ES 
Al efectuar la división de 12 entre 4х2 - art considerar que 12 tiene x? 
1 


y tendremos: 12 + 4x? = 12x хай» 23 ®=3х 2 


O sea que si en el divisor hay una letra que no la hay en el dividendo, esa 
letra aparece en el cociente con su exponente con el signo cambiado. 


| EJERCICIO 226 
Dividir, ordenando previamente: 
1. x 8-^-x-?--2x-9--2 entre x-*—x-?-1l. 
4 2 SE > 
2. а8-908--1 entre a--a?- 203. 
3. mi-4-m?—2-4-3m-2—m-^ entre т2-1-423, 


юр 22 99 
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1 8 1 Ж ux 
9x—x?--x!--3x1—2 entre xix 4-1. 
2 4 2 4 
3m?—5--10m 3-8m2 entre 34m 34m 8. 
5 1 ES 3 1 1 


ai—4a*4-4a *—a * entre a2-24a ?. 
4x-3—x-8—'1x-*--0x-2—7x-1--2 entre 4x-?--x-1—39--2x. 
q712b-11--a-8b-7--a-*b-3 entre a5 b-9—a-5b-*--a-3b-?, 
m-*namnj-4nm? entre mt+m?n2—=m-n-1, 
15a3—19a--a?4-17—24a-14-10a7? entre 3a4-2—5a7. 


5 3 1 3 1 1 
a*b-*—a3b-3--5a *b-1—3a + entre a2b-1-2+3a ?b. 


8-3 1,. 
12. xx Зу. Ypxyd4-2y-2 entre х-ї—х 2у 24y, 


E 28 Sca maitre 
13. m-—6m5--m 5 entre m54-2m?—m 5 
1 2 2 1 
14. 2x+4x ?4-2--4x" entre x4+3x34+2x3, 
5 1 1 1 1 
15. 4x*rF3x?y?—x?y? entre x?--y?. 
7 de 13 d. 3 4 1 22 
16. x—Tax?—3a"x—9a?x* entre тышынын 
3.5 5 Зэ, E 1.5 
17. a?-a?b—b?—a-b? entre a?--b?--a Sp. 
8 3 1 Lg 


18. т-п2—11т-1п+1 entre m 4н2--3т $n—min?. 


19. Ма ну" entre p* uc nr ЖЕ 


2: 1 3 1 2 ЕЛ 
20. 3+7а 3b2+a-2b23a зра entre за 24+l+4a 302. 


т) Potencias DE MONOMIOS CON EXPONENTES 
NEGATIVOS O FRACCIONARIOS 


© 413 


La regla establecida anteriormente (344) para elevar un monomio a 
una potencia se aplica igualmente en el caso que las letras del monomio 


estén afectadas de exponentes negativos o fraccionarios. 


| Ejemplos | 


(1) “29-а2 2 -а6 
1\2 la 2 
bI. cru 


a 
“м -3*2 45.28 
(3) rasat, 


3 3, 
(4) Ж] I Б?" = Вос. 
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| EJERCICIO 227 
Hallar el valor de: 


1. (вл). 4. € x). 7. (, ну. Й 10. (y) 2 
2. (а-26-1)8. є i sit). 8. mx). | 11. TS 
8. (oz y. 6. (23) . 9. (азрар, 12. (om w5). 


(619) POTENCIAS DE POLINOMIOS CON EXPONENTES 
NEGATIVOS Y FRACCIONARIOS 


Aplicaremos las reglas estudiadas para elevar un binomio a una po- 
tencia cualquiera y un polinomio al cuadrado o al cubo,a casos en que 
haya exponentes negativos y fraccionarios. 


| Ejemplos | 
( 1) Desarrollar (321-1 2)? 
ЖЕЛИ» ЖЫ Ml ma 
( 2) Desarrollar ($ уз) 9 


(ay: | - (5) al ) (a ) a8) (ay ). (ву? ) 


= x? ЭРЭ? -64уг5, К. 


E^ 5, 
(3) Desarrollar Ё 3 : 


Convirtiendo la raíz en exponente fraccionario y aplicando la fórmula del 
Binomio de Newton, tendremos: 


PAS NE UM 
= (5) s(a) (ы) га G3) (ы) 
1063) Gi) as Д dé) 


lu 1 


= o 5553 2 + 10а: зь — 10е: ip: + 5g db? ER 
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3 £ 
(4) Elevar al cuadrado x* — x* + x *. 


Aplicando la regla del número (347), tenemos: 

бын ЫЛ А-У ЛЫР 
EO ala) G3) ¿ol 2) (г) 
zii iba а 2x4 id — 2 


1 1 
(5) Elevar al cubo o? — 24- a 3, 


Aplicando la regla del пйтего (348), tendremos: 


(6-283) = (8) « Ca « G3) a) Lo) Ls (2*3) 
«C2 (5) 3 (22) G3), з 18 
eas Gi) (-:), (5) C (з) 


1 3 
=a-8+a *-— Pes PE ба 3-12 


EJERCICIO 228 


Desarrollar: 
аын): 10. (У xi-3y3y. 19. (cR. 

А (8-5). 11. (анаа). 20. реге ! 
12221 12. (204-33), ш (нага). 
еар, 13. (Vx-5p. 22. (ei 1 
gr se (4-8). 23. (певні ане). 
e (а2+У Бу. к б Y 24. (a 5-аа з). 


Nc жуз). i 345 25. auta] 
3.34 J^ 16. (is) ijs (å -i)' 
m low wi 17. (vm-Xmy. 26. Vai-2+a *)- 


. (88) я 18. (2—2у m). 27. ( moni Li ) s 
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880 RAICES DE POLINOMIOS CON EXPONENTES 
'NEGATIVOS O FRACCIONARIOS 


| Ejemplo | 


Ordenando el polinomio y aplicando la misma regla establecida en el número 
(363), tendremos: 


|». EJERCICIO 229 


Hallar la raíz cuadrada de: 


T 8 5 
l. x4413x2+6x3+4+12x. 4. a*--4a*—2a?—12a--9a. 
c o 2 1, 4 X4 2 
2. m+1146m 2--6т ту, 5. mn *—4m?n *-6—4m ?n*--m-!m. 
2 2 3 £. È 2. 2 
3. 9a?--25a?—6a--16—8a?. 6. a5—8a54-10a54-24a*4-9. 


Hallar la raiz cübica de: 


5 a 1 
7. a?—6a 2--214:2-44а ?--63a3—54a 24-97. 


4 2 2.3! 204 
8. x?—6x5--15x3—920--l5x 3—6x ?--x-?. 
3 5° 8 1 


9. а@-ЕЗа1—Ба1-++8а1—1. 


381 RAIZ CUADRADA DE UN POLINOMIO CON TERMINOS 
FRACCIONARIOS USANDO LA FORMA DE 
EXPONENTES NEGATIVOS 


El uso de los exponentes negativos nos evita tener que trabajar con 
fracciones algebraicas al extraer una raíz a polinomios con términos frac- 
cionarios. 


| Ejemplo | 
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Hallar la raíz cuadrada REA 


Pasando los factores literales de los denominadores a los numeradores cambián- 
doles el signo a sus exponentes (370) , tendremos: 


Ahora extraemos la raíz cuadrada de este polinomio: 


E! EJERCICIO 230 


Extraer la гайг cuadrada de los polinomios siguientes pasando los factores 
literales de los denominadores a los numeradores: 


1 a? 2x 1 2a х? 
' x? За 9 3x a 
2 4 4 1 
2. х?— —T———4— 
1 zi х > x? x9 xí 
20 4 
3. а-10:44-4 = ata 
mi 30 9 
4, — — 5m? + 28 — —. 
1 5m? + 28 mi + - 
CURES 
25у? 12 Зх 5y 9? 
at 245 а?  2ax x? 
E uq TAE s 
9 Sx х? 3 a? 


ALGEMRAA DALDON - 14 


T. 


9m* + 30m? + 55 52, 

m? mt 
4a?b? " 245 21 "ху 5 49х2у? 
49х2у2 Тху 20 5ab  25a*b* 

1 T 3 
a 4a 4b3  p3 
Do o o NU ir са. 
2 H 1 
з b? а? 
a^ ба 6b? 1 
з ur ЫН 
3 е. 
х 8уз 8х2 1 
ГЕГИ ыг 
y? x? y ху! 


AGUSTIN-LOUIS CAUCHY (1789-1857) Matemá- la Revolución. Fue profesor de matemáticas en Turín. 
tico francés. Su vida estuvo sometida a los axares Fue uno de los precursores de la corriente rigorista en 
je las revoluciones y contrarrevoluciones que prima- esta disciplina. Comenzó la creación sistemática de la 


оп en su tiempo. Legitimista convencido, no acepta teoría de los grupos, tan imprescindible en la mate- 
el cargo en la Academia para no tener que jurar ante mática moderna. Dio una definición de las funciones. 


caprruto ХХХ 


RADICALES 


RADICAL, en general, es toda raíz indicada de una cantidad. 

Si una raíz indicada es exacta, tenemos una cantidad racional, y si no 
lo es, irracional. 

Así, У' 4а? es una cantidad racional y УЗа es una cantidad irracional. 

Las raíces indicadas inexactas o cantidades irracionales son los radica- 
les propiamente dichos. 

El grado de un radical es el índice de la raíz. Así, Ух es un radical 
de segundo grado, Y3a es un radical de tercer grado. 


вз) RADICALES SEMEJANTES son radicales del mismo grado y que tie- 
nen la misma cantidad subradical. 
Así, 2V3, 5 V3 y 4 V3 son radicales semejantes; 243 y 5У2 no son 
semejantes. 


REDUCCION DE RADICALES 


REDUCIR UN RADICAL es cambiar su forma sin cambiar su valor. 


418 
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I. SIMPLIFICACION DE RADICALES 


(683) SIMPLIFICAR UN RADICAL es reducirlo a su más simple expresión. 

Un radical está reducido a su más simple expresión cuando la canti- 
dad subradical es entera y del menor grado posible. 

Para simplificar radicales debe tenerse muy pre- Бс VE, 5 
sente (361) que para extraer una raíz a un producto » = а. УБ. Ус. 
se extrae dicha raíz a cada uno de sus factores, о sea, // 

En la simplificación de radicales consideraremos los dos casos si- 
guientes: 


CASO 1 
Cuando la cantidad subradical contiene factores cuyo exponente es 
divisible por el índice. 


| Ejemplos (1) Simplificar 908, 
908 =V 32.62 .а =У XV ёУла = 30 fw R. 


(2) Simplificar 2 У 75х*у5. 38 
2V 75х*%у5 = 2V 3.59. x*.y*.y = 2V 52, V ҳа М y. V Зу 


=2.5.x2.y2.V Зу =10x2y2 V Зу. R. 


En la práctica no se indican las raíces, sino que una vez arreglados los factores 
de la cantidad subradical, aquellos cuyo exponente sea divisibe por el índice, 
se sacan del radical dividiendo su exponente por el índice. 


(3) Simplificar IB. 

49d = ХУ 72. х2.х.уб.у = : X 7xy8 V ху =ху? V xy. R. 
(4) Simplificar 4 Y 25008558. 

4 25003858 = 4V 2.58. at, b. b? = 4.5ab? Y 2b? =200b* V/2b?, R. 
(5) Simplificar a V З2тп?. 


ЗУ 32mn* = У 24, 2mn* =; X 2n Y 2m —3n^ V 2т. R. 
(6) Simplificar У 4a* — 8a?b. 
V 4a* — 8a*b =V 40% (a — 2b) = V 22.a?.a(a —2b) 320) Va? —2ab. R. 


(7) Simplificar V 3x? — 12x + 12. 
У 3х2 —12x4-122 V 3(x1 C4x--4)2 V3(x—2P = (х – 2 V3, R. 


W- EJERCICIO 231 
Simplificar: 

1. У18. 3. 4/16. 5. 24243. 17. 3V81x$. 9. БУ 25mm. 

2. 8У48. 4. 13/128. 6. 450485. 8. + V 1084507 7 10. дау арт, 
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11. 


2V 16x37. 
IN/ZTmn*. 


5a Y 160x 9219, 


Y 80a*b5c12, 
ЗУ 5x5y14z16, 
fv 32x?yu, 


(8) Simplificar Td 


2xy Y 128x2y*. 
27a3m?. 
з Y 37545. 


5x 


Y 3a3b2—3a?2b?. 
Маху эу, 

vV 2Zam*+4amn+2an?. 
Уа —36a?--36a. 


Cuando la cantidad subradical es una fracción y el denominador es irracio- 
nal hay que multiplicar ambos términos de la fracción por la cantidad neceso- 
ria para que el denominador tenga raíz exacta. Así, 


9a? 
9) Simplificar 8.5 
Ус”. "s 
Rr m 
m EJERCICIO 232 
Simplificar: 
1 
i i 
и 6 
2 
5 8 
3 
а? 
Я -- 9. 
е 8х 


CASO 1 


A Mí 
5m? 
Ба 

6 v ‘JR: 
24x? 


1 
J/A- "m Tm v6, R. 
3 3.3 32 3 
А2 .а?.2.х 
2*. x? 


14. 


15. 


2b? PE 
415 

2 de 97х2 

3 М 162b" 


Cuando los factores de la cantidad subradical y el índice tienen un 
divisor común. 


| Ejemplos | 


Lo que se hace, prácticamente, es dividir el índice y los exponentes de los foc- 
fores por su divisor comün 2. 


(2) Simplificar X/9a?x*. 


(1) Simplificar X 4a*. 


2 


2 1 1! 


V4a? = 0/22 ай = 24.0% = 22.93 = У24 R. 


з 2 2 
V/9a?x? = V/3?, g?x? = 39.99. x9? = 38.0 


Lo que hemos hecho, prácticamente, es dividir el índice 6 y los exponentes de 


los factores entre 2. 
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(3) Simplificar У 27ху8, 
VTA TEN = /Зху®. R. 


Hemos dividido el índice 15 y los exponentes de los factores por 3. 


В EJERCICIO 233 


Simplificar: 
1. 49. 4. X16. т. 54490855. 10. Ут, 
2. 44. 5. 38V 64. 8. X 81x*y5. 11. X 343a?x12. 


8. 9T. 6. Y25a?b?, 9. Y 32x10y15, 12. ХУ ті9пі5ҳ?0. 


ll. INTRODUCCION DE CANTIDADES 
BAJO EL SIGNO RADICAL 


Esta operación es inversa a la simplificación de radicales. 
Para introducir 1 coeficiente de un radical bajo el signo radical se 
eleva dicho coeficiente а la potencia que indique el índice del radical. 


Ejemplos (1) Introducir el coeficiente de 2 Wa bajo el signo radical. 
2Vg-v 27.9: V4a, R 


Cuando el coeficiente de un radical es 1 el radical es enlero. Así, У 4а es 
un radical entero. 


(2) Hacer entero el radical 3a? Y a?b. 

За? Vab = V (За? P.a?b = XV/27o^b. В. 
1+а 
1-а 


= ul 
үт =а@ух / xe к= +), Via Mitad V =o. R 
—a —a 
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Hacer enteros los radicales: 


(3) Hacer entero (1— a) 


1. 243. 4 242. 7. ату. 10. (a+b) m 
a 

2. 3V5. 5. 3av 8а2. 8. 4ту 2m?. 11. (х+1) I 
х 

227712 6. 58. 9. заУ8а8. 12. (х1), /:2 


"mp" 
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Ill. REDUCCION DE RADICALES AL MINIMO COMUN INDICE 


Esta operación tiene por objeto convertir radicales de distinto índice 
en radicales equivalentes que tengan el mismo índice. Para ello, se 


aplica la siguiente: 


REGLA 


Se halla el m. c. m. de los índices, que será el índice común, y se eleva 
cada cantidad subradical a la potencia que resulta de dividir el índice 


común entre el índice de su radical. 


: 7 (1) Reducir al mínimo común índice V3, Y5, VZ. 
Ejemplos El m. c. m. de los índices 2, 3 y 4 es 12. Este es el índi- 
ce comün. Tendremos: 


V3= 438 Ў 729 
%/Е = 754 Ў 625 


V3-v2-V 8 в 


Dividimos el índice común 12 entre el índice de \/3 que es 2, nos da de 
cociente 6 y elevamos la cantidad subradical 3 a la sexta potencia; dividimos 
12-3 = 4 y elevamos la cantidad subradical 5 a la cuarta potencia; divi- 
dimos 12 2- 4 —3 y elevamos la cantidad subradical 2 al cubo. 

Los radicales obtenidos son equivalentes a los radicales dados. En efecto: 
Expresando los radicales con exponentes fraccionarios y reduciendo estos ex- 
ponentes fraccionarios al mínimo común denominador, tenemos: 


1 6 n 12 - 
У3-3-38-3-У72 

1 4 T 12 ,-— 
8-55 = 512 = V3 У 425 

1 3 a T 
Vi=A=2M=YAV 8 


(2) Reducir al mínimo común índice У 2а, Y 3a?b y X/15a*x*. 
El m. c. m. de los índices 2, 3 y 6 es 6. Dividiendo 6 entre cada índice, ten- 
Уба -У(р =V" 
За? = (Заз —  ?o'b 


dremos: 


a ad? pum =y 1502 R. 
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Reducir al mínimo común índice: 


м5, X2. 5. У5х, X 4Ax?y, X Tab. 9. 
V3, VE, Y5. T. Bah, «Зат. 
V3, УЗ, v8, YT. 8. 4x5 YD, v mf. 12 


Уа, 3V2b, 4Y 5x2, 
Зад, 4X b9, 4Y/ x5. 


Ут, 3N/asx*, 2\/хТу?. 


RADICALES & 423 


8) Lo anterior nos permite conocer las magnitudes relativas de varios ra- 


dicales de distinto índice. 


Ejemplo 
Ordenar У7, V3 y Y 5 en orden decreciente de magnitudes. 


Los reducimos al mínimo común índice y una vez hecho esto. las magnitudes rela- 
tivas de las cantidades subradicales nos dan las magnitudes relativas de los ra- 


dicales: а Е 
4/7 = У7% = V343 
У3- У = 729 


75 = //5# = Vis 
Luego el orden decreciente de magnitudes es УЗ, Y5 y У7. 
EJERCICIO 236 


Escribir en orden decreciente de magnitudes: 


1. Уб, #5, 3. V1L v 43. 


5. X3, V4, V 15. 
2. УТ, УТ. 4. МУЗ, v5, VZ. 6. v3, УЗ, У, 


Свз) REDUCCION DE RADICALES ЅЕМЕЈАМТЕЅ 


Los radicales semejantes, o sea los radicales del mismo grado que tie- 


nen igual cantidad subradical, se reducen como términos semejantes que 
son, hallando la suma algebraica de los coeficientes y poniendo esta suma 
como coeficiente de la parte radical común. 


Ejemplos 


da 3V 2+ 5V 2-2 (34-5) 2-48 V2.) R. 
0)9У3-11Уз-(9-11)У3--21У3./ R. 

8) 4У2-7У2:-У2-14-7-1)у2--2 VŽ. R. 

a) $47-i 7=(5-3)У7 =- 5(V7) R. 

6) W 2-i 2+ N 2272, R. 

6) 3a 5— bv 5+ (2b —3a)/ 5 = (3а — b + 2b— За) У5 = \/5.) R. 
ЕЈЕКСІСІО 237 


Reducir: 
1. T7V2-15v2. 4. У2-9У2-30у2-40У2. 
2. 4V3-20V3+19V/3. 5. $v2-4v3. 


3. У5-22у5-8у5. 6. $v3-v3. 
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7. 2У5-1У5-4У5. 11. (x—1)V3-(x—3) V 3--4 V3. 

8. 1V345vV3-1v3. 12. 12-32-22. 

9. av/b—3av b--Ta Vb. 13. 12-12-42. 

10. 3xVy+(a—x) Vy—2x VY. 14. xYVa—(a-2x)YVa7+(20-3x) Va. 


OPERACIONES CON RADICALES 
I. SUMA Y RESTA DE RADICALES 


REGLA 


Se simplifican los radicales dados; se reducen los radicales semejantes 
y a continuación se escriben los radicales no semejantes con su propio signo. 


| Ejemplos. (1) Simplificar 2/450 +9 W12—7 V 48 — 3 V 98. 
Ejemplos Simplificando, tendremos: 
| Ejemplos | 2 vV 450 = 2 V 2.325 =30 VŽ 
9/12 =9V 3 =18 V3 ) 
7У48 -7У243-28У3 
3У98 -3У27-21У2 


Entonces: 
2 У 450+ 9 V12— 7 V48— 3 V98 230 V2 4-18 /3—28 V 3— 21 V2 
—(30—21)V2-4-(18—28)V3-—9 v2—10 v3. R. 


(2) Simplificar 1У80-1У63-1 1180. 

2/80 € =1x4V5= V5 
-21V37 -ix3V7-iV7 
e ab 


Entonces: 


80-2У63-1У180-45-1У7-1У5 
-(1-21У5-1У7-1У5-17. R. 
(3) Simplificar VEL VE. VIT 


Hay que racionalizar los denominadores: 


М =v% = 
Vi evt 
VE 29 


ppp 
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Entonces: 


б. a pd 3 2 53 оер 
У1-у 4 у1-1ү1-1ү/541У3-1У3-1У5 R 


(4) Simplificar 2W2ab? + V 18а? — (a + 2b ) V Ža. 
2 V 2ab? = 2b V Ja 
М 18a? = За Уда 


Entonces: 
2 У аЬ? + У 180° — (a + 2b) V2a = 2b Уа + За V 2a — (a + 2b) Уа 
—(2b--3a—a —2b) V 2a = ?a(V 2o.) R. 
NOTA 


Radicales no semejantes no se pueden reducir. Para sumar radicales no seme- 
jantes, simplemente se forma соп ellos una expresión plgebraico que los 


contenga a todos sin alterarles los signos. Así, la suma de УЗузу5 
2-2У3-3У5. 
MW EJERCICIO 238 
Simplificar: 
М5 — У?7 — v20. 1 
“ДТ, Ж A 
VITE + V283 — V/63 — 24/75. лы кан үл 
- == € 5 8 1 
V50 — 2 \/259 + 3 V405 — 3 V500. 10. S/Z- /#* - s / LaL. 
1 V/450 — 4 V320 + 3 V80— 5 v/800. "^ : 
11. 5У188-3./3-5998-/1. 
Бу12-118-1 VB +2vV72. ї z 5 
18. 2/700 — 15/1 e 4/3 — 59/1. 
ч * VIT6 —2 V45 i У820--2 V2T5. 
4 13. V25ax? + У 496 — Y Jax?. 
2v147 — + V/T00-- 2. 5 V88 ++ 5 V2187. 14. 9V/m?n — V 9m?n + V16mn? — Vámn?. 
1 


15. av 320x — 7 V 5a?x — (a — 4b) У 5x. 
CEN 16. V3x —9-- Vdx —4 - 5 Vx — T. 
17. 2Уаїх +За%у— c? V 9x 27 + V/25afx + Тба%у. 


18. 3a / 3. -Via + 4+ (а + 1) / 
19. (a — b) / EE — (a + Ьу ү/ © + (да — 20) / 


(5) Simpiificar 3% 108 + — т. / 625 5+- VI 7155—43/32. 


Simplificando: 


34/108 = 3V 2.3 9 V/4 
ix 2.4 2-4 
0 65 -1,95.5-195 


4/ 1715 = 395 78- 45 
У32 = 42 .2:—8Y4 


JS Pp o5otitu 
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Entonces: 
3:108 -- 625 +: 1715 —4V/32- 9 / 441454 /5— 8/4 


42V 5 R. 


(6) Simplificar у? e Y yz 


Hay que racionalizar los denominadores: 


8/3 _3/3_3/3.2_1 

a ныг 

s/2 т. ш 2 AO 

Ue a уе 

3 а йл 

- o 2 + m 
Entonces: 


91-91402-146-14641412-146--1412, R. 


В EJERCICIO 239 


Simplificar: 
454-4/24-4 16. 8. 12252555 
9/40-4-4/1099--4/ 685. d.t . 
23/250 — 43/24 — 63/16 --X/2187. 9. 6431-43-23. 
5x/48 —33/3645 — 23/384 -- 44/1715. T 

10. З 

V81—3/815 4-/686-4- 23/618. TOL ev aw. 
1y91—3 V81--5- 315—138. п. 2ут5+2У2 +11201. 


5—24/192 YN 1536. 12. 34/—24—4Y —81— Y —375. 
13. 44/—820—10/—40 —23/—54 -- 3Y — 1024. 


14. 39а? — bX/128 4- (4b — 3a) 4/2. 
15. ax/250b —X/3ab3 — 54/2a3b -- 3 b X/3a. 


ll. MULTIPLICACION DE RADICALES 


MULTIPLICACION DE RADICALES DEL MISMO INDICE 


REGLA 

Se multiplican los coeficientes entre sí y las cantidades subradicales 
entre sí, colocando este último producto bajo el signo radical común y se 
simplifica el resultado. 


т ® p у н 
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Vamos a probar que a V m x b Y x —ab V mx. 


: (1) Multiplicar 2/15 por 3 V 10. 
Ejemplos 2v 18x 310-2 х 3 V 18X 0— 67150 
=6\/23.5# = 30/6. R. 


(2) Multiplicar AZ] por 343 


m EJERCICIO 240 


V3xv$. 6. хуУЗах Уа. п. 845 x - X15 x 44/20. 
5 V21 x 2 V3. 7. 5У12х3У75. u keV JE 
¿VIEx 221 8. 34948 x 83/ Sab. : А 2 E 
Via х v3. 9. 8V8x VIE x2 85. xdi dcc 


5 7 1 2 8 1 x 
5916 х124/50. 10. 1У21х-4448х--У28 14 i /Ixe/-. 


($92) muLTIPLICACION DE RADICALES COMPUESTOS 

El producto de un radical compuesto por uno simple se halla como 
el producto de un polinomio por un monomio, y el producto de dos radi- 
cales compuestos se halla como el producto de dos polinomios. 


| Ejemplos | (1) Multiplicar Зух —2 por Ух. 


(2) Multiplicar 3У2-5У3рог4У2-У3. 


3У2- 5v3 
4У2 + УЗ 


12У2-20У6 
+ 3У6— 5 У 32 


04—17 У6— 15 = 9 — V M R. 
(3) Multiplicar V x 1--2v x por 3 V xt 1— Ух. 


Мх+1 +2Vx 
3Vxtil - ух 
ЗУ(х-18 +6V x2 + х 

= VEF =V 


3x--3--5VxiTx—2x2 x*3-5Wx*- x R. 


эи л» 6 н о 


$c mon 
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> EJERCICIO 241 


Multiplicar: 
vV2—v3 por VŽ. 10. J/2—3V3-- V5 por v24 2V3— v5. 
1У5--5У8 por 2v3. П. 2/3—V6-- V5 por V3+vV6+3V5. 
2V3-4-V5—5v2 por 4.15. 12. Va+va+1 por Уа-2Уа41. 
v2—v3 por V2+2vV3. 13. 2V/a—3va—b por 3Уа--Уг-56. 
У5--5У3 por 2V5+3 V3. 14. V/1—x*- x por 2x - V1—x*. 
3УТ-2У3 por 5у3+4У7. 15. VaF1I4+vYa=1 por Ма+1+?Ма—1. 
Va—2Vx por 3va-- vx. 16. 2VxF2-2 por VXxF2-3. 
ТУ5-11У7 por 5У5-8УТ. 17. 3V/a—2va-x por 2уа+Зуа+х. 
У2-У8-5 por V2— v3. 18. Va+x—va=x por vatx—-2va-x. 


бээ) MULTIPLICACION DE RADICALES DE DISTINTO INDICE 


REGLA 
Se reducen los radicales al mínimo comün índice y se multiplican 
como radicales del mismo índice. 


Ejemplo 
Multiplicar 5 V 2а por Y 4a?b. 


Reduciendo los radicales al mínimo común índice (387) , tendremos: 
5У 2а=5 1 (2а)? = 5Y 8a? 
Y Да?Ь = Y (4a?b)]? = Y l6a!b*. 
Entonces 5V 2a Х Y 4a?b = 5 У 8a? x Y 16a*b? = 5 Y 128755. 
-5428.2.08.а.58--100/2055 R, 
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Multiplicar: 
Vx x 2x2. 5. /25x3y9 x V125x7. 8. v9xxYVdxxs, ue 
3 V/2ab x 4/8a?. 2 1 a TE 3. f. 9 We 
4/9х5у х%/81х5. 6. g Vam” xcv 16mn. 9. i -Х . e 
Уа??? x 2x/3a3b. T. V Ex hx. 10. сүйх EE х 3/243. 


Ill. DIVISION DE RADICALES 


бъ) DIVISION DE RADICALES DEL MISMO INDICE 


REGLA 
Se dividen los coeficientes entre sí y las cantidades subradicales entre 


sí, colocando este último cociente bajo el signo radical común y se sim- 
plifica el resultado. 
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n n a "т 
Vamos a probar que aV mt bVx-, a 


En efecto: El cociente multiplicado por el divisor reproduce el di- 


videndo: 


Ejemplo 
Dividir 2 Y 81x? entre 3 Y 3х2. 


Re T 
29 810 IZ 2 =y IESi yE 88-09 38. R. 
I- EJERCICIO 243 
Dividir: 
1. 4v6-2v3. 4. У75х2у3--5уЗху. 7. 4хуах2--2 ах. 
2. 2v/3a--10va. 5. 33/16a5--4/2a?. 8. EY Ax 


8. LV8xy ух. 6. Ie 2723 LL. 


бээ) DIVISION DE RADICALES DE DISTINTO INDICE 

REGLA 

Se reducen los radicales al mínimo comün índice y se dividen como 
radicales del mismo índice. 


Ejemplo Dividir Y 4a? entre Y 2a. 
VI = V (Aat = V 25605 
2a У 


= V (2a)? = v 8a 
м /256a Р 
Entonces: Y 4a? — 2а 698 + Y Ba 3 = ёл = Vau R. 
I|». EJERCICIO 244 
Dividir: 

1 Y2=v2. 5. Y 5m?n + X/m*n*. 
2. VIx=V3x2. 6. VI8x5y*25 -+ У3х2у227, 
3. X 8a3b — Y 4a?. 7. NY83m*-—-Y 27m2?. 
4. Lva+-y10x. 8. fV4ab + Уа 


430 € ALGEBRA 


IV. POTENCIACION DE RADICALES 


REGLA 


Para elevar un radical a una potencia se eleva a dicha potencia el coe- 
ficiente y la cantidad subradical, y se simplifica el resultado. 


Vamos a probar que (aV b)" =a" Y b». 


КУК, 


En efecto: (a Vb)" = (abs) T= ar pa 


2 (1) Elevar 5У2 y 4V3 al cuadrado. 
Ejemplos (5V2)? = 5.7 = 25.2= 50. R. 
(4V3) = 42.32 =16.3=4. R. 


Obsérvese que la raíz cuadrada y el exponente 2 se destruyen. 


(2) Elevar 4х2 al cubo. 
ax ) = (4x3 i = N/ 64x8 = 0772.25. x.x = 2x Vx, R. 
(3) Elevar al cuadrado v/5 — 3 VŽ. 
Se desarrolla como el cuadrado de un binomio: 
0У5-3-/27-(Уу5р-2у5хХ3У2-(3У2Р 
=5—6У10+18= 23 — 63/10, R. 


> EJERCICIO 245 


Desarrollar: 

1. (4v3y. 4. (2/1). 7. (W8iab»s, 10. (2VxFI2 

2. (23y. 5. (34 2а2%)* 8. (918). 11. (8Vx—ay. 

3. (БУТ). 6. (Y 8x3), 9. (4aV2x). 12. (4x/9asbiy. 
Elevar al cuadrado: 

13. 2-3. 16. 5УТ-6. 19. Уахї-уа-1. 
14. 424 v3. 11. ух-ух-1. 20. 2У2х-1-У2х-1. 
15. У5-УуТ. 18. VxFI-4vVx. 


V. RADICACION DE RADICALES 


REGLA 


Para extraer una raíz a un radical se multiplica el índice del radical 
por el índice de la raíz y se simplifica el resultado. 


VA - VE 


a L 3e. »x. 


Vamos a probar que 


m/n — 
En efecto: Y ví 
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E jemplos (1) Hallar la raíz cuadrada de X/ 4c?. 
М X 4g? = X 4а? = Ya = Ў 20, R. 


(2! Hallar la raíz cúbica de 5 V 5. 


Como el coeficiente 5 no tiene raíz cúbica exacta lo introducimos bajo el signo 
de la raíz cuadrada y tendremos: 


У5У5-45.5-495-5 R. 


|! EJERCICIO 246 
Simplificar: 
1. уа 4. УУЗа. 1. v Y 35a. 10. Y vatb*. 
2. УУЗ. 5. v Y dal 8. Vv 27a: 1. VY x. 
3. Yv8l. 6. v2v32. 9. УЗУЗ. 12. v (a4 by. 


YI. RACIONALIZACION 


RACIONALIZAR EL DENOMINADOR DE UNA FRACCION es con- 

vertir una fracción cuyo denominador sea irracional en una fracción 
equivalente cuyo denominador sea racional. 

Cuando se racionaliza el denominador irracional de una fracción, des- 
aparece todo signo radical del denominador. 

Consideraremos dos casos: 


(899) caso ! 


Racionalizar el denominador de una fracción cuando el denominador 
es monomio. 

REGLA 

Se multiplican los dos términos de la fracción por el radical, del mis- 
mo índice que el denominador, que multiplicado por éste dé como produc- 
to una cantidad racional. 


Ejemplos 


(1) Racionalizar -el denominador de 2 
х 


Multiplicamos ambos términos de la fracción por V 2х y tenemos: 
У2х У?х Ух 3 27 
3 „=... = 3 У2х - 3 У2х A EEG 
мх У2х./2х v2.6 2x 2x 


2 
(2) Racionalizar el denominador de ; 
V 9a 
El denominador Y 9а = Y 37.a. Рага que en el denominador quede una raíz 
exacta hay que multiplicar Y 35.а рог Y 3a? y para que la fracción no varíe 
se multiplica también el numerador por # 3a*. Tendremos: 


2 узе 2035 20438 2 
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5 
3428 


(3) Racionalizar el denominador de 


Se multiplican ambos términos por Y 2. x? porque esta cantidad multiplicada 


por Y 2х°, da una raíz exacta y tenemos: 
2i. 59m ER S987. 
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V3 


5 


T 


v2 


Racionalizar el denominador de: 


5. BE. Xo 6-7. d 
4V5 Ха? єда Vix 

b col & * ке ‘H ioo g 
м 2ax Y Ux 5X 3x Y Ba! 


EXPRESIONES CONJUGADAS 


Dos expresiones que contienen radicales de 20. grado como Va ^ v b 
y Va ^Vhb oa * Vb y a ^Y b, que difieren solamente en el signo que 
une sus términos, se dice que son conjugadas. 
Así, la conjugada de 3 VŽ -У5 es ЗУ? * v5; la conjugada de 4 ^3 V5 
es 4 +3 v5. 
El producto de dos expresiones conjugadas es racional. Así, 


(312 -V5)(3 VZ +V5)= (3 V2) — (V5) —18 ^52 13, 


(401) CASO 11 


Racionalizar el denominador de una fracción cuando el denominador 
es un binomio que contiene radicales de segundo grado. 


| Ejemp los | (1) Racionalizar el denominodor de 


REGLA 


5 
= meee эн — (8х7 R. 
3 22 3 Yx. VBL 3VBXE 32x бх 


Se multiplican ambos términos de la fracción por la conjugada del 
denominador y se simplifica el resultado. 


-У2 


ví 


245 


Multiplicando ambos términos de la fracción por 2 — 5 У? tenemos: 


4-V2  (4-V2)(2-5V2) 8-22У2410 18-2 V2 


2-5V2 (2-5У21(2-5У2) -lsvar — 
SER... ou 
- eT = (simplif.) = e 7 23 


4—50 


9-1) Y2 n"v2-9 


Como el denominador — 23 era negativo le cambiamos el signo al numera- 
dor y al denominador de la fracción. También podía haberse cambiado el 


signo del denominador y de la fracción y hubiera quedado — 


9-11 v2 


23 
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У5-2У7 
4У5-3У7 
Multiplicando ambos térmiros por la conjugada del denominador, tenemos: 
V542V7  (V542V744V5-«3V7) (0-11У35-42 
4У5-3У7 (4У/5-3У7)4У5-3У7) (4У5Р-13У7Р 
2 62-11У 35 /62411У35 


(2) Racionalizar el denominador de 


80 — 63 17 
MW EJERCICIO 248 
Racionalizar el denominador de: 
pr E E m FAY 
14 v3 TvV9—6wv3 2/а+у/х 
2. 5+2У3 8, 4У8-3УТ 14. SE AER. 
4— v3 2V3+3V7 Ух-ух-1 
à 52-55 9 9V2—6vV3 в. Va-cvuti 
УЗ +У5 4у2-3У3 va-cvaci 
4 УТ+2У5 w УТУП УУТ ЗУУР 
УТ-У5- 5УТ-4У11 Vxt2-v2 
b. V2-3v8 11. Vrv 17. Vati-va 
22-У5 т+2У10 мМа+4 + va 
6 19 9v3—3v2 Va+b—vVa—=b 
| 5vV3-4v8 6-У6 06 Va+b+Va=b. 


402) Para racionalizar el denominador de una expresión que contiene tres 
radicales de segundo grado hay que verificar dos operaciones como se 
indica en el siguiente 


Ejemplo Racionalizar el denominador de 


vV2—wv5 


V24 vV5— vé 


Consideremos el denominador como un binomio (М2 + У5) — V6. Se multi- 
plican los dos términos de la fracción por la conjugada de esta expresión que es 
(М2 +5) + V6 y tendremos: 

V2— V5 (V2— Уз \(У2+ V5+ У | 


V24Vs—Va (Мф Vs— Vellv24 V5+ Ve) 


_ 2Va-V30-3  2V3— V30-3 
(Маъ VsP—(lVeR 1+2 УТО 


(multiplicando ambos términos nuevamente por la conjugada del denominador) 
 (2V3-V30-3)(1—2 Vi0) 22 V3-5V30-34+6V10 
7 (142V1000—2 710) — 1— 40 
22V3—5V30—3-6V10 3—6 У10+5 V30—22 V3 
—39 39 
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Racionalizar el denominador de: 


" v3 | 4 2— v3 ч Уб+УЗ+УЗ 
уУ2-уУ3-у5 | 24+V3+vV5 У6б-уЗ-у2 

2. у | 4 УЗ-у5 4 УЗ у5 | 
УЗ-у3-у6 ` м -У3-Уу5 УЗ-У5-У10 


(403) DIVISION DE RADICALES CUANDO EL DIVISOR 
ES COMPUESTO 


Cuando el divisor es compuesto, la división de radicales se efectúa ex- 
presando el cociente en forma de fracción y racionalizando el denominador 
de esta fracción. 


Dividir V/3-- V.S entre 2V3— V5. 
мн: 
2У3-У5 
_ (Уза 05) (2 V3 V8) 1+3 У15 


~ (2vV3—- V8) V34 V5) _ 7 


Ejemplo 


(V34- V5) i2 V3— У51= 


© EJERCICIO 250 

Dividir: 

v9 entre V2+vV3. 

УЗ entre УЗ-2У5. 
2-У5 entre 1— V5. 
V2+vV5 entre VŽ- V5. 


2У3-4УТ entre УЗ--УТ. 
У0-245 entre 9У6-У5. 
5V2--3V 3 entre 3У9-4Уу3. 
vV7—2V11 entre 2УТ7--У11. 


po. na 
Фотог 


RESOLUCION DE ECUACIONES CON RADICALES 
QUE SE REDUCEN A PRIMER GRADO 


(404) Vamos a estudiar la resolución de ecuaciones en las cuales la incóg- 
nita aparece bajo el signo radical. 


Ejem plos (1) Resolver la ecuación У 4х2 — 15 — 2x = — 1. 
Aislando el radical: V 4x? — 15 = 2x — 1. 


Elevando al cuadrado ambos miembros para eliminar el radical: 
== ——— у A CASA — 44 P ber ыы 
х ^ (4х — М 5)? = " (2x— pg Ж а H ces do = 4x? "— EME MV 


Suprimiendo 4x* en ambos miembros: 
—15=—4х +1 
4x = 16 
х= 4. К. 


ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON RADICALES @ 435 


(2) Resolver la ecuación М 74 мх – 1 == 5, 
Aislando un radical: Yx+4=5-vVx=1 
Elevando al cuadrado: (Vx + 4) = (5 – Мх = i} 
osea х +42 52-2 х 5ух 1 + У[х = 1) 


Efectuando: x+4=25-10Vx-=T1+x-=1 
Aislando el radical: x+4-25=x+1=-10Vx=T 
Reduciendo: -20--10Ух-1 
20—10vx—1 
Dividiendo por 10: 2-Ух-1 
Elevando al cuadrado: 4zx-—1 
х==5.. R, 


(3 


— 


Resolver la ecuación МЕЛЕ Vx 1=2VHF2=0. 


Aislando un radical: Vxt74-Vx—lz2vx-c2 
Elevando al cuadrado: у(х +7) +2 (Ух +7) (мх 1) + V(x—1)* =4(x+2) 


Efectuando: x+7+2Vx+6x—7+x—1=4x +8 
Aislando el radical: 2V x3 + бх —7 =4x+8=x—7—x+1 
Reduciendo: 2v x* + 6x—7=2x+2 


Dividiendo por 2: Vx Téóx—7-—x-T1 
Elevando al cuadrado: х2+6х—7={(х+1)? 
osea х2 + 6х7 = х? + 2х + 1 


6х – 2х=7 + 1 

4х = 8 

х-22 В, 
EJERCICIO 251 
Resolver las ecuaciones: 
Vx=8=2. 11. V5x—19—vV5x=-1. 
5-У8х-41-0. 12. Vx=2+5=vVx F53. 
14-3 5x 3-9. 13. VIx—14=3Vx+10-4. 
vV/9x? — 5 — Зх:= — 1. 14 мх = 16 - мх +8 = – 4. 
мх? = 2х +1=9— х. 15. Убх 1+3 = Ух +26. 
15 — 7x —1 = 12. 16. 13— VI3T 4x -2 Vx. 
Vx+Vx+7=7. 17. Ух-44Уух44-:2Ух-1 


3x—5+vV3x-— 14 = 9. 18. У9дх-1-Ух-У16х-1-0. 
vVxT-10-vVx419- – 1. 19. V9x + 10 -2мх + 3 = мх – 5. 
У4х = 11 = 7 мх — 29. 90. У18х-3-У2х-4-9У2х-1-0. 
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21. vV'8x +9 – V 18x + 34 + V2x +7 = 0. 


22. Vx—2— Мх = 5 = Міх — 23. 
23. Vx +6 У9х +70 = – 2 ух +9. 


24. ух =а+мух Ға= У іх — 8а. 
25. Vx—4ab = —2b + Vx. 
26. Ух + 4а – ух Ға Ї=1. 


ECUACIONES CON RADICALES EN LOS DENOMINADORES 


| Ejemplo | 


Resolver la ecuación 


УТх4:41(х-1)-У(х:18 2 
v x*--3x—4—(x—1) =2 
Ух +3х—4— x+1 =2 
Vx + 3х —4 =x+1 
х2 + 3х —4 = х? 2х 41 


Зх – 2х=4 +1 
х= 5 Р. 


Suprimiendo denominadores: 


Efectuando: 


Elevando al cuadrado: 


© EJERCICIO 252 
Resolver las ecuaciones: 


10 8 
1. Vx-VxT5-2——. 6. vVx—3- =\/х+9. 
5 Js Jati 
55 Vx+4 Ух+11 
2. V4x—114+2Vx= Я Te = 2 
V4x—11 мх-2 мх-1 
4 9 
8. Ух-ух-Т----, 8. 2VxT6—vV4x—-3- : 
vx м4х—3 
a Ук-З Ун д VX-2, 2Vx-5 
Мх+4 Vx+13 ` vx42 2Vx-1 
6 6 
5. ———-vVx-t8- vx. . УХҮ14-ух-Т- 
VT x x 10 х+ х = 


'akarief Novgoro: 


NICOLAS LOBATCHEWSKI (1793-1856) Matemá- 

tico ruso. Estudió en la Universidad de Kazán, de la pens $i ! movib | de v 
que fue posteriormente profesor y Decano de su Fa- dades que se | ene intacta por más de 22 siglos. 
cultad de Matemáticas y Rector. Lobatchewski сот- Puede considerársele el precursor de la teoría гн 
bate la idea que del espacio tiene Kant, y establece Іа relatividad y de las geometrías по eucl f 


CANTIDADES IMAGINARIAS ean XXXII 


бов) CANTIDADES IMAGINARIAS son las raíces indicadas pares de canti- 
dades negativas. 
Así, v —1, У-3, Y/—8 son cantidades imaginarias. 
Cantidades reales son todas las cantidades, racionales o irracionales, 
que no son imaginarias. 


UNIDAD IMAGINARIA 


La cantidad imaginaria у- 1 es llamada unidad imaginaria. 


NOTACION 
La unidad imaginaria se representa izv-1. 
por la letra i. Por tanto, 


En Electricidad, v — 1 se representa por j. 


POTENCIAS DE LA UNIDAD IMAGINARIA 
Vamos a hallar las potencias de v —]1. 


(V=1) =v=1. qe 
(v—iy =-1. 2-1 
(V—1p-(V—-1Pxv71 -(-1ї)хуУ-1--у-1,) R=-y=1 
(V. —1y -(у-1ух (М—1ў =(-1)x (-1)=1. й =] 
(V—ly-z(v-lyxv-1 =1xvV-1 =v-L i --—T 
(V—1y -(v—1y x (V-1y =1x (-1) =—1, etc. #=—1 etc. 


437 
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Véase que las cuatro primeras potencias de У-1 son v -—1, —1, 
— v — 1, 1 y este orden se continúa en las potencias sucesivas. 


IMAGINARIAS PURAS 

Toda expresión de la forma У —« donde n es par y —a es una canti- 
dad real negativa, es una imaginaria pura. Así, v —2, v 5 son imagina- 
rias puras. 


810) SIMPLIFICACION DE LAS IMAGINARIAS PURAS 
Toda raíz imaginaria puede reducirse a la forma de una cantidad real 
multiplicada por la unidad imaginaria v — 1. 


En efecto: 
Уу-ф = у? х0 Т) = у хуУ-1-5У-1 = bi, 
V=4 =v1 Х(-1-у4 xv-1-2v-1 =, 


У-8 =/8 X(-1-V8 хуУ-1-У3.У-1-1/3 
У-8 2V8 X(-Ij- V8 xv=1=V2%.2xvV=1=2V2.V=1=2 V2j 
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Reducir а la forma de una cantidad real multiplicada por У-1 o г: 


1. Y—a?, 4. V —81. T. 7—10; 10. 4-4. 
КУ се B: ZE & хл, 11. == 
3. 87-09, 6. Зу. 9. 3/97. 12. уа 6, 


OPERACIONES CON IMAGINARIAS PURAS 


811) SUMA Y RESTA 


Se reducen a la forma de una cantidad real multiplicada por v —1 y 
se reducen como radicales semejantes. 


> (1) Simplificar У = 4+7 — 9. 
Ejemplos V=4=V4X1=)=2V=1. 
v—$-2V9x([-1)23V-1. 


Entonces: 


V=4 + V=9=2V=14+3V=1=/(24+3)V=1=5V=1=5, R. 


(2) Simplificar 2У-436-У-025-У-12 
2vV—3622.6V—1 -12У-1. 
v —25-5wv-—1. 
М= 12 = У12.у —122v3.v —1. 
Entonces 
2V —36 -V —25 +V —122 12 V —1—5 V. — 142v 3v -1 
-2(12—542V3)vV—712(742V3)V-1217*2V3]i R. 


CANTIDADES IMAGINARIAS @ 439 
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Simplificar: 
1. У-4-У-16. 5 2V-—a*- v —ai 4 у = а. 
2. v—235--v —81— v 49. 6 уУ-18-Уу-8-2У-030. 
3. 2У-9-3У-100. 7. зу-20-2у-45-3У-125. 
4 3vV—641—5v-—49--3v —121. 8. уа 4v — Jai — 3 v — 4a*. 


(3) MULTIPLICACION 


Se reducen las imaginarias a la forma típica a V — 1 y se procede como 
se indica a continuación, teniendo muy presente las potencias de la unidad 
imaginaria (408). 


| Ejemplos | 
(1) Multiplicar V=4 por У — 9. 


М=4х V=9=2V=1x3V=1=2.3(V=T1*?=6x([-1)=-6. R. 
(2) Multiplicar У — 5 por У — 2. 
C5x У-2-у5.У-1ху2-У-1 
-шУ10|(У-1ө -у10х(-1)-2- "0, R. 
(3) Multiplicar V — 16, V —25 y У — 81. 
v— 16X № 25 Х “С 81 =4у=1х5у=1х9у=1 
=180/V=TPP=180/-V=1)=-180V=1=- 1802 R. 
(4) Multiplicar V —9 +57 — 2 por v —4—2v —2. 


Se reduce a la forma a V — 1 cada imaginaria y se multiplican como radica- 
les compuestos teniendo muy presente que (М — 1 ? = — 1: 


3 У-1 + 5v2.vV—1 
2У-1 —2v23.v-1 
s(v=1*+10V2(V=1P 

— 6У2|/У-18-20|У-1р 


6(—1)-4vV2(—1)—20(—1)2 —6—4vV2420— 14— 4 № og 
E EJERCICIO 255 
Multiplicar: 
1. y/—16x v-—25. 8. /—49x V—4x v —9. 
2. V/—8I x v — 49. 9. /—2x3v-—5xv-—10. 
3. 5v —306 X4 v — 64. 10. /—1i2xv-231xv-—8xv 50. 
4 v/—-3xv-2. 11. —5v-xx3v-). 
5 2/—5x3v-1. 12. (V= + v —9)(v —35 - v 16). 
6 /—3xv-75. 13. (/-243v-—5)2vV-2-—-6v-5) 
T. 2V/—'Tx3v 28. 14 (2у-2-5У-3)/(Уу-32-4У-3) 
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(13)bivisioN 


Se reducen las imaginarias a la forma a V —1 y se expresa el cociente 
como una fracción, que se simplifica. 


(1) Dividir V — 84 entre V —7. 


Ejemplo МЕШ VELV-Y V8 fM аж ул, 
МЭТ o vV7.vV—1 му - ` 


М — 1 se cancela en el numerador y denominador igual que una cantidad real. 
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Dividir: 
1. V-16=vV-4. 4. У-90-4-6. 7. 2У-18-4-06. 
2. V-10=vV-2. 5. vV—150—- v – 8. 8. У-315--У-1. 
3. V-81=vV-3. 6. 10V —36 -5 v —4. 9. vV—21-Y—3. 
10. Y— 300 = Y — 12. 


CANTIDADES COMPLEJAS (1) 


CANTIDADES COMPLEJAS son expresiones que constan de una par- 

te real y una parte imaginaria. 22 

Las cantidades complejas son de la forma a+b У —1, o sea а + bi. 
donde a y b son cantidades reales cualesquiera. 

Así, 2--3 V —16 2--83i y 5—6V —1 ó 5— 6i son cantidades complejas. 


(415) CANTIDADES COMPLEJAS CONJUGADAS son dos cantidades com- 
plejas que difieren solamente en el signo de la parte imaginaria. 
Así, a +bV—1 y a —b v —1 son cantidades complejas conjugadas. Del 
propio modo, la conjugada de 5 —2 V=] es 5 +2 VI. 


OPERACIONES CON CANTIDADES COMPLEJAS 


(ne) SUMA 


Para sumar cantidades complejas se suman las partes reales entre sí y 
las partes imaginarias entre sí. 


(1) En las notas sobre el Concepto de Número que aparece en el Capítulo preliminar, 
vimos cómo el campo de los nümeros se ampliaba a medida que lo exigían las necesidades 
del cálculo matemático. Ahora, llegado a este nivel de conocimientos, introducimos un nuevo 
ente numérico, el nümero complejo, que está formado por un par de nümeros dados en 
un orden, en el cual uno es real y el otro puede ser imaginario. 

Aun cuando haya antecedentes históricos muy remotos del origen de los nümeros 
complejos, se tiene como verdadero precursor de la teoría de estos nümeros a Bombelli 
(siglo. XVI, italiano). Más tarde, Descartes llamó número imaginario al número no real com- 
ponente de un complejo. Sin embargo, a pesar de haberse desarrollado toda una teoría sobre 
los nümeros complejos, éstos no adquirieron vigencia en las matemáticas hasta que Euler no 
sancionó su uso. Pero quien más contribuyó a que los nümeros complejos se incorporaran 
definitivamente a la ciencia matemática fue C. Wessel (1745-1818, danés), que brindó una 
interpretación geométrica de los nümeros complejos. Es decir, tales entes nos sirven para 
representar un punto en el plano. Con los nümeros complejos podemos definir todas las 
operaciones aritméticas y algebraicas; así podemos explicar la extracción de raíces de índice 


par de los nümeros negativos; la logaritmación de nümeros negativos; las soluciones de una 
ecuación de n grados, etc. 
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7 (1) Sumar 2+5V —1y 3—2 V=]. 
| Ejemplos | (24-5V —1) 4(3-2V —11 22434 5V—1-2V—1 
2-(243)-15-214/У-1-5-3У-1-5-3, R. 
(2) Sumar 5—6vV —1, —3+ V=T, 4-8У-1. 


5— 6У-1 
gue МЕТ 
4— 8v —1 


6-13У-1:56-13, R. 
т- EJERCICIO 257 


Sumar: 

24-3vV—1, 5—2v— 1. 
—4—5v—1,—2-48v-—1. 
1-11У-1, 8+7v-—1. 
5-У-1,1-2У-1,9-7У-1. 


3— 2%, 5— 81, — 10 + 131. 

1—1, 4431, V2+ 5i. 
2-У-02,4-4У-4. 

T4 V78, VI-V=3, -44--16. 


Ф ою н 
о чо p 


SUMA DE CANTIDADES COMPLEJAS CONJUGADAS 
La suma de dos cantidades complejas conjugadas es ura cantidad real. 


En efecto: (a+b v — 1) -- (a — b v —1)— (a-- a) (b — b) v — 1 — 2a. 


Ejemplo 50таг5-3У-1у5-3У-1, 
(54«3У4-1415-3У-11:2хХ5:10, R. 


| EJERCICIO 258 


Sumar: 
1. 1-2У-1, 7*2 V—1. 4 —7—5v-1 -1-5У-1 
2. -5-3У-1,-5-438У-1 5. 8-3vV-2 8+3vV-2. 
3. 9-1у3, 9—iv3. 6. V2+iV3, vV2-iv3. 
RESTA 


Para restar cantidades complejas se restan las partes reales entre sí y 
las partes imaginarias entre sí. 


: (1): De 54-7 v —1 restar 442 V — 1. 
Ejemplos (547721) дыы —1) -5-7У71-4-2У-1 
=(5-4)+(7-2)V=1=1+5V=T=1+5i R. 


(2) Restar —3—7 v —1 de 8-11 V —T. 
Escribimos el sustraendo con los signos cambiados debajo del minuendo y 
tenemos: 
8-11У-1 
3-7У-1 
1- 4У=1= 1 —– 4i. R.. 
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De 3-24-1 restar 54+3v=1. 6. Restar 3-50V—1 de 114-80V.— 1. 
De 84-4V/.—1 restar 3-10У-1. 7. De 5—v-—925 restar 3--6i. 

De —1-vV=1 restar —7—8v.—1. 8. De 4+vV—5 restar 24-V/.—3. 
Restar 5-34-1 464-1У-1. 9. Restar V3--6V/.—1 de у2-5У-1. 
Restar 8-7У-1 de 15-4У-41. 10. Restar —74-vV —3 de 8-vV—7. 


Er... V 


DIFERENCIA DE DOS CANTIDADES COMPLEJAS CONJUGADAS / 
La diferencia de dos cantidades complejas conjugadas es una imagi- 
naria pura. 


En efecto: (445У-1)-(4-5У-1)-а445У-1-а45У-1 


2L -2bi. 


. (5--3V 11-153 —1)2(5— 5) - (34-3) V =I 
Ejemplo —6vV-—1-ó., R. 


De 2—v=I restar 2-У-1. 4. Restar —5—V.—2 de —54-V—3. 
De 7-3У-1 restar Т-3У-1. 5. Restar У2-У-43 de У2--У-3, 
рРе-3-1У-1 restar —34+7vV=1. 6. Restar —V5--4v-—2 de —V5—4vV-—2. 


MULTIPLICACION 


Las cantidades complejas se multiplican como expresiones compuestas, 
pero teniendo presente que (Y — 1) =- 1. 


æ EJERCICIO 260 
ї. 
2. 
9. 


Ejemplo 


(1) Multiplicar 34-5V/—T por 4—3 V=]. 
3+ 5y—1 
4— 3У-1 
124-20 —1 
- 9У-1-15(4У-1р 
12-11У4-5Т-415(-1):512-11У7-1-4-15::27--11-7-1, R. 
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Multiplicar: 

3—4v-—1 por 5-3v=1. 
4-1У-1 por -3-2У-1. 
Т-М-4 por 5+V=9. 
8-У-9 por 11+У95. 


34-vV—2 por 5-У-4. 
4-У-43 por 5—v-—3. 
У2-У-5 por vV34-v—3. 
У5-У-43 por У5-2У-43. 


pert 
$9 0$ 
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(82 ткористо DE CANTIDADES COMPLEJAS CONJUGADAS 


El producto de dos cantidades complejas conjugadas es una canti- 
dad real. 


En efecto, como el producto de la suma por la diferencia de dos can- 
tidades es igual a la diferencia de sus cuadrados, se tiene: 
(a b V. —1)(a— b v —1)-a* — (b v 1) = а — [b*( v —1)y'] 
=D] ча ушаны. 


| Ejemplos | 


(8—3/—1)[(8-3/—1j28 —(3V—TP? = 64 +9 = 73. 
(УЗ-5У-1)1У3-5У-1)-(4У38-(5У-127)-3-4025-028. 
|!» EJERCICIO 262 


Multiplicar: 

1. 1—i por 1-4. - 9V3--4i por 2У8-4. 

2. 3-2У-1 por 3-2У-1. 5. 5—v-—3 por 54-V—2. 

8. v2—5i por V2+5i. . —9-V=5 por —9-- V —5. 
(422) DIVISION 


Para dividir expresiones complejas, se expresa el cociente en forma 
de fracción y se racionaliza el denominador de esta fracción, multiplicando 
ambos términos de la fracción por la conjugada del denominador. 


Ejemplo 
Dividir 5+2 V —1 entre 4—3 м — 1. 


542vV—1. (542 V-T] U3 V-T) 20723 V—1—$ 
4—3V =T (4-3V=T1](4+3 V=T) 


42— 3 VET] 
_14+23 4-1 144-23Уу-1 н-28/ 
^ 16+9 7 25 ^ 86 ' 
В EJERCICIO 263 

Dividir: 

1. (1+У=1)+(1-У=1). 4 (8—51) (7-68). 

2. (8-У-1)-(3-У-1) 5. (4+3) + (5—43). 

3. (5-3V=1)=+(3+4vV21). 6. 


(М9 +95) -- (4 V9 — V/—5). 


444 6 ALGEBRA 
REPRESENTACION GRAFICA 


(423) REPRESENTACION GRAFICA DE LAS IMAGINARIAS PURAS 

Para representar gráficamente las cantidades imaginarias se traza un 
sistema de ejes coordenados rectangulares XOX' e YOY' (figura 67) y to- 
mando como unidad una medida escogida arbi- 
trariamente se procede así: 

Las cantidades reales positivas se represen- 
tan sobre el semieje positivo OX, llevando sobre 
este semieje, de O hacia X, la unidad escogida 
tantas veces como unidades tenga la cantidad real 
positiva que se representa. En la figura aparecen 
representadas sobre OX las cantidades reales y 
positivas 1, 2, 3, 4. ` 

Las cantidades reales negativas se represen- 
tan sobre el semieje negativo OX”, llevando sobre 
este semieje, de O hacia X', la unidad escogida 
tantas veces como unidades tenga la cantidad real 

negativa que se representa. En la figura aparecen 
| FIGURA 67 representadas sobre OX’ las cantidades reales ne- 
gativas -41,5-2,--3,-4 

Las imaginarias puras positivas se representan sobre el semieje positi- 
vo OY, llevando sobre este semieje, de O hacia Y, la unidad elegida tantas 
veces como unidades tenga el coeficiente real de la imaginaria pura que se 
representa. En la figura aparecen representadas sobre OY las imaginarias 
puras positivas v —1, 2v —1, 3У-1, 4v —1. 

Las imaginarias puras negativas se representan sobre el semieje nega- 
tivo OY', llevando la unidad elegida sobre este semieje, de O hacia Y', tan- 
tas veces como unidades tenga el coeficiente real de la imaginaria pura que 
se representa. 

En la figura aparecen representadas sobre OY' las imaginarias puras 
negativas — V —1, -2v—1, -3v—1, —4vV—1. 

El origen O representa el cero. 


REPRESENTACION GRAFICA DE LAS CANTIDADES COMPLEJAS 


Vamos a representar gráficamente la cantidad compleja 5 +3У —l. 
Como consta de una parte real 5 y de una parte imaginaria ЗУ — 1, el pro- 
cedimiento consiste en representar ambas y luego hallar su suma geomé- 
trica. (Figura 68). 

La parte real 5 está representada en la figura por OA y la parte ima- 
ginaria 3W—1 está representada por OB. Еп A se levanta una línea AC 
igual y paralela a OB. Uniendo el origen con el punto С obtenemos el 
vector OC, que es la suma geométrica de OA=5 y AC=3V—1. 

El vector OC representa la cantidad compleja 5--3У7-1. 


REPRESENTACION GRAFICA 6 445 


El punto C es el afijo de la expresión 5+3 v — 1. 


El vector OC representa en magnitud el módulo o valor de la expre- 
sión compleja. 

El ángulo COA que forma el vector OC con el semieje OX se llama 
argumento o amplitud. 


En la figura 69 aparece representada en el primer cuadrante la expre- 
sión 6 -- 5 V — 1, su afijo es el punto 4; en el segundo cuadrante está repre- 
sentada —4--3 V —1, su afijo es el punto B; en el tercer cuadrante está 
representada — 6 —5 v —1, el afijo es el punto C; en el cuarto cuadrante 
está representada 4 — 3 W—1 con su afijo en D. 


(425)pLANO GAUSSIANO. UNIDADES GAUSSIANAS 
Podemos resumir lo visto anteriormente de este modo: 


1) Las cantidades reales se representan sobre el eje de las x; sobre OX 
si son positivas, sobre O X' si son negativas. 

2) Las imaginarias puras se representan sobre el eje de las y; sobre OY 
si son positivas, sobre OY” si son negativas. 

3) En el resto del plano que determinan los ejes se representan las 
cantidades complejas; cada expresión compleja tiene su afijo y cada punto 
del plano determina una expresión compleja. 

Este plano ha recibido el nombre de Plano Gaussiano en honor del 
célebre matemático alemán Carlos Federico Gauss, que impulsó en Europa 
este método de representación gráfica de las cantidades imaginarias y com- 
plejas. Por análoga razón, las unidades tomadas sobre los ejes de este plano 
son llamadas unidades gaussianas. 


I| EJERCICIO 264 

Representar gráficamente: 
1. 24+2v=1. 4 Т-8У-1. T. 3-6. 10. -51-6У-1. 
2. —24+3v-1. 5. 1-i. 8. —5+4i. 11. —14—2vV-1. 
3. —4—-5vV-1. . 6 —1-5i 9. 44—7V-1. 12 -10-10. 


пасе hs. 


NIELS HENRIK ABEL (1802-1829) Matemático no- 
ruego. Vivió durante toda su vida en extrema pobre- 
xa. Trató de abrirse paso entre los matemáticos del 
continente, pero no lo logró. Obtuvo con Jacobi el 
Gran Premio de Matemáticas del Instituto de Francia, 


F. rolan d 


u 
2 
a 
Е 
2 


por su trabajo sobre las funciones elí; Fue uno 
de los más grandes algebristas del XIX. Demos- 
tró el teorema general del binomio. Llevó a cabo la 
demostración de la imposibilidad de la resolución de 
las ecuaciones de quinto grado. Murió desconocido. 


CAPITULO 


ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON UNA INCOGNITA 


es toda ecuación en la cual, una 


(426) vez simplificada, el mayor exponente de la incógnita es 2. 


ах Ax? - Tx -- 6 —0 
es una ecuación de segundo grado. 

Ecuaciones completas de 20. grado son ecuaciones de la forma 
ax? + bx +с= 0, que tienen un término en x?, un término en x y un tér- 
mino independiente de x. 

Así, 2x? + 7x — 15 2 0 y x?— 
completas de 20. grado. 

Ecuaciones incompletas de 20. grado son ecuaciones de la forma 
ах? + c = 0 que carecen del término en x o de la forma ax? + bx —0 que ca- 
recen del término independiente. 

Así, х2 — 16 = 0 y 3x? + 5x = 0 son ecuaciones incompletas de 20. grado. 


8х = — 15 о x?— 8х + 15 = 0 son ecuaciones 


427 JACION son los valores de la in- 
cógnita que satisfacen la ecuación. 
Toda ecuación de 20. grado tiene dos raíces. Así, las raíces de la ecua- 
ción x?—2x—3-—0 son x,=3 y x»=—1; ambos valores satisfacen esta ecuación. 
Resolver una ecuación de 20. grado es hallar las raíces de la ecuación. 
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ECUACIONES COMPLETAS 


(428) METODO DE COMPLETAR EL CUADRADO PARA RESOLVER LA 
ECUACION DE 2? GRADO ах? + bx *c—0 


Para comprender mejor este método, 
consideremos primero la ecuación del tipo == 


Podemos escribir esta ecuación del siguiente modo: — АЖ ХЭ-0 


Si observamos el primer miembro veremos que al binomio x?+ bx 


le falta un término para ser un trinomio cuadrado perfecto. Tal término 
es el cuadrado de la mitad del coeficiente del segundo término (2) 
lo que es lo mismo a 

En efecto, formamos así un trinomio cuyo primer término es el 
cuadrado de x; su segundo término es el doble producto de x por = y 
su tercer términọ es el cuadrado de la mitad del coeficiente del segundo 


— b b? : 
término (= р о sea ор Para que no se altere fa ecuación le agregamos 


al segundo miembro la misma cantidad que Ле agregamos al primer 


miembro. 


Así tendremos: — —— -» х2 +0рх «C» = )-с 


En el primer miembro de esta ecuación tenemos un trinomio cua- 
drado perfecto. 


Factoramos: : oOo (x += = qe 


Extraemos la raíz cuadrada j / b b? 
a ambos miembros: — —— — — (+) a * 


Cuando el coeficiente de x* es mayor que 1, el procedimiento es esen- 
cialmente e] mismo, sólo que como primer paso dividimos los tres términos 
de la ecuación entre a, coeficiente de x’. Pondremos un ejemplo numérico. 
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| Ejemplo Sea la ecuación 4x? + 3x — 22 = 0. 


Transponiendo el término independiente: х2 + Зх = 22 


Dividiendo por el coeficiente del primer „б 22 
término: Ft РТ гэ Ч. 
Agregando el cuadrado Loos SX a 22 3 үг 
deso тай дё Si mde (5) UL G) 
3Ys 22, 9 
Factorando el primer miembro: (х Ts. юэ? 64 
Extrayendo la гат 
cuadrada a los dos Зу 2 22 9 
miembros: ————— ( x+ =) = + m а 
Resolviendo: ——— —»^ x+ 3 — 361 
64 
EE 
8 4 
8 8 
3 19 18 ( 
цан ыг 8 m 
3 19 2 3 RA ТЭРЭН 25 
И 3 & 4 E 
DEDUCCION DE LA FORMULA PARA RESOLVER 
LA ECUACION GENERAL DE 2? GRADC ax? - bx +с= 0 
La ecuación es > ах?+Ьх+с=0 
Multiplicando por 4a: > 4a?x? + Aabx + 4ac = 
Sumando b? a los dos miembros: ——————> 4а2х? + 4abx + Acc + b? = b? 


Pasando 4ac al 20. miembro: 


Descomponiendo el primer miembro, 

que es un trinomio cuadrado perfecto: — ——, (2ах 45) = b?-- ас 
Extrayendo la raíz cuadrada a los dos miembros: > ?ах+ b =+ V? — 4ac 
Transponiendo b: 1——————— 3ax--— b: v 62 —4ас 


4a*x? + 4abx + b? = b? — 4ac 


Despejando x: , 


fórmula que me da las dos raíces de la ecuación ах? + bx + c — 0 (porque 
de esta fórmula salen dos valores de x según se tome v/b?—4ac con 
signo + o —) en función de a, coeficiente del término en x? en la ecua- 
ción, b coeficiente del término en x y c el término independiente. 

Obsérvese que en la fórmula aparece el coeficiente del 20. término 
de la ecuación b con signo distinto al que tiene en la ecuación. 
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RESOLUCION DE ECUACIONES COMPLETAS DE 2° GRADO SIN 
DENOMINADORES APLICANDO LA FORMULA GENERAL 

^ ln (1) Resolver la ecuación.3x? — 7x + 2 = 0. 
Ejemplos —b VB dac 


Apli la fórmula x — 
рЇїсато5 la fórmula x ra 


Aquí a = 3, b = —7, c —2, luego sustituyendo y teniendo presente que al sus- 
tituir b se pone con з signo cione. tendremos: 


Entonces: 
a= x, = 2. 
R. 1 
7-5 2 1 "Ts 
UE Haie 


2 y 1 son las raíces de la ecuación dada y ambas anulan la ecuación. 
Sustituyendo x por 2 en la ecuación dada 3x? — 7x -- 2 — 0, se tiene: 


3(22)-7(2)+2=12-14+2=0. 
Sustituyendo x por =: 31:8- 7|- 1+2 = 1-4+2= 0. 


(2) Resolver la ecuación бх — x? — 9 = 0. 
Ordenando y cambiando signos: x? — 6х + 9 = 0. 
Vamos a aplicar la fórmula teniendo presente que a, coeficiente de x?, es 1: 


Entonces x tiene un solo valor 3; las dos raíces son iguales: . 
X; = X3 = 3. R. 

Ææ EJERCICIO 265 

Resolver las siguientes ecuaciones por la fórmula general: 


1. 3x?—5x--2—0. 7. 6x?—x-4-222. 13. 176x=121+64x?. 
2. 4x?--3x —22—0. 8. x+11=10x2. 14. 8x4-5—36x?. 

3. x*--11x——24. 9. 49x?—70x-4-25—0. 15. 21х2-12х-41-0. 
4. х?=16х—63. 10. 129x—7x?--64—0. 16. 15x—25x?--2. 
5. 12x—4—9x?-0. 11. x?——15x—56. 17. 8х2—9х—3=0. 
6. 5x?—7x—90—0. 12. 82х2--18х--1Т::0, 18. 105-x-F2x*. 


(3) Resolver la ecuación (x +4)? —2x(5x—1)—7(x—2). 
Para aplicor la fórmula hay que llevarla a la forma ax? + bx + c = 0. 


Efectuando: х? + 8x + 16 = 10x? — 2x — 7x + 14 
Transponiendo: x? + 8х + 16 — 10x? + 2x +7x—14=0 
Reduciendo: — 9х2 + 17х +2=0 


Cambiando signos: 9х2 — 17x -2z0 


сааж ана. BALOON 19 
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Aplicando la fórmulo: 


Entonces: 


R. 1 
ie] «$ — 1j seo 
"ws 8 9 
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Resolver las ecuaciones siguientes llevándolas a la forma ax?4+bx+c=0 
y aplicando la fórmula general: 


1. х(х+3)=5х+3. 7. T(x—8)—5(x2—1)—x?—5(x4-2). 
2. 8(3x—2)—(x--4)(4—x). 8. (x—5)2—(x—6)?=(2x—3)?—118. 
3. 9x4-1—3(x?—5)—(x—3)(x4-2). 9. (5x—2)?—(3x4-1?—x?—60—0. 
4. (2x—3)*—(x--5)*— —93. 10. (x-F4)9*—(x—3)9—343. 

5. 95(х+2)2=(х—7)2—81. 11. (x+2)3—(x—1)3=x(3x+4)+8. 


6. 3x(x—2)—(x—6)—23(x—3). 12. (5x—4)*—(3x--5)(2x—1) 20x (x—2)4-27. 


430) DEDUCCION DE LA FORMULA PARTICULAR PARA RESOLVER 
ECUACIONES DE LA FORMA х?+тх+п=0 
Las ecuaciones de esta forma como x? + 5x + 6 = 0 se caracterizan por- 
que el coeficiente del término en x? es 1. Estas ecuaciones pueden resol- 
verse por la fórmula general con sólo suponer en ésta que a — 1, pero existe 
para ellas una fórmula particular, que vamos a deducir. 


La ecuación es х тх + аф 
шаг ы п: Ox'*mx--m. 
т? m? 
Sumando = а los dos miembros: х? + mx сг дыг чин n. 
2 2 
Descomponiendo el primer miembro, (x аа 8, 
que es un trinomio cuadrado perfecto: а * 
2 
Extrayendo la raíz cuadrada PET t L. UM 
а los dos miembro: 007 2 4 
5 т m т> 
Transponiendo “рс Mut а 


Obsérvese que m y n aparecen еп la fórmula con signos distintos a 
105. que tienen en la ecuación. 


ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO @ 45] 


Ejemplo Resolver 3х2 — 2x (x — 4) = x — 12 por la fórmula particular. 
Simplificando la ecuación: — 3x? — 2x? + 8х = x — 12 
х +7х +12=0. 
Aquí т —7, п = 12, luego aplicando la fórmula particular: 


жї 


2-7 
Ч ^ 


Entonces: | 7 1 6 
UE Li wm DEL ML. 
1.08 d u=- 
" E тш. 


EJERCICIO 267 
Resolver las siguientes ecuaciones aplicando la fórmula particular: 
, Х5-48Х-02:50. 6. х2—(7х+6)=х+59. 
. Х2-2Х-15-0, 7. (х—1)2+11х+199=8х2—(х—2)2. 
. х2:=19х—88. 8: (х—2)(х+2)—7(х—1)=21. 
. х2+4х=285. 9. 2x?—(x—2)(x4-5)—7(x--3). 
. 5х(х—1)—2(2х2—7х)= —8. 10. (х—1)(х+2)—(2х—3)(х+4)—х+14=0. 


D 

1 

2 

3 

4 

5 
(631) RESOLUCION DE ECUACIONES DE 2° GRADO 
CON DENOMINADORES 


Ejemplo i 7n 


Resolver la ecuación — = — — —. 
x 


Hay que quitar denominadores. El m. с. m. de Зх, 5x? y 60 es 60x". Tendremos: | 
20x = 84 — 11x? 
Transponiendo: 11x? 4- 20x — 84 — 0. 


Aplicando la fórmula se obtiene x, = 2, x% = ~ 3% R. 
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Resolver las siguientes ecuaciones: 


: Sox 8 à A ” х-13 020 10(6x+3) 
5 2 10 "ox ta C "S aee xo o 
— 13 3 6 15 ® 11х--5 — ” х х-2 — 5 
: x 2 "x Т 7 ' x—2 "Id 
x? x 8x 5х-1 4x? 1-3х 20x 
YA. A ЕЕ 7 1 =3. 12. LITT m 
E ЗОВ” ая? xi d 3 
1 2 1 ra Hz 2 1 
Wm uem 2.2075 =L, 13. = —-=0. 
& [ASA EA bo ub mel x — 9x1 6 
1 2x—3  x—2 5х-8 7х—4 
= (x? — 53). 9. 1- = 1 14. - : 
Час b^ Т -4 la 


16. 


mo $5 $$ s 


о ч Ф 
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х+8 _óx—1 r 17 х+4 х+2 1 19 х-1 ” х41 2х-9 

2x-1 4x47 ` x5 x43 24 © 1 o x—l o x43 
1 1 1 9 6 5 

——————. 18. —— = 8—. 20. eN Joe = } 5 

4-х 6 х+1 x?-] х-1 8 x12 х-2 х-1 


(432) RESOLUCION DE ECUACIONES DE 2? GRADO POR 
DESCOMPOSICION EN FACTORES 
Descomponiendo en factores el primer miembro de una ecuación de 
la forma х? + mx - n —0 о ax*+bx+c=0 se obtiene un método muy rá- 
pido para resolver la ecuación. 


3 Resolver х? + 5х — 24 = 0 por descomposición en factores. 
Ejemplo Factorando el trinomio (145), se tiene: 
(х+8)(х—3)=0. 


Para que el producto (х+8)({х— 3) sea cero es necesario que por lo me- 
nos uno de estos factores sea cero, es decir, la ecuación se satisface para 
х+8=0ух—3=0. 
Podemos, pues, suponer que cualquiera de los factores es cero. 
Si x - 8 = 0, se tiene que x —— 8 

y si x — 3 = 0, se tiene que х —3. 
Lo anterior nos dice que x puede tener los valores — 8 ó 3. Por tanto, — 8 y 
3 son las raíces de la ecuación dada. 


\ х; —— 8. 
R. ! Xy = 3. 
Por tanto, para resolver una ecuación de 2° grado por descomposición en fac- 
fores: 
(A) Se simplifica la ecuación y se pone en la forma ?+тх+п=0 o 
ax? 4- bx 4- c — 0. 


(B) Se factora el trinomio del primer miembro de la ecuación. 
( C) Se igualan a cero cada uno de los factores y se resuelven las ecuaciones sim- 
ples que se obtienen de este modo. 
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Resolver por descomposición en factores: 


х2—х—6=0. 9. 60=8х2+157х. es х= M 
x—2 4 
x?--7x—18. 10. x(x—1)—5(x—2)=2. ” 6 E! 
decer cas 1 2 3y2— —80 ' x-4 x 12 
x2—108—3x. 1. (x-2f-(2e3)— 80 ту (x а у уы, 
12 LN э. x—1 La 
274 1940. a x 3 ” "LEN 
6x*=10—11x. 4 Y 
13. х+2 + х 1 19. 4x—1 zs 2x41 
20х2—27х=14. х 2х-8 6х+5 
7x—15—30x?. 4 más ma PELLEM 
3 4 12x 
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ECUACIONES LITERALES DE 2? GRADO 


Las ecuaciones literales de 29 grado pueden resolverse, como las nu- 

méricas, por la fórmula general o por descomposición en factores. En 
muchas ecuaciones literales la resolución por factores es muy rápida, mien- 
tras que por la fórmula resulta mucho más laboriosa. 


| Ejemp los (1) Resolver la ecuación =-2- 1 


Quitando denominadores: t 
3a? — 2x? — ax 
2x* + ax — За? = 0. 


Aplicando la fórmula. Aquí a —2, b — a, c = — За?, luego: 


х = 1 = Ir * х = а 
R. 

| —8a—5a ба з х.2-18. 

шин E ME л 


(2) Resolver la ecuación 2x? — 4ax + bx = 2ab. 


La solución de las ecuaciones de este tipo por la fórmula es bastante laboriosa, 
sin embargo, por descomposición en factores es muy rápida. 
Para resolver por factores se pasan todas las cantidades al primer miembro 
de modo que quede cero en el segundo. Así, en este caso, transponiendo 
2ab, tenemos: | 

2x? — 4ах + bx — 2ab — 0 


Descomponiendo el primer miembro (factor сотбп por agrupación), se tiene: 
2x(x —2a] +6 (х —2a]—0 


о sea "= 2a )(2x +b) 220 
Igualando a cero cada factor, se tiene: 
Si x — 2a — 0, x.—2a. | x= 2а. 
R. 
b b 
2x+b =0, qe | ls == 


m EJERCICIO 270 

Resolver las ecuaciones: 

x?--2ax —35a?—0. Б. х2--ах:-2002, 9. x?—2ax-—6ab —3bx. 
10х2=36а2—3 ax. 6. 9x*—abx--3a?b?, 10. 8(2х°2—тх)+4пх—2ттп=0. 
a*x?-Fabx—20?—0. 7. D?x?--2abx—3a?. ti. x*—a?—bx—ab-—0. 
890x-42x?4- 22b? 8. x*-Fax—bx-ab. 12. abx?—x(b—2a)—2. 


p ANT 
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13. x?—2ax+a?—b?=0. 18. х2--2х--т2--2т. 23. + ый 
Б а-х а+х 

14. 4x(x—b)+b*=4m2, 19. x*--m?x(m—2)—2m*. i 2 а 

15. x?—b?--4a?—4ax-—0. 20. 6x?—15ax—2bx—5ab. |x-l 2(a—2) 
ўе. E 25. 0 8. Ра 

16. x?—(a--2)x— —2a. ъ=” х+-==+ 
2x—b  2bx—b? 2x—b x 9х 

17. х2+2х(4—3а)=48а. = Д __*__®%® 

i "TUR 8х 26. b — xb 45 


ECUACIONES INCOMPLETAS 


Las ecuaciones incompletas de 2? grado son de la forma ах? + c = 0, 
que carecen del término en x, o de la forma ах? + bx = 0, que carecen 
del término independiente. 


(435) ECUACIONES INCOMPLETAS DE LA FORMA ах? + с = 0 
Si en la ecuación ax? + c — 0 pasamos c al 20. miembro, se tiene: 


E. " с 
ах?=—с e x=. x= + жык 
а а 


Si a y c tienen el mismo signo, las raíces son imaginarias por ser la 
raíz cuadrada de una cantidad negativa; si tienen signo distinto, las raíces 
son reales. 

‚ А igual resultado se llega aplicando la fórmula general a esta ecuación 
ах? + c = 0 teniendo presente que b —0, ya que el término bx es nulo. Se 
tiene: 


Ч 2 
| Ej emp los | (1) Resolver la ecuación x? + 1 = А T3. 


Suprimiendo denominadores: 9х2 -- 9 — 7x* + 27 
Transponiendo: 9x2 —7x1—27 —9 
2x3 — 38 
x*—9 
Extrayendo la raíz cuadrada: х= +У9 
х=®3, R: 


Las dos raíces +3 y — 3 son reales y racionales. 


(2) Resolver la ecuación x?+5=7. 
Transponiendo y reduciendo: x?—2 
х=*у2 R. 
Las dos raíces VŽ y --У2 son reales e irracionales. 
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(3) Resolver la ecuación 5x? -- 12 — 3x? — 20. 


Transponiendo: 5х2 — 3х2 = — 20 — 12 
2x? = — 32 
х= — 16 

Extrayendo la raíz cuadrada: x= + V—-16 


x= 14 V—-1= 4418. 
Las dos raíces son imaginarias. 
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Resolver las ecuaciones: 


1. 3x2=48. 9. (2x—1)(x+2)-(x+4)(x—1)+5=0. 
2. 5x2—9—46. UT жий цаг 
ЭРТЭЭЭ” 2x* 6x2 12 
IP 2x-3_ x-2 
4. 9х2—а?=0. M; x—3 х-1 
5. (х+5)(х—5)=—17. á х2—5 48-10 142—1 
6. (2х—3)(2х+3)—185=0. 3 x 15 
х 
7. 3(x+2)(x—2)=(x—4)?+8x. M. AS AR 
3 
ECUACIONES INCOMPLETAS DE LA FORMA ax? + bx =0 
Vamos a resolver la ecuación ax?-- bx — 0 x(ax + b) = 0. 
por descomposición. Descomponiendo se tiene: ” 
Igualando a cero ambos factores: 
E 
a 


Se ve que en estas ecuaciones siempre una raíz es cero y la otra es el 
coeficiente del término en x con signo cambiado partido por el coeficiente 
del término en x?. 

Igual resultado se obtiene aplicando la fórmula general a esta ecua- 


ción teniendo presente que c=0. Se tiene: x EE 
04D * 


y de aquí .» x= —— = 
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E (1) Resolver la ecuación 5x? = — 3x. 
Ejemplos Transponiendo: 5x? + 3x —0 
Descomponiendo: x[5x+3)=0 


Igualando a cero: x=0 
5xT3z0 ^ x= - 


2 E] 
Las raíces son 0 y m R. 


5x-r2 
(2) Resolver la ecuación 3x—1— * 2 
A=2 
Quitando denominadores: (3x—1)[x—2)—5x-2 
З —7x-F2-—5x-F2 
Transponiendo y reduciendo: 3? — 12x—0 
Descomponiendo: 3х(х—4) = 0 
Чеш ү US x-i- 0 
х-4:510 . x=4 
Las raíces son O y 4. К. 
© EJERCICIO 272 
Resolver las ecuaciones: 
1. x?=5x. 5. (x—3)2—(2x+5)2=—16. 
х? х-9 3 
2. 4x2— —32x. 6. == = z 
3. 3490-82-45, 7. (4x—1)(2x-H3) (x3) (x1). 
4. 5x?--4—2(x 3-2). 8. х+1 _ xt4 2 
Х-1 x-2 


(437) Ecuaciones CON RADICALES QUE SE REDUCEN 
A 2° GRADO. SOLUCIONES EXTRAÑAS 


Las ecuaciones con radicales se resuelven, como sabemos, destruyendo 
los radicales mediante la elevación de los dos miembros a la potencia que 
indique el índice del radical. 

Cuando la ecuación que resulta es de 20. grado, al resolverla obten- 
dremos las dos raíces de la ecuación, pero es necesario hacer la verificación 
con ambas raíces en la ecuación dada, comprobar si ambas raíces satisfacen 
la ecuación dada, porque cuando los dos miembros de una ecuación se 
elevan a una misma potencia generalmente se introducen nuevas soluciones 
que no satisfacen la ecuación dada. Estas soluciones se llaman soluciones 
extrañas o inadmisibles. 
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Por tanto, es necesario en cada caso hacer la verificación para aceptar 
las soluciones que satisfacen la ecuación dada y rechazar las soluciones ex- 
trañas. 

Al hacer la verificación se tiene en cuenta solamente el valor positivo 
del radical. 


Ejemplo 
Resolver la ecuación V 4x — 3 — Vx —2= У Зх — 5. 


Elevando al cuadrado: 


An 2) 


м 4x? — 11x+6+x-—2=3x— 5. 


4x-—3—2 


o sea 

Aislando el radical: —2v 4d — 1х +6 = 3х — 5 – 4х +3 — х 2. 
Reduciendo: —2v 48 – 1х +6 = – 2х 

Dividiendo por — 2: 4х2 — lix -6— x 

Elevando al cuadrado: 4х2 — 11х + 6= x? 

Transponiendo y reduciendo: Зх? —11xT 6-0 

Descomponiendo: (x—3)(3x = 2) = 0. 

Igualando a cero: х—3=0 “. х= 


3x-2=0 .. x 


| 


wile CO 


Haciendo la verificación se ve que el valor x —3 satisface la ecuación dada, pero 
el valor x = $ no satisface la ecuación. Entonces, х = $ es una solución extraña, 
que se rechaza. 

La solución correcta de la ecuación es x = 3. К. 


|» EJERCICIO 273 
Resolver las ecuaciones siguientes haciendo la verificación con ambas raíces: 


1. x+vV4x+1=5. 9. V2x+vVix—-3=3. 
2. 2x—vVx—1-3x-. dà XH 
3. Vix—-14+Vx+3=4. Ух+З 
4. 2Ух-Уух-5-1. 11. Via <= 

5. У2дх-1-Уух-3-3. 
6 
7 
8 


A 1% УМЕЕ 

vV5x—1—v3-x-v9?x. 13. vVxtvxi8-2vx. 

V3x+1l4+vV5x=vV16x +1. 14. V6-x+Vx+7-v12x+1=0. 
(438)REPRESENTACION Y SOLUCION GRAFICA DE ECUACIONES 


DE SEGUNDO GRADO 


Toda ecuación de segundo grado con una sola incógnita en x repre- 
senta una parábola cuyo eje es paralelo al eje de las ordenadas. 
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| Ejemplos 


(1) Representar y resolver gráficamente la ecuación x? — 5x + 4 = 0. 


El primer miembro de esta ecuación es una función de segundo grado de. х. 
Haciendo la función igual a y, tenemos: 


у= ж — 5х + A. 


A cada valor de x corresponde un va- 
lor de la función. Demos valores а x. 
(Fig. 70). 


Para x=0, у-4 
x=1, y=0 
x=2, y=-2 
х=2, y=-21 
x=3, уз-2 
к= у= 0 
x=5, у=4 
х=6 у= 10 
х= ~ 1, y = 10, etc. 


Representando estos valores de y corres- 
pondientes a los que hemos dado a x, ob- 
tenemos la serie de puntos que aparecen 
señalados en el gráfico. Uniendo estos 
puntos por una curva suave se obtiene la 
parábola ABC, que es la representación 
gráfica del primer miembro de la ecua- 


| ción dada. 
FIGURA 70 | El punto inferior de la curva, en este caso 


corresponde al valor х = 23. 
El punto inferior de la curva (o el superior según se verá después) se obtiene 


А А b ху 
siempre cuando a х se le da un valor igual a m En esta ecuación que 


hemos representado b — —5 y a— 1, y por tanto ЯН == 2 


Las abscisas de los puntos en que la curva corta al eje de las x son los raíces 
de la ecuación. En este caso la curva corta al eje de las x en dos puntos 
cuyas abscisas son 1 y 4 y éstas son las raíces de la ecuación x? — 5х + 4 = 0. 
Véase que en la tabla de valores anterior para x — 1 y x —4,y = 0. Las raíces 
anulan la ecuación. 

Cuando ambas raíces son reales y desiguales la curva corta al eje de las x en 
dos puntos distintos. 

Por tanto, para resolver gráficamente una ecuación de segundo grado en x 
basta hallar los puntos en que la curva corta al eje de las x. 
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(2) Representar y resolver gráficamente la ecuación x? — 6x +9 = 0. 


Tendremos: 
у=2—6‹+9. 


Demos valoresa х. (Fig. 71). 


Para х=0, y=? 
x=1, y=4 
х=2, у=1 
x-3, у-0 
x=4 ух! 
x= 5, y=4 
x= 6, y —9, etc. 


Representando estos puntos y uniéndolos 
resulta la parábola ABC que es tangente 
al eje de las x. Esta curva es la repre- 
sentación gráfica del primer miembro de 
la ecuación x? — 6x + 9 = 0. 

La curva toca al eje de las x en un solo 
punto B cuya abscisa es 3, luego las dos 
raíces de la ecuación son iguales y va- 


len 3. Obsérvese que en lo tabla de va- | авагч 


lores х = 3 anula la función, 


NOTA 


Cuando al aplicar la fórmula a una ecuación de 2° grado la cantidad subra- 
dical de У m — 4ac es negativa, ambas raíces son imaginarias. 

La parábola que representa una ecuación de 2” grado cuyas raíces son imagi- 
narias no corta al eje de las x. 


i| EJERCICIO 274 


Representar gráficamente las funciones: 


1. х2-8х-4. 9. х3-5х46. 9. х2-9х-8. T. x2-8x+16. 9. 9х2—9х+7. 
2. x?*-3x42. 4 х2-0х-8. (6. x?—9. 8. x2+4x+4. 10. 3х2—4х—7. 


Resolver gráficamente las ecuaciones: 


11. x?—4x-43-0. 14. x244x+3=0. 17. x2+8x+16=0. 20. x?—4x--4. 
12. x2—6x+8=0. 15. х2:56-х. 18. x?—4-0. 21. 9х2—9х+10=0. 
13. х2-2х-3-0. 16. x2—9x—1. 19. х2=3х+10. 22. 9х2—5х—7=0. 


nigsberg 
) o. 


е омета SADOM (1804-1851) Matemático funciones a E teoría de los números. Su' 
atem elípticas 


orn Berli jeg nra n ena бени vea Ael el eue t qe la Dinámica. Es famosa роти. Eos гей: 
n г, " e а en 

ч ү] Instituto тк ав por өз abajo sobre - еи raton ideó la forma sencilla de 

Funciones eliptica. Pus el primero en aplicar estas | las « detorminantes que se estudian hoy en ol Algebra. 
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PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN POR ECUACIONES DE 
SEGUNDO GRADO. PROBLEMA DE LAS LUCES 


9) Cuando el planteo de un problema da origen a una ecuación de se- 
gundo grado, al resolver esta ecuación se obtienen dos valores para 
la incógnita. 
Solamente se aceptan como soluciones del problema los valores de la 
incógnita que satisfagan las condiciones del problema y se rechazan los que 
no las cumplan. 


A es dos años mayor que B y la suma de los cuadrados de ambas eda. 
des es 130 años. Hallar ambas edades. 


Sea | x-la edad de A. 
Entonces x-2-1la edad de B. — 
Segün las condiciones: x? + (x — 2)? = 130. 
Simplificando, se obtiene: х? – 2х — 63 = 0. 
Resolviendo: (x — 9)(x +7) = 0. 
х-9-0-.х-09 
x+7=0 “.x=-?7 
Se rechaza la solución x — —7 porque la edad de A no "re ser 
—7 años y se acepta x —9. Entonces A tiene 9 años y B tiene x —2— 7 años. R. 
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PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES DF SEGUNDO GRADO € 46] 


A compró cierto número de sacos de frijoles por $240. Si hubiera 
comprado 3 sacos más por el mismo dinero, cada saco le habría costa- 
do $4 menos. ;Cuántos sacos compró y a qué precio? 


Sea x — el número de sacos que compró. E 
Si compró x sacos por $240, cada saco le costó FE 
Si hubiera comprado 3 sacos más, х +3 sacos, por el mismo dinero 


$240, cada saco saldría a Mod: pero según las condiciones el precio de 


240 : 
cada uno de estos sacos, ——, sería $4 menor que el precio de cada uno 
х 


+8 
: 240 А : 
de los sacos anteriores, ——; luego, se tiene la ecuación: 
x 
240 240 
— = +4. 
х KFR 
Resolviendo esta ecuación se obtiene x 212 y x=- 15 
Se rechaza la solución х=—]15 y se acepta x —12; luego, compró 
240 240 
12 sacos y cada saco le costó "49 ^99 R. 


La longitud de un terreno rectangular es doble que el ancho. Si la 

longitud se aumenta en 40 m y el ancho en 6 m, el área se hace 
doble. Hallar las dimensiones del terreno. 

Sea . x-el ancho d del terreno. — 

Entonces decida del terreno. 

El área del terreno es x X 2x =2x*, 

Aumentando la longitud en 40 m, ésta sería (2х +40) m, y aumen- 
tando el ancho en 6 m, éste sería (x + 6) m. El área ahora sería (2x + 40) 
(x + 6)-—2x*--52x--?40 m?, pero según las condiciones esta nueva área 
sería doble que la anterior 2x*; luego, tenemos la ecuación: 

2x? + 52x + 240 = 4х2. 

Transponiendo y reduciendo: 

— 2x* + 52x + 240 — 0. 

Cambiando signos y dividiendo por ?: 

х? — 26x — 120 = 0. 

Resolviendo esta ecuación se halla x=: y x —— 4. 


Aceptando la solución x — 30, el ancho del terreno es 30 m y la lon- 
gitud es 2x — 60 m. К. 


Una persona vende un caballo en $24, perdiendo un % sobre el cos- 
to del caballo igual al nümero de pesos que le costó el caballo. ;Cuán- 
to le había costado el caballo? 


Sea  x=e] número de pesos que le había costado el caballo. 
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Entonces х = % de ganancia sobre el costo. 


La pérdida obtenida es el x% de $x. En Aritmética, para hallar el 


x6 36 кос" 43 


- E Йй. сы. Е ‹ Ч а —— = — 
696. de 86 procedemos asi: onis Inego el at dew seni ie 


Je s : á 
Entonces, como la pérdida 100 © la diferencia entre el costo х y el 
precio de venta $24, se tiene la ecuación: 


x? 
2 — 1 
100 ^ 


Resolviendo esta ecuación se halla x = 40 y x = 60. 


Ambas soluciones satisfacen las condiciones del problema; luego, el ca- 
ballo habrá costado $40 ó $60. К. 
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1. La suma de dos nümeros es 9 y la suma de sus cuadrados 53. Hallar los 
números. 

2. Un número positivo es los ¿ de otro: y su producto es 2160. Hallar los 
números. 

3. A tiene 3 años más que B y el cuadrado de la edad de 4 aumentado en 
el cuadrado de la edad de B equivale a 317 años. Hallar ambas edades. 

4. Un número es el triplo de otro y la diferencia de sus cuadrados es 1800. 
Hallar los números. 

5. El cuadrado de un número disminuido en 9 equivale a 8 veces el exceso. 
del número sobre 2. Hallar el número. 

6. Hallar dos números consecutivos tales que el cuadrado del mayor exceda 
en 57 al triplo del menor. 

7. La longitud de una sala excede a su ancho en 4 m. Si cada dimensión 
se aumenta en 4 m el área será doble. Hallar las dimensiones de la sala. 

8. Un comerciante compró cierto número de sacos de azúcar por 1000 bo- 
lívares. Si hubiera comprado 10 sacos más por el mismo dinero, cada saco 
le habría costado 5 bolívares menos. ¿Cuántos sacos compró y cuánto le 
costó cada uno? 

9. Un caballo costó 4 veces lo que sus arreos y la suma de los cuadrados del 
precio del caballo y el precio.de los arreos es860625sucres. ¿Cuánto costó 
el caballo y cuánto los arreos? 

10. La diferencia de dos nümeros es 7 y su suma multiplicada por el nümero 
menor equivale a 184. Hallar los nümeros. 

11. La suma de las edades de А y B es 23 апов y зи producto 102. Hallar 
ambas edades. 

12. Una persona compró cierto número de libros por $180. Si hubiera com- 
ee 6 libros menos E el mismo dinero, cada libro le habría costado 

1 más. ¿Cuántos librós compró y cuánto le costó cada una? 

13. Una compañía de 180 hombres está dispuesta en filas. El número de 
soldados de cada fila es 8 más que el número de filas que hay. ¿Cuántas 
filas hay y cuántos soldados en cada una? à 

14. Se vende un reloj en 75 soles ganando un % sobre el costo igual al nú- 
mero de soles que costó el reloj. Hallar el costo del reloj. 


15. 


16. 


11. 


18. 


19. 


21. 


28. 


29. 


80. 


31. 
32. 
33. 
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Entre cierto número de personas compran un auto que vale $1200. El 
dinero que paga cada persona excede en 194 al nümero de personas. 
¿Cuántas personas compraron el auto? 

Compré cierto número de relojes por $192. Si el precio de cada reloj 
es los 3 del número de relojes, ¿cuántos relojes compré y cuánto pagué 
por cada uno? 

Se ha comprado cierto número de libros por $150. Si cada libro hubiera 
costado $1 más, se habrían comprado 5 libros menos con los $150. ¿Cuán- 


.tos libros se compraron y cuánto costó cada uno? 


Por 200 lempiras compré cierto número de libros. Si cada libro me hubiera 
costado 10 lempiras menos, el precio de cada libro hubiera sido igual al 
número de libros que compré. ¿Cuántos libros compré? 

Compré cierto número de plumas por $24. Si cada pluma me hubiera 
costado $1 menos, podía haber comprado 4 plumas más por el mismo 
dinero. ¿Cuántas plumas compré y 4 qué precio? 

Un tren emplea cierto tiempo en recgrrer 240 Km. Si la velocidad hubiera 
sido 20 Km por hora más que la que llevaba hubiera tardado 2 horas 
menos en recorrer dicha distancia. ;En qué tiempo recorrió los 240 Km? 
Un hombre compró cierto nümero de caballos por $2000. Se le murieron 
2 caballos y vendiendo cada uno de los restantes a $60 más de lo que le 
costó cada uno, ganó en total $80. ¿Cuántos caballos compró y cuánto le 
costó cada uno? 


Hallar tres nümeros consecutivos tales que el cociente del mayor entre 


el menor equivale a los E del nümero intermedio. 


El producto de dos nümeros es 180 y su cociente 1j. Hallar los nümeros. 
Un hombre compró cierto nümero de naranjas por $1.50. Se comió 5 naran- 
jas y vendiendo las restantes a 1 ctvo. más de lo que le costó cada una recu- 
peró lo que había gastado. ¿Cuántas naranjas compró y a qué precio? 
Cuando vendo un caballo en 171 quetzales gano un % sobre el costo igual 
al número de Q чие me costó el caballo. ¿Cuánto costó el caballo? 
El producto de dos nümeros es 352, y si el mayor se divide por el menor, 
el cociente es 2 y el residuo 10. Hallar los números. , 

Se han comprado dos piezas de tela que juntas miden 20 m. El metro 
de cada pieza costó un nümero de paar igual al número de metros de 
la pieza. Si una pieza costó 9 veces lo que la otra, ¿cuál era la longitud 
de cada pieza? 

Un tren ha recorrido 200 Km en cierto tiempo. Para haber recorrido 
esa distancia en 1 hora menos, la velocidad debía haber sido 10 Km 
or hora más. Hallar la velocidad del tren. 

n hombre ha ganado 84 colones trabajando cierto nümero de días. 
Si su jornal diario hubiera sido 1 colón menos, tendría que haber tra- 
bajado 2 días más para ganar 84 colones. ¿Cuántos días trabajó y cuál 
es su jornal? 

Los gastos de una excursión son $90. Si desisten de ir 3 personas, cada 
una de las restantes tendría que pagar $1 más. ¿Cuántas personas van 
en la excursión y cuánto paga cada una? 

El cociente de dividir 84 entre cierto número excede en 5 a este número. 
Hallar el número. 

La edad de 4 hace 6 años era la raíz cuadrada de la edad que tendrá 
dentro de 6 айов. Hallar la edad actual. 

Compré cierto nümero de libros por $40 y cierto nümero de plumas 
por $40. Cada pluma me costó $1 más que cada libro. ¿Cuántos libros 
compré y a qué precio si el número de libros excede al de plumas en 2? 
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PROBLEMA DE LAS LUCES 


El Problema de las Luces consiste en hallar el punto de la línea que 

une dos focos luminosos que está igualmente iluminado por ambos 
focos. 

Sean dos focos luminosos A y B (figura 72). Sea / la intensidad lumi- 
nosa del foco A e Г la intensidad del foco В. (Intensidad o potencia lumi- 
nosa de un foco es una magnitud que se mide por la cantidad de luz que 
arroja un foco normalmente sobre la unidad de superficie colocada a la 
unidad de distancia). 


E 


Se trata de hallar el punto de la línea AB que une ambos focos, que 
está igualmente iluminado por ambos focos. 

Supongamos que el punto iluminado igualmente es el punto P. Sea d 
la distancia entre ambos focos y x la distancia del foco A al punto igual- 
mente iluminado; la distancia del foco B a dicho punto será d — x. 

Existe un principio en Física que dice: La iluminación que produce 
un foco luminoso sobre un punto en la dirección del rayo es directamente 
proporcional a ia intensidad del foco e inversamente proporcional al cua- 
drado de la distancia del foco al punto. Entonces, la iluminación que pro- 


duce el foco A sobre el punto P, según el principio anterior, será x? la 

iluminación que produce el foco B sobre el punto P será Tayy y “omo 

estas iluminaciones son iguales por ser P el punto igualmente iluminado, 
СД х? 


tendremos la ecuación: "imn O sea EU 

Esta es una ecuación de 20. grado que puede ponerse en la forma 
ах? + bx + c — 0 y resolverse aplicando la fórmula general, pero este proce- 
dimiento es bastante laborioso. Más sencillo es extraer la raíz cuadrada a 
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los dos miembros de esta igualdad y se tiene: Yin con lo que que 


da una ecuación de primer grado. Resolviendo esta ecuación: 
(d—x)VI-xwvI 
dvI—-xvI-xvI 
Transponiendo: -хуУ1-хУГ--4УТ 


O sea: xVI+xVI'=dVT 
x(VI-- VI)-dvI 
аут 
ХТ УТ+УТ 
y considerando el doble signo de УТ, se tiene finalmente: 
"- ау 5 а 4у1 
VIVI vI- УТ” 


fórmula que da la distancia del foco A al punto igualmente iluminado en 
función de la distancia entre los dos focos y de las intensidades luminosas 
de los focos, cantidades todas conocidas, con lo cual dicho punto queda 
determinado. 


DISCUSION 

Consideraremos tres casos, observando la figura: 

1) 1-1. Siendo 1»Г se tiene que УГ» УГ: luego, УТ+УТ es 
mayor que УТ pero menor que 2 VT; por tanto, ——— —— es menor que 1 


УТ-УТ "E 
y mayor que $; luego, el primer valor de x, que es X. d (ME 


es igual a d multiplicada por una cantidad positiva, menor que 1 y mayor 
que 4: luego, x es menor que d y mayor que —, lo que significa que el 
punto igualmente iluminado está a la derecha de 4, entre 4 y B, más cer- 
ca de B que de А, como está el punto P. Es evidente que el punto igual- 


mente iluminado tiene que estar más cerca de la luz más débil. 
En el segundo valor de x siendo V7» УТ el denominador, VI— УТ 


es positivo, pero menor que УТ; luego, ——— —— es una cantidad positi- 


va y mayor que 1; luego, x es igual a d multiplicada por una cantidad po- 
sitiva mayor que 1; luego, x será positiva y mayur que d, lo que significa 
que hay otro punto igualmente iluminado que está situado a la derecha 
de B, como el punto P. 


2) | —l'. Еп este caso VI=VT'; luego, VI-- VI'—2vT y el primer 


©, lo que significa que el punto 


valor de x se convierte en х= 


igualmente iluminado será el punto medio de la línea AB. 
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El segundo valor de x, siendo УТ--УГ, se convierte en x= ФУ за 


lo que significa que el otro punto igualmente iluminado está a una distan- 
cia infinita del foco 4, o sea, que no existe. 
Entonces, siendo / = /' no hay más que una solución. 


3) I<I'> En este caso VI« VT, о sea VT > УТ; luego, VI+VT 


será mayor que 2 VT, y será menor que 3; luego, x será igual 


УТ 
1 УТ-УГ ‚ 
a d multiplicada por una cantidad menor que 3, o sea que x es positiva y 
menor que —, lo que significa que el punto igualmente iluminado está a 


la derecha de A, más cerca de A que de B, como es lógico que suceda por 
ser el foco А más débil que el foco B en este caso. 
En el segundo valor de x, siendo V7 « VT. el denominador, УТ-УГ 


es negativo; luego, ——— ——- es una cantidad negativa y x es iguál a d 


multiplicada por una cantidad negativa; luego, x es negativa, lo que sig- 
nifica que hay otro punto igualmente iluminado y situado a la izquierda 
de А como el punto Р». 


й (1) Se tiene un foco luminoso A de 100 bujías y otro foco B 
Ejemplos de 25 bujías, situado a 3 m a la derecha de A. Hallar el 
punto de la línea AB igualmente iluminado por ambos. 
Aquí d — 3, I= 100, 1 = 25. El primer valor de x será: 


— - =- 
Aia ЛЕ ЕЕ РУ 25 104 i 

luego hay un punto en la línea AB igualmente iluminado situado a 2 m a la 
derecha de A. El segundo valor será: 


luego hay otro punto igualmente iluminado en la línea AB situado a 6 m 
a la derecha de A. 


Se tienen dos focos luminosos, А de 36 bujías y B de 100 bujías, estando B 4 m 
a la derecha de A. Hallar el punto igualmente iluminado de la recta AB. 
Aquí d = 4, 1= 36, 1' = 100. El primer valor de x será: 


(2 


- 


luego hay un punto de la línea АВ igualmente iluminado situado a 1.50 m. a 
la derecha de A. El segundo valor de x será: 


"mon 


” 


luego hay otro punto de la Їїпеа АВ igualmente iluminado situado a 6 m a la 
izquierda de A. 


EVARISTE GALOIS (1811-1832) Matemático fran- 
cés. Después de realizar estudios en un Liceo, ingresa 
en la Escuela Normal. Acusado de peligroso republi- 
cano va a parar a la cárcel. No fue la única vex que 
estuvo en prisión. Acabado de salir muere de un pis- 


toletaxo en un duelo, cuando apenas tenía 21 айоз de 
edad. А pesar de esta corta vida Galois dejó una es- 
tela profunda en la historia de las matemáticas. Dejó 
la demostración del teorema que lleva su nombre so- 
bre la resolución de las ecuaciones de primer grado. 


CAPITULO 


TEORIA DE LAS ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO. 
ESTUDIO DEL TRINOMIO DE SEGUNDO GRADO 


La ecuación general de segundo grado ax?-- bx -- c— 0 tiene dos raí- 


ces y sólo dos, cuyos valores son: 


de —b +V b?—4ac 


2a y 


—b-vVb?*—4ac 
2a f 


El carácter de estas raíces depende del valor del binomio b? — 4ас que 
está bajo el signo radical; por esa razón 0? — 4ac se llama discriminante de 


la ecuación general de segundo grado. 
Consideraremos tres casos: 


) 0°— 4ас es una cantidad positiva. En este caso las raíces son rea- 


les y desiguales. 


Si b? — 4ac es cuadrado perfecto, las raíces son racionales, y si no lo es, 


son irracionales. 
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2) b?—4ac es cero En este caso las raíces son reales e iguales. Su 


valor es — —. 
2a 


3) b*— 4ас es una cantidad negativa. En este caso las raíces son ima- 
ginarias y desiguales. 


Ejemplos 


i 


(1) Determinar el carácter de las raíces de 3x? — 7x + 2 = 0. 
Hallemos el valor de b? — 4ac. Aquí a —3, b = —7, c — 2, luego 
b? — 4ac = (—7 7—4 (3 )(2 )= 49 — 24 = 25. 
Como b? — 4ac — 25 es positiva, las raíces son reales y desiguales y como 25 
es cuadrado perfecto ambas raíces son racionales. 
(2) Determinar el carácter de las raíces de 3x? -- 2x — 6 — 0. 
Aquí a —3, b —2, c — — 6, luego 
b? — Дас = 22— 4 (3)(—6 )= 4 +72 = 76. 
Como b? — 4ac — 76 es positiva, 108 raíces son reales y desiguales y como 76 
no es cuadrado perfecto las raíces son irracionales. 
(3) Determinar el carácter de las raíces de 4x? — 12x + 9 = 0. 
b? — Дас = (— 12 —4 (4 ) (9 )= 144 — 14 = 0. 
Como b? — 4ac — 0, las raíces son reales e iguales. 
(4) Determinar el carácter de las raíces de x? — 2х + 3 = 0. 
b?—4ac— (—2)/|—4(1)(3)24— 12 = — 8. 
Como b? — 4ac — — 8 es negativa, las raíces son imaginarias. 


i|» EJERCICIO 276 


Determinar el carácter de las raíces de las ecuaciones siguientes, sin re- 
solverlas: 


1. 3x24+5x—2=0. 4. 3x2—2x+5=0. 7. 2x2—9x+7=0. 10. х2+х—1=0. 
2: 2x2—4x+1=0. 5. x?—10x--25—0. 8. 36x2+12x+1=0. 11. 5x?—7x--8-0. 
3. 4x?—4x-F1—0. 6. x?—5x—5-0. 9. 4x?—5x4-3-—0. 12. х2—10х—11=0. 


PROPIEDADES DE LAS RAICES ZZ LA ECUACION 
DE SEGUNDO GRADO 


La ecuación general de 20. grado es аҳ? + bx + c — 0 y sus raíces 


fi je 
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Estas raíces tienen dos propiedades: 


1) Suma de las raíces. Sumando las raíces, tenemos: 


—b + vb? — 4ac М — b — vb? — 4ac 


хі + X2— 


?а 2a 


mi. Mo. 
A A жүр т — 
2а а а 
luego, la suma de las raíces es igual al coeficiente del segundo término de 
la ecuación con el signo cambiado partido por el coeficiente del primer 
término. 


2) Producto de las raíces. Multiplicando las raíces, tenemos: 


гавж ийн | Pda 


(—bx—(vb?—4ac?  b?—(b?—4ac)  b?—b?--4ac 4ас c 


4a? 4a? 4a? 4a? a 
c 
о Sea хух;=— 
а 


luego, el producto de las raíces es igual al tercer término de la ecuación 
con su propio signo partido por el coeficiente del primero. 


В nec b с o. 
La ecuación ах? + bx + с = 0 puede escribirse x? + —x + — = 0, divi- 
diendo todos sus términos por а. Entonces, como 


бг b c 
xi X92—7————— XiX — 
a a y а 


podemos decir que en toda ecuación de la forma xt 7x +2=0 0 
x2+mx+n=0, es decir, en toda ecuación de segundo grado en que el 
coeficiente del primer término es 1, la suma de las raíces es igual al coefi- 
ciente del segundo término con el signo cambiado y el producto de las raí- 
ces es igual al tercer término con su propio signo. 
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Ejemplos (1) Hallar si 2 y — 5 son las raíces de la ecuación 
x*--3x — 1020. 
Si 2 y —5 son las raíces de esta ecuación, su suma tiene que ser igual al 
coeficiente del segundo término 3 con el signo cambiado, — 3 y su producto 


tiene que ser el tercer término — 10 con su propio signo. Veamos si cumplen 
estas condiciones: 


Suma: 24-(—5)—2—5-— —3, coef. de x con el signo cambiado. 
Producto: 2 X (— 5) = — 10, tercer término con su propio signo. 
Luego 2 y — 5 son las raíces de la ecuación x? + Зх — 10 = 0. 


(2) Hallar si —3 y -i son las raíces de la ecuación 2x? + 7x + 3 = 0. 
Pongamos la ecuación en la forma x? + тх + n = 0 dividiendo por 2, que- 
dará: 
Suma: [-3)+(—5)=-3-5=-5 coef. de x con el signo cambiado. 
Producto: (—3(—;)=$, tercer término con su propio signo. 
Luego —3 y -1 son las raíces de la ecuación 2x? -- 7x -- 3 — 0. 

(3) Hallar si 1 y EE son las raíces de la ecuación 3x? + x — 2 = 0. 


Dividiendo por 3 se tiene x? + їх -i- 0. 
2 5 4 

Suma: 1 е ий "s E 

La suma da el coeficiente del segundo término con su propio signo y no con 


ў š 2 t т 
el signo cambiado, luego 1 y — = no son las raíces de la ecuación dada. 


Ш> EJERCICIO 277 
Determinar, por las propiedades de las raíces, si: 
1. 2 y —3 son las raíces de х2+х—6=0. 
1 y 5 son las raíces de х2—4х—95=0. 
1 y —j son las raíces de 2х2—х—1=0. 
—3 y 4 son las raíces de 3х2+8х—3=0. 
2 y —} son las raíces de 5х2—11х+2=0 
—4 y —j son las raíces de 4х2+17х+4=0. 
—5 y —1 son las raíces de 5x?+24x—5=0. 
4 y —7 son las raíces de x?--3x—28—0. 
3 y —4 son las raíces de 6x?--x—2-—0. 
3 y —i son las raíces de 8х2—2х—3=0. 
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DADAS LAS RAICES DE UNA ECUACION DE SEGUNDO 
GRADO, DETERMINAR LA ECUACION 


. (1) Las raíces de una ecuación de 2° grado son 3 y — 5. De- 
| Ejemplos terminar la ecuación. 


Hallemos la suma y el producto de las raíces. 
Suma: 3+(-5)=3=5=-—2, 
Producto: 3 < (— 5 | = — 15, 


Sabemos que la suma de las raíces de toda ecuación de la forma x?-- mx -- n—0 
es igual al coeficiente del 2° término con el signo cambiado y el producto es 
igual al tercer término con su propio signo. 

Aquí, la suma de las raíces es — 2, luego el coeficiente del segundo término 
de la ecuación será 2; el producto de las raíces es — 15, luego — 15 será el ter- 
cer término de la ecuación. 

Por tanto, la ecuación será: 


х2 + 2х — 15=0. R 


: i2 3 : е 
(2) Las raíces de una ecuación son 2 y — =. Determinar la ecuación. 


Suma de las raíces: 2-| 1) -2-i- 


at 
Producto de las raíces: 2Х(—-)=—-=—_. 


La suma con el signo cambiado se pone de coeficiente del 2° término de la 


ecuación y el producto con su propio signo se pone de tercer término, luego 
la ecuación será: 


3 
#-5х-у=0 о sea 4х2 —5x —6—0. Ё. 


(3 


— 


T " 3 
Hallar la ecuación cuyas raíces son —4 y — =. 


Suma: |—4}+{—)=—4—ф=—. 
e, _ 
Producto: 1-4) Х(-5 = ъ 
La ecuación será: 


23 12 
PEO o sea 5x? + 23x+12=0. R. 


Eb EJERCICIO 278 


Determinar la ecuación cuyas raíces son: 


1. 3 y 4. 4. —10 y 11. 7. зу -i- 10. —5 y 2. 
2. —1 y 3. 5. 1y i 8. —2 y –5. 1l. 6 y -A 


3. —5.y —7. 6. —2 y -— 9. -iyi I od go 
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13. 18 y —52. 18. Ly —4. 22. -2у2. чилээж 
e dl MT я Щаб. $t ® ў -À 
15. 0y 2 b Ty T. 23. 2a y —a 2 8 

” .. 28. 14+V2 y 1-V2. 
16. 0 y i. %0. 8y -7 dera i 29. 2+V5 y 2-5. 
17. 5 y —5. 1. ——y-L 25. ту-т 30. 8-У-1 y 3-4-1. 


(449) DADA LA SUMA Y EL PRODUCTO DE DOS NUMEROS, 
HALLAR LOS NUMEROS 


| Ejemplos (1) La suma de dos números es 4 y su producto — 396. 
Hallar los números. 


Por las propiedades de las raíces de la ecuación de 2* grado, si la suma de 
los dos números que se buscan es 4 y su producto — 396, los dos números son 
las raíces de una ecuación de segundo grado de la forma x*+mx+n=0 
en la cual el coeficiente del segundo término es — 4 (la suma con el signo cam- 
biado) y el tercer término es — 396 (el producto con su propio signo) luego 
la ecuación es: 2 à 


— Ax — 396 = 0. 


Las raíces de esta ecuación son los nómeros que buscamos. Resolviendo esta 


ecuación: 
(х – 22) (х + 18) =0. 
x—22-20 .". х= 22 х; = 22. 
х+18=0..х=—18 x; =— 18, 


Luego los números buscados son 22 у — 18. К. 


" 85 2 
(2) La suma de dos nómeros es —% y su producto 6. Hallar los números. 
Los dos números que buscamos son las raíces de una ecuación de 2” grado 


; КЕР T "E 85 
cuyo primer término es x?, en la cual el coeficiente del 27 término es T (la 


suma con el signo cambiado) y cuyo tercer término es 6 (el producto con su 
propio signo) luego la ecuación es 


Las raíces de esta ecuación son los números que buscamos. Resolviendo la 


ecuación: 4х2 + 35x + 24 = 0. 
35 у352 —4([4] (24) _ —35= v 1225 — 384 
MEE dE ME. алах 
_—35% /84 _ —35= 29 
Ы 8 Ч 
__—35+29 -6 3 
х ЭЭ ^ 
_—35—29 —64 - 
ng subs ide 


Luego los números buscados son — 8 y -i R. 
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Р EJERCICIO 279 


Encontrar dos nümeros sabiendo que: 


1. La suma es 11 y el producto 30. 11. La suma es z y el producto E 
2. La suma es —33 y el producto 260. - 12. La suma es —} y el producto -i. 
3. La suma es —1 y el producto —306. 13. La suma es 5 y el producto -2 
4. La suma es —49 y el producto 294. 14. La suma es 4 y el producto —4. 
5. La suma es 6 y el producto —247. 15. La suma es > y el producto 5. 


в, Lá dads : y el producto —1. 16. La suma es 2 y el producto —4. 


28 17. La suma es 1 y el producto —2. 
l. La suma es -z y el producto 8. yesp 4 


n TN Е 18. La suma es -i y el producto —6;. 
! Í у еї producto —-. 
asuma es уер 8 19. La suma es a y el producto —2a?. 


9. La suma es -13* y el producto —6. 20. La suma es —7b y el producto 1082, 
10. La suma es -81 y el producto 1. 21. La suma es 5 y el producto =, 
ESTUDIO DEL TRINOMIO DE SEGUNDO GRADO ax? + bx + с, 


DESCOMPOSICION EN FACTORES DEL TRINOMIO 
DE SEGUNDO GRADO 


El trinomio de segundo grado ах? + bx + c puede escribirse 
b 
аҳ? bx c- (++ ) (1) 
а а 


Igualando a cero el trinomio del segundo miembro se tiene 


que es la ecuación general de 20. grado. 


Sabemos (446) que las raíces x, y хг de esta ecuación tienen las dos 
propiedades siguientes: 


SE. e BE cR 


b 
а 
€ 
X1% = —. 
а 


474 Ф ALGEBRA 
. : р b с b 
Ahora, si en el trinomio xt en lugar de r ponemos su 


c е 
igual — (х, + x») y еп lugar de y Ponemos su igual x,x2, tenemos: 


b б 

g? Ыы +— =x? — (ху + X2)x + X1X2 
а 

(multiplicando) = x? — xix — xax + X1X2 

(factorando por agrupación) —x(x—xi)— x(x — x1) 

—(x—1)(x— x2). 
Tem b c 
Luego, en definitiva, nos queda que х?+ 25 * 2* (x — x1) (x — x2). 


Sustituyendo el valor de este trinomio en (1), se tiene: 


lo que me dice que el trinomio de segundo grado se descompone en 3 fac- 
tores: 


1) El coeficiente de x?, que es а. 2) x menos una de las raíces de la 
ecuación que se obtiene igualando el trinomio a cero. 3) x menos la 
otra raíz. 


(51) DESCOMPONER UN TRINOMIO EN FACTORES 
HALLANDO LAS RAICES 


Visto lo anterior, para descomponer un trinomio de 20. grado en fac- 
tores hallando las raíces, se procede así: 


1) Se iguala el trinomio a cero y se hallan las dos raíces de esta 
ecuación. 


2) Se descompone el trinomio en 3 factores: El coeficiente de x?, 
x menos una de las raíces y x menos la otra raíz. 


e 2 = 
E jemplos (1) Descomponer en factores 6x? + 5x — 4. 
Igualando a cero el trinomio, se tiene: 


Hallemos las raíces de esta ecuación: 
—5+ v59—4|6]—4] -5ж \/25+9% -5-У12 -5511 


х= 


12 12 12 12 
-—5-]1. 6 1 
x= = = 5 
12 12: 2 
=f] 16 4 
ganm AA DA 


12 12 3 
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Entonces, el trinomio se descompone: 


/ 1 4 1 4 
2 суд Ялган == и 22 md 22 
6x? + 5x — 4 6(x 2)| х ( 3)] 6 (x z) tz ) 
_, үдх-Тү, 3+4, _ 6(2x—1)(3x +4) 
=(2х— 1)(3х +4] К. 
(2) Descomponer en factores 24x? -- 26x + 5. 
Igualando a cero el trinomio, se tiene: 
2402 + 26х +5 =0. 
Resolviendo esta ecuación: 
__—26 +V 262 — 4(24)5 —262 196 _ —26 +14 


48 48 48 
—26+14_—12_ 1 
х= ————= ——=- 
48 48 4 
—26—14 -40 5 
? з 48 6 


Entonces: 
шашы [e 17 Си у inen ens 


_24 х +1) 6x +5) 
24 
(3) Descomponer en factores 4 + 7х — 15x?. 


= (4х+1)(6х+5) К. 


Ordenamos en orden descendente con relación a x y lo igualamos a cero: 
— 15? --7x c 4-0 


Resolviendo: "n E | m 
.2tw7—4(5)(-4) 7*v209 75:17 
ын 30 EE scd 

_7+17 24 4 

шин ын нү 

шал og 1 

ЭСЭ mw @ 
Entonces: 


e... 15 (5х —4) (3x +1) 


15 


4+7x— 15x? = — 15 (E ) (+=) 


ш- Бх —– 4 (3х +1 )= (4 — 5х 101 +3x) R. 


өорлпльфрюны 
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Æ- EJERCICIO 280 


Descomponer en factores, hallando las raíces: 


x*—16x4-63. Т. 6х2+7х—10. 13. 6—x—x*. 19. 10x?--207x—63. 
x?--24x 4-143. 8. 12x?—25x--12. 14. 5—9x—2x?. 20. 100—15x—x?. 
x?—26x—155 9. 8х2--50х--63. 15. 15+4х—4х2. 21. 18x?--31x—49. 
2х2--х-06. 10. 27х2+30х+7. 16. 44-13x—12x?. 22. 6x?—ax—2a?. 
12х2--5х-2. 11. 30x?—61x--30. 17. 72х2—55х—7. 23. 5x?4-22xy—15y?. 


5х2--41х-4-8. 12. 11x?—153x—180. 18. 6431x—30x?. 24. 15x?—32mx—'m?. 


VARIACIONES DEL TRINOMIO DE SEGUNDO GRADO 


452) El trinomio de segundo grado ax? + bx + с es función de segundo gra- 
do de x. Designando por y el valor de la función, se tiene: 


A cada valor de x corresponde un valor de la función o del trinomio. 
Así, en el trinomio y = x? + 2x — 3 tenemos: 


Pata £:=0 у= — 3 
x=] y=0 
x=2 у= б 
х= — 1 у= — 4 
х= — 92 у 9 eu 


Aquí vemos que a cada valor de x corresponde un valor de у, o sea 
del trinomio. 

A continuación vamos a estudiar las variaciones del signo del trinomio 
y del valor del trinomio que corresponden a las variaciones del valor de x. 


VARIACIONES DEL SIGNO DEL TRINOMIO 

Sabemos (450) que el trinomio de segundo grado se descompone de 
este modo: y=ax?*+bx+c=a(x—x1)(x—x2). (1). 

Consideraremos tres casos: 


1) b*—4ac positivo. Las raíces del trinomio son reales y desiguales. 
En este caso: 

a) El trinomio tiene el mismo signo de a para todos los valores de x 
mayores que ambas raíces o menores que ambas raices , 


Si x es mayor que xı y que хз, los dos binomios de (1) son positivos; 
luego, su producto es positivo y si x es menor que x; y que x», ambos bino- 
mios son negativos; luego, su producto es positivo; entonces, el signo de 
а(х = xi)(x — хг) será igual al signo de a, y como este producto es igual al 
trinomio, el trinomio tiene el mismo signo que a. 
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p) El trinomio tiene signo contrario al signo de a para todos los va- 
lores de x comprendidos entre ambas raíces. 

Si x es mayor que una de las raíces y menor que la otra, uno de los 
binomios de (1) es positivo y el otro negativo; luego, su producto es nega- 
tivo y al multiplicar a por una cantidad negativa su signo cambiará; luego, 
el trinomio tiene signo contrario al signo de a. 


2) be —4ac=0. Las raíces del trinomio son iguales. Еп este caso: 
El trinomio tiene el mismo signo que а para todo valor de x distinto 
de la raiz. 


Como x; = хз, para cualquier valor de x distinto de esta raíz los dos 
binomios de (1) serán positivos ambos o negativos ambos, y su producto 
será positivo; luego, el signo que resulte de multiplicar a por este producto 
será siempre igual al signo de a; luego, el trinomio tendrá igual signo que a. 


3) b?—4ac negativo. Las raíces del trinomio son imaginarias. En 
este caso: Para cualquier valor de x el trinomio tiene el mismo signo que а 


Si b? —4ac es negativo, 4uc— b? es positivo. Entonces en у=ах? + bx c, 
multiplicando y dividiendo el segundo miembro por 4a, se tiene 
_ 4a?x? + 4abx + 4ac 
AMEND а 
Sumando y restando b? al numerador del 20. miembro: 


4a?x? + 4abx+ b? + 4ac— b? 
= Y . 


4a 
Descomponiendo el trinomio cuadrado perfecto 4a?x* + 4abx + b?, se 
tiene: (2ax + b)? + 4ає — b? 
у= . 8) 


4a 
El numerador de esta fracción siempre es positivo porque (2ax + Б)? 
siempre es positivo (todo cuadrado es positivo) y 4ac — b? también es posi- 
tivo por ser 5? — 4ac negativo; luego, el signo de esta fracción será igual al 
signo del denominador 4a y este signo es igual al signo de a, y como y, o 
sea el trinomio, es igual a esta fracción, el signo del trinomio será igual al 
signo de a para cualquier valor de x. 


VALOR MAXIMO O MINIMO DEL TRINOMIO 
Para calcular el valor máximo o mínimo del trinomio, usaremos la ex- 
presión (2): ; 


1)Cuando а es positiva, En la fracción del segundo miembro, que 
es el valor de y, o sea del trinomio, el denominador 4a es positivo y tiene 
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un valor fijo (porque lo que varía es x, y 4a no contiene x); luego, el valor 
de esta fracción depende del valor del numerador. En el numerador, 
4ac — b? tiene un valor fijo porque no contiene x; luego, el valor del nu- 
merador depende del valor de (2ах + b). El valor de esta expresión es el 
que varía porque contiene a la x. Ahora bien, el menor valor que puede 


tener (2ax + Б)? es cero, y esta expresión vale cero cuando х xS рих 
: b : 
que entonces se tiene: 2ax + b= 24 (— зор b=—b+b=0 у la expresión 
4ac — b? 2a 


4a 
Luego, si y, o sea el trinomio, es igual a la fracción del 20. miembro 


se convierte en у= 


y esta fracción, cuando a es positiva, tiene un valor mínimo para x — D 
el trinomio tiene un vae de pata ker cuando a es positiva, 
: - а 
y este valor mínimo es —————. 
4a 
2) Cuando а es negativa, Entonces, el denominador 4a es negativo 
y al dividir el numerador por 4a cambiará su signo; luego, la fracción tie- 


ne su mayor valor cuando (2ax + b)? —0, lo que ocurre cuando х = — —— 


й : A red 2d, 
y como y es igual a esta fracción, у, o sea el trinomio, tendrá ün valor, máxi- 
: У ac — 
mo para х=—-- cuando a es negativo, cuyo máximo vale —Aa 
a 
En resumen: 
Si a es positiva, el trinomio tiene un valor mínimo. 
Si a es negativa, el trinomio tiene un valor máximo. 
: b : 
El máximo o mínimo corresponde al valor de х= E d este máxi- 
. 4ac— a 
mo o mínimo vale ———— 
4a 
| Ejemplos 
(1) Sea el trinomio y = x? — 2х + 3. 
Como а = +1, positiva, el trinomio tiene un valor mínimo para 
b 2 ї wet i 4ac—b? 4X3—4 2 
x==>=-—-—=1 y este mínimo vale = ——=2. 
2a 2 y 4 
En efecto: Para x-—-—2, =] 


y 
x==1, y 
x= 0, y 
x= 1, у 
х=: 2, y 

y 


1 
6 
3 
2 
3 
х= 3, 6 


2) 
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(2) Sea el trinomio y = — х? + 4x — 1. Como a = — 1, el trinomio tiene un valor 
4 
máximo para х= — — — — —-—2 y este máximo vale 
2a 2 
doc—b*_ 4(-l)-1)-16 4-16_-12_, 
4 —4 7-4 -4 " 
En efecto: Para х= — 1, y=-6 
х=, 0, у= — 1 
х= 1, у= 2 
х= 2, у= 3 
х= 3, y- 2 
X7 4 y=-1 
x= 5, у=— 6 


REPRESENTACION GRAFICA DE LAS VARIACIONES 
DEL TRINOMIO DE 29 GRADO 


| Ejemplos 
(1) Representar gráficamente las variaciones de x? — 6x + 5. 


Por ser b* — 4ac = 36 — 20 = 16, positiva, las raíces son reales y desiguoles. 
Representemos el trinomio como se vio en 
el número (438), haciendo: 


Tenemos (fig. 73), que: 

Para x=-—1, y- 12 
х= 0, у= 5 
х= 1, у= 0 

xz 2, y=- 3 


х= 3, y=- 4 (mínimo) 
4, 


= ж Pao 
х= 5, у= 0 
' x= 6, y= 5 


x= 7, y= 12 


Representando coda uno de estos puntos 
y uniéndolos por medio de una curva te- 
nemos la parábola de la figura 73 en 


la que se ve todo lo que hemos dicho 
sobre las variaciones del trinomio. FIGURA 73 
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! 


2 


3 


4 


5 


) 


— 


- 


— 


— 
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En ella se ve: 


Que la curva corta el eje de las x en dos puntos cuyas abscisas son 1 y 5 
que son las raíces del trinomio. El trinomio o sea el valor de la ordenada 
se anula para x=1 y x=5. 


El trinomio (la ordenada) es positivo para todo valor de,x mayor que 5 y 
menor que 1 porque sabemos (453, 19, а) que cuando las raíces son reales 
y desiguales el trinomio tiene el mismo signo que a (aquí a, el coeficiente de 
x? es + 1) para todos los valores de x mayores o menores que ambas raíces. 


El trinomio es negativo para todo valor de x mayor que 1 y menor que 5 
porque sabemos (453, 1°, b) que el trinomio tiene signo contrario al signo 
de a para todo valor de x comprendido entre ambas raíces. 


El valor mínimo del trinomio (el valor mínimo de la ordenada) corresponde al 


b 
valor de x —3 que es el valor de x — — — , y este mínimo vale — 4 que 
4ac — b? 2a 


4a 


es el valor de 


Para todos los valores de x equidistantes de x= 3, es decir para x —2 y 
х= 4, para x 2 1 y x 25, x 20 y x= 6, etc., el trinomio (la ordenada) tiene 
valores iguales. 


(2) Representar gráficamente las varia- 
ciones de x? — 4x + 4. 


Tenemos: 


Por ser b?— 4ас = 16 — 16 = 0, las rai- 
ces son reales e iguales. 


Se tiene (fig. 74) que para: 


х=—1, у=9 
x= 0, у= 4 
х= 1, у= 1 
х= 2, у= 0 (mínimo) 
х= 3, у= 1 
х= 4, у= 4 
х= 5, у =9. 


Representando estos puntos у uniéndolos 
obtenemos la parábola de la fig. 74. 
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En la figura observamos: 


1) La curva es tangente al eje de las x y lo toca en el punto cuya abscisa es 2 
que es el valor de las raíces del trinomio: x, = хг = 2. Véase que el trinomio 
(la ordenada) se anula para x=2. 

2) El trinomio es positivo para todo valor de x distinto de x — 2, porque sabemos 
(453, 2°) que cuando las raíces son iguales el trinomio tiene el mismo signo 
de a (aquí a, el coeficiente de x? es -- 1) para todo valor de x distinto de la 
raíz. 

3) El mínimo del trinomio (de la ordenada) se obtiene para x — 2 que es el valor 


b 4ac — b? 
de x=— rm y este mínimo vale 0 que es el valor de — ——. 
a 


4) Para todos los valores de x equidistantes de x —2 como x —1 y x=3, 
x=0 y x — A4, etc., el trinomio tiene valores iguales. 


(3) Representar gráficamente las varia- 
ciones de esie ЭСРЭГ” 


Como Ь2 — 4ас = 4 — 12 = — 8, negati- 
va, las raíces son imaginarias. 


Tenemos (fig 75) que para: 
x=-—2, у-1! 
х= — 1, у= 6 
0, у= 3 
pa y= 2 (mínimo) 
x= 2, y= 3 
8, у= 6 
4, у=11. 


Representando estos puntos y uniéndolos 
tenemos la parábola de la fig. 75, 


En la figura observamos: 


1) La curva no toca el eje de las x, porque [ FIGURA 75 


las raíces son imaginarias. 


2) El trinomio (la ordenada) es positivo para todo valor de x porque sabemos 
(453, 39) que cuando las raíces-son imaginarias el trinomio tiene el mismo 
signo que a, coeficiente de x°, para todo valor de x y aquí a = + 1. 


гэ -— c—b* 
3) El mínimo del trinomio es y — 2 que es el valor de = >? este mínimo 
corresponde al valor x — 1 que es el valor de x — -2 
a 


4) Para todos los valores de x equidistantes de x — 1 como x —0 у x=2, 
x=--1 y x=3 el trinomio tiene valores iguales. 
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(4) Representar gráficamente las variaciones de у= = x*-F 2x - 8. 


Aquí b?*—4ac—4—4(—1)8-4-4 32 
= 36, positiva, luego las raíces son rea- 
les y desiguales, pero como a — — 1, ne- 
gativa, la parábola estará invertida. 


Tenemos (fig. 76) que para 
x= — 3, y=-7 
x=-2 у= 0 
х= — 1, у= 5 
х= .0, у= 8 
х= 1, у= 9/ímóximo) 
х= 2, у= 8 
х= 3, у= 5 
х= 4, у= 0 
х= 5, у=—7 


Representando estos puntos y uniéndolos 
0 tenemos la parábola invertida de la fi- 
gura 76. 


En la figura se ve que: 


1) La curva corta el eje de las x en dos puntos cuyas abscisas son — 2 y 4 que 
son las raíces del trinomio. 


2) Para x = 1 que es el valor x ni^: el trinomio (la ordenada) tiene un valor 
a 


"I" 4ac — b? 
máximo, y —9 que es el valor ET En efecto, sabemos (454, 2°) 
a 


que cuando a es negativa el trinomio tiene un máximo. 


Mb EJERCICIO 281 
Representar los siguientes trinomios y estudiar sus variaciones: 
1.. х2—3х+2. 4. х2+х—12. 7. —х2—4х+5. 10. —x?+2x+15. 
2. х?+8х-+2. 5. х2—2х+1. 8. x?—6x--3. 11. 2х2—х—15. 
3. х2+3х—10. 6. х2+4х+2. 9. 2x?--x—6. 12. —3x*4-7x4-20. 


: caprruto XXXVI 


ECUACIONES BINOMIAS Y TRINOMIAS 


456)ECUACION BINOMIA es una ecuación que consta de dos términos, 

uno de los cuales es independiente de la incógnita. 

La fórmula general de = х4 =0. 
las ecuaciones binomias es A РЛРНЫЕ МЫ Жыны / 


RESOLUCION DE ECUACIONES BINOMIAS SENCILLAS 
Vamos a considerar algunas ecuaciones binomias que se resuelven fá- 
cilmente por descomposición en factores. 


| Ejemplos (1) Resolver la ecuación x* — 16 — 0. 
Descomponiendo x* — 16 se tiene: 


m$ 


Igualando a cero cada uno de estos factores: 
x*—4z0..x*—4.'. 4-44 zt 
х24-4:20/,2--4..,х-Ж5/-4:52у-1-52, 
Esta ecuación tiene 4 raíces: 2, — 2, 2i y — 2i, dos reales y dos imaginarias. К. 


(2) Resolver la ecuación xë — 27 = 0. 


Descomponiendo x? — 27 se tiene: 
28 3 (38 
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Igualando a cero cada uno de estos factores, se tiene: 
x-3=0 ..х=3. 
x2+3x+9=0. 
Resolvamos la ecuación x? + Зх + 9 = 0 por la fórmula: 
-3-У3-49 -3-У9-36 -3-У-27 
түз MER ЭРГЭЖ 22001117 2 
ас ЕУТУ2) -3:3У8 


La ecuación tiene 3 raíces: una real, 3 y dos imaginarias 
—3-3V3i -3-3У3 
(558) Numero DE RAICES DE UNA ECUACION 
El grado de una ecuación indica el nümero de raíces que tiene. Así, 
una ecuación de 20. grado tiene 2 raíces; una ecuación de 3er. grado, como 


el ejemplo anterior 2, tiene 3 raíces; una ecuación de 4o. grado, como el 
ejemplo anterior 1, tiene 4 raíces, etc. 


(459) raices CUBICAS DE LA UNIDAD 


La unidad tiene tres raíces cübicas, una real y dos imaginarias. 


En efecto: Siendo x la raíz cúbica de la unidad, esta raíz elevada al 
cubo tiene que darnos 1, y tenemos la ecuación binomia: 


x) =l, 
O sea, 2% -—1-29. 
Vamos a resolver esta ecuación, MS x10. 
descomponiendo x*—1. Tendremos: 006 / 
Igualando a cero estos factores, se tiene: х-1=0 -. x=1. 


х+х+1= 0. 
Resolvamos esta ecuación por la fórmula: 
-1+У1-41) -1-У-3 -1-v38v-1 -1-iv3 


х= 


2 2 p 2 2 
Entonces, las raíces cübicas de la unidad son tres: una real, 1 y dos 
^ 4 ‚= RE —1—1 у 
imaginarias s marii 


2 
Estas dos raíces imaginarias tienen la propiedad de que si una de ellas 
se eleva al cuadrado, se obtiene la otra. Entonces, siendo 1 la raíz real y 
designando una de las imaginarias por «, la otra raíz imaginaria será «?, 
Otra propiedad de estas raíces es que la suma de las tres es igual a 
сего. Así. 1+ «+ «? =0). 
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Resolver las ecuaciones: 


1. x*—1-0. 6. х*—625=0. 
9. x9?4-1—0. 7. x3--64—0. 
3. x*—81. 8. x*—729=0. 
4. x1—256-—0. 9. Hallar las raíces cübicas de 8. 
5. х%+8=0. 10. Hallar las raíces cuartas de 64. 


460 ECUACIONES TRINOMIAS son ecuaciones que constan de tres térmi- 

nos de la forma ах?" + bx^ + c — 0, donde se ve que, después de or- 
denada la ecuación en orden descendente con relación a x, en el primer 
término la x tiene un exponente doble que en el segundo término y el ter- 
cer término es independiente de x. 


Son ecuaciones trinomias: 


Las ecuaciones trinomias en que el primer término tiene x* y cl se- 
gundo x? se llaman ecuaciones bicuadradas. 


ECUACIONES DE GRADO SUPERIOR AL SEGUNDO 
QUE SE RESUELVEN POR LA FORMULA 
DE LA ECUACION DE 2? GRADO 
Toda ecuación trinomia puede escribirse а(х")? + bx" + c — 0. 
Aplicando la fórmula de la ecuación de 20. grado se halla el valor 
de х" y, luego, extrayendo la raíz enésima, se hallan los valores de х. 
También pueden resolverse, como las de 20. grado, por descomposi- 
ción en factores. 


: (1) Resolver la ecuación 4х* — 37x? +9 = 0. 
Ejemplos Esta es una ecuación bicuadrada. Esta ecuación puede 
escribirse 


402 ])2 — 372 +9= 0. 
Aplicando la fórmula de la ecuación de 2° grado se halla el valor de х2: 


_ 37 =V37-4(4)(9) _ 37 +\/1369—144 37 +V 1225 37 +35 


х —LÓÁ——————— —————— = 


8 8 8 8 
3-35 72 
x= a 
8 8 
029-95. 2-1 
х^ = = — 
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Hemos obtenido los valores de x?. Ahora, para hallar los valores de x, ex- 
traemos la raíz cuadrada a cada uno, y tendremos: 


x229..x2- М9=+ 3, 


1: Y 1 
21. exe E 
хүлхэж V=. 


: 1 1 
Las cuatro raíces de la ecuación son: 3, — 3, y todas reales. R. 


Resolver la ecuación 3x* — 46x? — 32 = 0. 


Esta es otra ecuación bicuadrada. Vamos a resolverla por descomposición lo 
que suele ser más rápido que aplicar la fórmula. Descomponiendo el trinomio, 


Igualando a cero los factores, tenemos: 


— 


(2 


x? —16-0 
Х3-:16/7,х5::54, 
3x? --2—0 
352--2 


"ЭЗЭЛЖ, ИРЕ: ENT T үг 
х°= xm gti : 
У " e, fA " . А . 
Las cuatro raíces son: 4, — 4, Гү sme dos reales y dos imaginarias. -R. 
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Resolver las ecuaciones siguientes, hallando todas las raíces: 


1. х*—10х2+9=0. 6. x*+16x?-225=0. 11. 25x*--9x?—16—0. 

2. x*-13x2+36=0. 7. x*—45x?—196—0. 12. 4x*4+11x?—3=0. 

3. x1-29x2+100=0. 8. x—6x?--5—0. 13. (2x?3-1)?—(x?—3)2—80. 
4. x*—61x?4-900—0. 9. 4x1—3'Tx?--9—0. 14. x?*(3x?.-2)—4(x?—3)--13. 
5. х*+8х°—4=0. 10. 9x*—40x?--16—0. 


(3) Resolver la ecuación x9 — 19x? — 216 = 0. 
Aplicando la fórmula de la ecuación de 2° grado, obtenemos xë: 
: 19+ у 192—4 (— 216] 19+ У 1225 19::35 
хш-------ш------ = = 


2 2 шимэн 
19 4 
MALAE ай. 
2 2 
19—35. —16 
x З----ш-8 
2 2 


Entonces, para hallar х, extraemos la raíz cúbica: 

A 3 

x=. 8 x=YW-—8=-2,. 
3 y —2 son las raíces principales. Hay además otras 4 raíces imaginarias 
que se obtienen resolviendo, como se vio antes, las ecuaciones binomias 
x—27=0 y x*--8z0. 
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Por descomposición, se resuelve mucho más pronto la ecuación x*—19x*—216—0. 
En efecto, descomponiendo: 


х®— -D E e Uri 
x+ 8-0 х#=— 8 "x-—vV—82-2 
4 2 
(4) Resolver la ecuación x? — 6х? + 8 = 0. 
Vamos a descomponer el trinomio. Tendremos: 
3-2) (8-4) 
deam x? —47 =0. 
2 
Iguaiando a cero x? — 2 se tiene: 
2 
x -—2-0 
х3-22 
V x? =2. 
Elevando al cubo: 
x=8 
4 x=+vV8=*2V2 
Igualando a cero x? — 4 se tiene: 
2 
x) —4= 0 
2 
x? = 4. 
V xi = 4. 
Elevando al cubo: 
x? = 64 ” 
x=* У64= +8. R 2V2=8 
т- EJERCICIO 284 
Resolver las ecuaciones: 
3 
x$—7x3—8-0. x10—33x5--32—0. 9. x3—9x?-8—0. 


1 


х--18х:2--36--0. 10. х+х?=6. 

x-9--35x-3— —216. 11. 8х-416УХ-5. 
1 1 

4. x8—41x*4-400—0. 8. x-10€—942x-5.-9439. 12. 9x2-5x14+2=0. 


462) TRANSFORMACION DE EXPRESIONES DE LA FORMA 
Мах vB EN SUMA DE RADICALES SIMPLES 


Hagamos 


x9--30x3--81—0. 
8x94-15x53—2-—0. 


9$ o е 
$ 


y tendremos un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas x e y. Resol- 
vamos el sistema: | 
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Sumando (1) y (2) se tiene: 
Vas Vie Va- O vao LEE br ab 


Elevando al cuadrado ambos miembros de esta ültima igualdad, se 


tiene: 
Vb 4 2Va4- Vb.Va—vb-4a— УБ 


* a 


4 
a+ Vb 2V (a 4-V b )(a— v b) -a— 


4 
_a+Vb+2Va*-b b+a—= Vb 2a 4-2 v a? — р: Wrtve-b 
4 4 2 
a+ у а?—Ь 
luego, nos queda x SES "i 
y designando va?— b por M se tiene: 
ad. m 
= 20 (3) 
Restando (1) y (2) se tiene: hin S 
= жам — 
Мажуъ-Ма ma jo A, 
Elevando al cuadrado: 
_a+Vb-2V a+Vb У a-Vb+a-Vb 
4 
_a+Vb—-2Y a—-b+a—vVb _2a-2V0a-b_a-va-—b 
F 4 Е 4 J 2 
р Га Эмч 
luego, queda: y ur ce о sea: у = £ "HE (4) 


Sustituyendo los valores hallados para x (3) e y (4) en las ecuaciones 


(1) y (2), se tiene: 
+ 
Va+Vb = ү 5 лын + 


а+т 


Vivi = 


Téngase presente en esta transformación que m = Уа? — b. 


Si a? — b tiene raíz cuadrada exacta, el radical doble se convierte en la 
suma algebraica de dos radicales simples, pero si a?—b no tiene raíz cua- 
drada exacta, el radical doble se convierte en la suma de dos radicales do- 


» 
bles, lo que no trae ninguna ventaja, pues lejos de simplificar, complica 


TRANSFORMACION DE RADICALES DOBLES 


Ejemplos 


Ed 


(1) Transformar V 6+ V20 en suma de radicales simples. 
Aquí a —6, b=20, m= У a? — b = У 36 — 20 = У 16 = 4, luego: 


4 A 
v/6 t V/ D= / 55 4 Br VS Vie VS. R. 


(2) Transformar V 7 — 2У 10 en suma algebraica de radicales simples. 
Introduciendo 2 bajo el signo radical, para lo cual hay que elevarlo al cua- 


1 
2 
3 
4 
5 


drado, tenemos: 
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V/7—2V 102 /7—V4x10-2 /7— V 40. 


Aquí, a —7, b = 40, m= Уа — b = у 49 — 40 = 3, luego: 


V/7—-2y 102 /7 —/ 40-4 Se, / “8 -у8-уүл, R. 


EJERCICIO 285 
Transformar en suma algebraica de radicales simples: 
‚ М5+У?4. 6. V13+V88. 11. V14—4 V6. 16. V/A VI 
‚ V8— v 60. 7. У1142У30. — 12. V55+30v2. : р 
‚ У8--У28. 8. V84—18V3. 13. V73-12V35. учу 
. V32-VTO. g. У2І+6У10 14. V253-60VT. в 1/24, /2. 
. VIA+V132. 10. V28+14V3. 15. V293-30V2. pr die 
Hallar la raíz cuadrada de: 
19. 6+4У5. 22. 10-2 V?1. 25. 30—20 v2. 
20. 7+4У3. 23. 184-65. 26. 9--6 V2. 
21. 8+2У7. 24. 24—2 143. 27. 98—24v5 
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(463 SERIE es una sucesión de términos formados de acuerdo con una ley. 
Así, 1,:8, 5,7... es una serie cuya ley es que cada término se obtiene 
sumando 2 al término anterior: 1, 2, 4, 8..... es una serie cuya ley es que 
cada término se obtiene multiplicando por 2 el término anterior. 
Las series que estudiaremos en Algebra elemental son las progre- 


siones. 


Las progresiones se clasifican en progresiones aritméticas y geomé- 


tricas. 


I. PROGRESIONES ARITMETICAS 


(469) PROGRESION ARITMETICA es toda serie en la cual cada término des- 
pués del primero se obtiene sumándole al término anterior una can- 
tidad constante llamada razón o diferencia. 


NOTACION 


El signo de progresión aritmética es + y entre cada término y el si- 


guiente se escribe un punto. 


ASÍ, 2 18:08. Toss es una progresión aritmética creciente cuya razón 
es 2 porque 1+2=3; 3+2=5; 5 +2 = 7, etc. 
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48.4.0. —4..... es una progresión aritmética decreciente cuya razón 
es —4 porque 8-41-4)-8-4::44, 4+(—4)=0, 0+(-4)=-—4, etc. 

En toda progresión aritmética la razón se halla restándole a un tér- 
mino cualquiera el término anterior. 


1-8 Bela 
Así, +— —.1 ...... 1 --грс--1П--, 
en 54 a razón es qq 
8 1 
En +2.1—.1—.... la razón es "Let iu, M ойр. 
5 5 5 5 5 


465) DEDUCCION DE LA FORMULA DEL TERMINO ENESIMO 
Sea la progresión ои 


en la que u es el término enésimo y cuya razón es r. 

En toda progresión aritmética, cada término es igual al anterior más 
la razón; luego, tendremos: 
b=a+r 
c=b+r=(a+ r)+r=a+2r 
d=c+r=(a+2r)+71=a+3r 
e=d+r=(a+3r)+r=a+4r.... 


Aquí vemos que cada término es igual al primer término de la pro- 
gresión a más tantas veces la razón como términos le preceden; luego, como 
esta ley se cumple para todos los términos, tendremos que u será igual al 
primer término a más tantas veces la razón como términos le preceden, y 
como u es el término enésimo, le preceden n—1 términos; luego: 


| Ejemplos | (1) Hallar el 15° término de + 4.7.10.... 


Aquí a —4, n — 15, r=7—4=3, luego: 
u=a+(n=)r=4H 15—1)3=4 +(143=4 + 42 = 46. R. 
(2) Hallar el 23° término de 9.4. — 1.... 
Aquí a —9, n=23, г= 4 — 9 = — 5, luego: 
о=а+(п—1)г=9+(23—1(—5 29 4(22(— 9 29 — 1102 — 101. R. 


237 
3 Паг el 38° término de + —.—.—... 
(3) Hallar el 38° término de 323 
2 3 
ge A E luego 
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2 4 
(4) Hallar el 42° término de + —2.— р иг 
2 7 3 
race ды 
3 123 113 8 
=-2+ Z= 2+ —==—=2-. р. 
omit (nj crues, d 
I! EJERCICIO 286 
Hallar el 
1. 99? término de +7.10.13.... 15. 979 término de + 35.51... 
2. 9 ino de =5.10.15.... 
12 lieu e 25.10.15 iS. 569 dumis. de "I3 
3. 489 término de --9.12.15.... 9'3 
4. 639 término de + 3.10.17.... 17. 159 término de 1-8 
5. 199 término de +11.6.1.... | ni 
18. 9 té de + —-.——.. 
6. 989 término de --19.12.5.... SP CINE. Tag TA 
7. 139 término de +3.—1.—5.... 19. 139 término de Ti. 2i. 
8. 549 término de --8.0--8... , . л 
20. 199 té de +-2.—2... 
G 319 término de +—T Blow QM MEM 06 ГЭЙГ 
10. 179 término de — —8.2.12.... 21. 339 término de um 
e 1.9 
11. 129 término de + 5.3.1... 22. 419 término de +24.22.... 
. 2 5 
12. 17° término de мал 23. 969 término de --1-599 
13. 259 término de nee 24. 199 término de + de TI 
14. 199 término de ее 25. 399 término de -+ 3.15... 


DEDUCCION DE LAS FORMULAS DEL PRIMER TERMINO, 
DE LA RAZON Y DEL NUMERO DE TERMINOS 


Hemos hallado que u-a-(n—-ly. (1). 


Ө, 


Vamos a despejar а, r y n en esta fórmula. 


Despejando a, se tiene: a—u-—(n—1)r,- 


Para despejar r en (1) transponemos a y tenemos: 


и-а-(п-1) ~ 


E 
К, 
ж 


Para despejar n еп (1) efectuamos el producto indicado y tenemos: 
u=a+nr— т. 
Transponiendo a y — r: 


99 rrr Хий 
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| Ejemplos 


E 


омо а 


11. 
12. 


(1) Hallar el primer término de una progresión aritmética sabiendo que el 11° tér- 
mino es 10 y la razón 4. 


(2) Hallar la razón de una progresión aritmética cuyo primer término es — 4 y el . 


8* término 34. 
1 ( 3 ) 25- 3 "9l 
Ee ABUS MONS adis: Ra RO. NET 
mei 8-1 7  T.W 
(3) ¿Cuántos términos tiene la progresión 
2 1 
A ecoute — 4? 
3 3 
Aquí r=1>7-—2=-—>—. Entonces: 
1 13 1 20 
4224 (2) -5-2-7 -> 
UNE. 3 3 T 3 EE p R 
r 1 1 1 
3 3 3 
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El 159 término de una progresión aritmética es 20 y la razón 2. Hallar 
el 1er. término. 


El 32? término de una progresión aritmética es —18 y la razón 3. Hallar 
el 1er. término. 


Hallar el 1er. término de una progresión aritmética sabiendo que el 
89 término es 4 y el 99 término 1. 

El 5% término de una progresión aritmética es 7 y el 79 término 84. 
Hallar el primer término. 


Hallar la razón de --3.... 8 donde 8 es el 69 término. 
Hallar la razón de — —1.... —4 donde —4 es el 109 término. 
Hallar la razón de +4.... —$ donde —ў es el 17% término. 


El 1er. término de una progresión aritmética es 5 y el 18? término —80. 
Hallar la razón. 


El 929 término de una progresión aritmética es 1050 y el ler. término 
—42. Hallar la razón. 


¿Cuántos términos tiene la progresión +4.6.... 30? 
¿Cuántos términos tiene la progresión --5.54... 18? 


El ler. término de una progresión aritmética es 54, el 2% término 6 y 
el último término 18. Hallar el número de términos. 
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(467) En toda progresión aritméuca la suma de dos términos equidistantes 
de les extremos es igual a la suma de los extremos. 

Sea la progresión +4....... ПЕРОН ГЕНУЯ и, cuya razón es ғ. Supon- 
gamos que entre a y m hay n términos y entre p y u también hay n térmi- 
nos, es decir, que т y p son términos equidistantes de los extremos, a y u. 
Vamos a demostrar que тэ ЛВЖ 


En efecto: Habiendo n términos entre a y m, al término т le prece- 
den n+1 términos (contando la a); luego, podemos escribir (465) que 
m=a+(n+1r. (1). 

Del propio modo, habiendo n términos entre p y и, tendremos: 
u=p+(n+1)r. (2) 


Restando (2) de (1), tenemos: m= а+(п+1т 
аы. ло аа Ж ВА 
m-—u- а-р 


y pasando р al primer miembro de esta igualdad y и al segundo, queda: 


que era lo que queríamos demostrar. 


OBSERVACION 

Cuando el número de términos de una progresión aritmética es im- 
par, el término medio equidista de los extremos y por tanto, según lo que 
acabamos de demostrar, el duplo del término medio será igual a la suma 
de los extremos. 


468) DEDUCCION DE LA FORMULA PARA HALLAR LA SUMA DE LOS 
TERMINOS DE UNA PROGRESION ARITMETICA 


Sea la progresión —a.b.c........ l.m.u, que consta de n términos. 
Designando por S la suma de todos los términos de esta progresión, 
tendremos: TED EE +1 +т +u 


y también: 


+ 
E 


Ahora bien, todos estos binomios son iguales a (а + и) porque hemos 
demostrado en el número anterior que la suma de dos términos equidistan- 
tes de los extremos es igual a la suma de los extremos, y como hay tantos 
binomios como términos tiene la progresión, tendremos: 


28 = (a+ u)n y de aquí ce 
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| . (1) Hallar la suma de los 12 primeros términos de --7.13.19.... 

Ejemplos En la fórmula de la suma entra u. Aquí u es el 12” término 
qué no lo conocemos. Tur a hallarlo: 


vs 
Entonces, aplicado la mpm de suma: dra 
tehun (7--7312 80х12 _ 


= = R. 
2 2 2 
5.1 
(2) Hallar la suma de los 13 primeros términos de t2: 1277 
La razón es ———— — A Hallemos el 13° término: 
Ta: 6 4 

5 49 
u—a-cín- VER EPA w(-2) -2-9--2 


Aplicando ahora la fórmula de suma, tendremos: 
44 
td , Es "cs 2)» mo ( 2) 


2 F 2 2 
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Hallar la suma de los: 


1. 8 primeros términos de + 15.19.23.... 
2. 19 primeros términos de + 31.38.45... 
3. 24 primeros términos de + 42.32.22... 
4. 80 primeros términos de + —10.—6. -2.. 
5. 60 primeros términos de —11.1.—9.. 
6. 50 primeros términos de Ebo jas 20- 6s 
7. 9 primeros términos de idee 
8. 14 primeros términos de Tii 

: : .89 89 
9. 19 primeros términos de 47.7... 

: Е e E 
10. 34 primeros términos de +5. 

: : E am 
li. 11 primeros términos de + 22.32... 

: : TE 
12. 46 primeros términos de +37. mu 
13. 17 primeros términos de + 2.1. 198 
14. 12 primeros términos de +-—5. A 
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MEDIOS ARITMETICOS 


Se llama medios aritméticos a los términos de una progresión aritmé- 
tica que se hallan entre el primero y el último término de la progresión. 
Así, en la progresión +3.5.7.9.11 los términos 5, 7 y 9 son medios 


aritméticos. 


INTERPOLACION 


- Interpolar medios aritméticos entre dos números dados es formar una 
progresión aritmética cuyos extremos sean los dos números dados. 


| Ejemplos 


Hay que hallar los 4 términos de la progresión que hay entre 1 y 3. Si ha- 
llamos la razón y se la sumamos a 1 tendremos el 2° término de la progresión; 
sumando este 2° término con la razón tendremos el 3er. término; sumando el 
3er. término con la razón obtendremos el 47 término y así sucesivamente. 


u 
La razón la hallamos por la fórmula ya conocida r — 
"m 


ta que n es el nümero de términos de la progresión o sea los medios que se 


(1) Interpolar 4 medios aritméticos entre 1 y 3. 
1 y 3 son los extremos de la progresión. Tendremos: 


=q 


van a interpolar más los dos extremos. 


En este caso, la razón será: 


Sumando esta razón con cada término obtenemos el siguiente. 


Interpolando estos medios en (1) tenemos la progresión: 


1 +2=7, 2° término 
2+2=2, 3er. término 
БҮРТЭЙ 4° término 
H LAS 5* término. 
5. :5 

79113 
+= =3, 

5555 


teniendo en cuen- 
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Para hallar la razón puede emplearse también la fórmula —— — —— Lr 


en la cual m representa el número de medios que se van a interpolar. 


Así, en el caso anterior en que interpolamos 4 medios, m — 4 luego aplicando 
esta fórmula se tiene: 


resultado idéntico al obtenido con la fórmula general de la razón. 
(2 


м 


Interpolar 5 medios aritméticos entre —2 y 51. 
eom АЛКИН 51. (1) 
Hallando la razón: 


Sumando la razón con cada término, obtenemos el siguiente: 


9 19 
тита 
19 29 10 
24 24 24 
0 29 39 
24 24 2 
39 29 68 
24 24 24 
6 29 9 
24 24 2 


Interpolando en (1), tenemos: 


24 24 24 24 24 


IAS 5b Y -4 
ТОЗЭ HC узе сы, 
æ EJERCICIO 289 
Interpolar: 
. 8 medios aritméticos entre 3 y 11. 8. 5 medios aritméticos entre —4 y 3. 
7 medios aritméticos entre 19 y —5. 9. 5 medios aritméticos entre 1 у 2, 


5 medios aritméticos entre —13 y —73. 
. 4 medios aritméticos entre —42 y 53. 


5. 5 medios aritméticos entre —81 y —9. 
6. 8 medios aritméticos entre 1 y 3. 12. 7 medios aritméticos entre —2 y —5. 


7. 4 medios aritméticos entre 5 y 12. 13. 8 medios aritméticos entre ? y ——. 


10. 6 medios aritméticos entre —1 y 3. 


Ф о о 


11. 5 medios aritméticos entre : у -i 
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п рт ю? Y 


Ф фо 


10. 


11. 


12. 
13. 


14. 


15. 
16. 
11. 


18. 


19. 


20. 


22. 


EJERCICIO 290 


Hallar la suma de los 20 primeros mültiplos de 7. 

Hallar la suma de los 80 primeros múltiplos de 5. 

Hallar la suma de los 43 primeros nümeros terminados en 9. 

Hallar la suma de los 100 primeros nümeros pares. 

Hallar la suma de los 100 primeros nümeros impares mayores que 7. 
Compré 50 libros. Por el primero pagué 8 cts. y por cada uno de los 
demás 3 cts. más que por el anterior. Hallar el importe de la compra. 
Un dentista arregló a un hombre todas las piezas de la boca que tenía 
completas. Por la primera le cobró $1 y por cada una de las demás 20 cts. 
más que por la anterior. ¿Cuánto cobró el dentista? 

Hallar la suma de los 72 primeros mültiplos de 11 que siguen a 66. 
¿Cuánto ha ahorrado un hombre en 5 anos si en enero del primer año 
ahorró bs. 2 y en cada mes posterior ahorró bs. 3 más que en el precedente? 
Un hombre avanza en el primer segundo de su carrera 6 m y en cada 
segundo posterior avanza 25 cm más que en el anterior. ¿Cuánto avanzó 
єп el 8? segundo y qué distancia habrá recorrido en 8 segs.? 

Los ahorros de 3 anos de un hombre están en progresión aritmética. 
Si en los tres anos ha ahorrado 2400 sucres, y el primer айо ahorró la 
mitad de lo que ahorró el segundo, ¿cuánto ahorró cada año? 

El 22 y el 4% términos de una progresión aritmética suman 22 y el 3? 
y el 7% términos suman 34. ¿Cuáles son esos cuatro términos? 

Una deuda puede ser pagada en 32 semanas pagando $5 la 1? semana, 
$8 la 29 semana, $11 la 3* semana y así sucesivamente. Hallar el importe 
de la deuda. 

Una persona viaja 50 kilómetros el primer día y en cada día posterior 5j 
kilómetros menos de lo que recorrió el día anterior. ;Cuánto habrá reco- 
rrido al cabo de 8 días? 

En una progresión aritmética de 12 términos el 19 y el 129 término su- 
man 534. ¿Cuál es la suma del 3% y el 10% término? 

¿Cuál es el 6% término de una progresión aritmética de 11 términos 
si su ler. término es —2 y el último  —52? 

En el ler. ano de negocios un hombre ganó $500 y en el ültimo ganó 
$1900. Si en cada ano ganó $200 más que en el айо anterior, ;cuántos 
anos tuvo el negocio? 

Las ganancias anuales de un comerciante durante 11 aíios están en pro- 
gresión aritmética. El primer año ganó $1180 y el último $6180. ¿Cuánto 
más ganó en cada айо a contar del segundo айо, que en el anterior? 
Las pérdidas de 5 años de una casa de comercio están en progresión 
aritmética. El último año perdió 3000 soles, y la pérdida de cada año 
fue de 300 soles menos que en el año anterior. ¿Cuánto perdió el primer 
айо? 

Una piedra dejada caer libremente desde la azotea de un edificio recorre 
16.1 pies en el primer segundo , y en cada segundo posterior recorre 32.2 
pies más que en el segundo anterior. Si la piedra tarda 5 segundos en 
llegar al suelo, ¿cuál es la altura del edificio? 

Hallar la suma de los números impares del 51 al 813. 

El 5? término de una progresión aritmética es 81 y el 99 término 59. 
Hallar el 12% término. 

Las ganancias de 3 años de un almacén están en progresión aritmética. 


El primer año ganó 12500 colones y el tercero 20500. ¿Cuál fue la ganan- 
cia del 2% año? 
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Il. PROGRESIONES GEOMETRICAS 


PROGRESION GEOMETRICA es toda serie en la cual cada término se 
obtiene multiplicando el anterior por una cantidad constante que es 
la razón. 


NOTACION 
El signo de progresión geométrica es у entre término y término se 
escribe : 


Así, ++5:10:20:40..... es una progresión geométrica en la cual la ra- 
zón es 2. En efecto, 5x2=10; 10х2= 20; 20x 2— 40, etc. 


Una progresión geométrica es creciente cuando la razón es, en va- 
lor absoluto, mayor que uno, y es decreciente cuando la razón es, en 
valor absoluto, menor que uno, o sea, cuando la razón es una fracción 


propia. Así: 81:4516 0647... 

es una progresión geométrica creciente cuya razón es 4, y 
wal: p. 

es una progresión geométrica decreciente cuya razón es 4. 


Progresión geométrica finita es la que tiene un nümero limitado de 
términos e infinita la que tiene un nümero ilimitado de términos. 

Así, +2:4:8:16 es una progresión finita porque consta de 4 térmi- 
pos-y €«4:2:1:4..... es una progresión infinita porque consta de un nü- 
mero ilimitado de términos. 

En toda progresión geométrica la razón se halla dividiendo un térmi- 
no cualquiera por el anterior. 


DEDUCCION DE LA FORMULA DEL TERMINO ENESIMO 


Sea la progresión пири 


en que la u es el término enésimo y cuya razón es 7. 

Ь=ат 

с=т= (ат )r = ar? 

d = cr = (ат?) = ат? 

е= dr = (ат) = ат*.... 


En toda progresión geométrica, cada tér- 
mino es igual al término anterior multiplicado 
por la razón; luego: 


Aquí vemos que un término cualquiera es igual al primero a multi- 
plicado por la razón elevada a una potencia igual al número de términos 
que lo preceden. 

Esta ley se cumple siempre; luego, como и es el término n y le pre- 
ceden n—1 términos, tendremos: ч —ar*" 
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> (1) Hallar el 5° término de +2:6:18.... 
Ejemplos Aquí a —2, n=5; r=6+2=3, luego: 
б 093 = 2:5 39-1-0534 == 162 R. 


(2) Hallar el 8° término de ++6:4.... 
4 2 
Aquí 8556, n= үен аг, luego: 
2« 1 128 256 
=ar sg x| =) =6 x= — 
gramos t 62087 75 
(3) Hallar el 7* término de siis 
La razón es: -14-1--1Х15-1 Por tanto: 


ган 
7 4 
эЕРТОҮОС ҮТЭР m =. 2" 
n= (24) 3496 208 " 22 
Cuando la razón es negativa, lo que' sucede siempre que los términos de la 
progresión son alternativamente positivos y negativos, hay que tener cuidado 
con el signo que resulta de elevar la razón a la potencia n — 1. 


Si n — 1 es par dicho resultado tendrá signo + y si es impar, signo —. 
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Hallar el 79 término de ++3: 6: 12.. D 
Hallar el 8% término de *2:1:3 26. 
17 
Hallar el- 99 término de + 8:4:2 P. ) 
Hallar el 6? término de *1:1:2 P 4 
май 
Hallar el 7% término de 4-3:2: : TAM 


Hallar el 69 término de + 2 : т. disce 


Hallar el 89? término de + 2: e Osa 
Hallar el 69 término de + —3 : 6 : —12.... 
Hallar el 99? término de + 3: —1: HE 


тээ өт wo wo wow. 


10. Hallar el 59 término de + : : i "TY 


11. Hallar el 89 término de + 16: —4 : 1.... 
12. Hallar el 89 término de ++“: — 


1 
2 
13. Hallar el 59 término de + -i i 3: E on 


14. Hallar el 10? término de + ==: ==; ==..., 
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(413) DEDUCCION DE LA FORMULA DEL PRIMER TERMINO 
Y DE LA RAZON 


Hemos hallado que 


Despejando a, se tiene: а= 27, que es la fórmula del primer tér- 


mino en una progresión geométrica. 


Para hallar la razón. Despejando 7"! en (1) se tiene 


n-1 1 


үзээ => y extrayendo la raíz n— 1, queda r= | e 


que es la fórmula de la razón en una progresión geométrica. 


| Ejemplos | 


NB ‚4 TC 1 zi 
(1) El 6° término de una progresión geométrica es та Y la razón ;. Hallar el 
primer término. 


: 1 1 
Aquí и=т, г== 5, n=6, luego 


1 1 
u 16 16 
dE i ло" 
(з). z 
(2) Eller. término de una progresión geométrica es 3 y el 6° término — 729. Hallar 


la razón. 
Aquí a =3, u = — 729, п = 6, luego: 


Eis мы. 
. 11/0 каш $ S 
= == —= —243=— 3. К. 
дал” rex 
E! EJERCICIO 292 
1. La razón de una progresión geométrica es i y el 7? término "t Hallar 


el primer término. 

2. El 99 término de una progresión geométrica es E y la razón es z, 
Hallar el primer término. 

3. El 5° término de una progresión geométrica es y el 69 término E 
Hallar el 1ег. término. 


4. Hallar la razón de + 2: ....... : 64 de 6 términos. 
5. Hallar la razón de + 2: E : 243 de 7 términos. 
6. Hallar la razón de + —5: ..... : 640 de 8 términos. 
7. Hallar la razón de + 2: OE t 5 de 6 términos. 
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8. Hallar la razón de +8: ....... i-r 7 términos. 


i 025 : 
9. Hallar la razón de + Ail de 5 términos. 


* 1 . 2 $ 21 

М 1 == ет. Lm 

10. El 8% término de una progresión geométrica es ар y el ler término es E 
Hallar la razón. 


874) En toda progresión geométrica el producto de dos términos equidis- 
tantes de los extremos es igual al producto de los extremos. 


Sea la progresión 


donde entre a y m hay n términos y entre р y и también hay n términos, 
Entonces, m y p son equidistantes de los extremos. Vamos a probar que 


mp = au. 
En efecto: Se tiene (472) que: m=a.r +! 
uc р.т"+1, 
Dividiendo estas igualdades, tenemos: 
m a, _ 
ub = р <. тр = аи 


que ега lo que queríamos demostrar. 


OBSERVACION 


De acuerdo con la demostración anterior, si una progresión geométri- 
ca tiene un nümero impar de términos, el cuadrado del término medio 
equivale al producto de los extremos. 


Así, en la progresión + 3:6:12: 24:48 tenemos 12?—144 y 3х48::144, 


DEDUCCION DE LA FORMULA DE LA SUMA DE LOS 
TERMINOS DE UNA PROGRESION GEOMETRICA 


Sea la progresión 


cuya razón es r. 
Designando por 5 la suma de todos sus términos, tendremos: 


Multiplicando los dos miembros de esta igualdad por la razón: 


4 
Restando (1) de (2), tenemos: 
Sr=ar+br+cr+dr+....+ur 
=S=-a=b=c=d—=....— u 
Sr—S= ur — a 
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Al efectuar esta resta hay que tener presente que como cada término mul- 
tiplicado por la razón da el siguiente, ar — b y esta b se anula con — b; 
br = c y esta c se anula con — c; cr — d y esta d se anula con — d, etc. En- 
tonces, arriba queda ur y abajo — a, y de ahí resulta el 20. miembro de la 
resta ur — а. 

Sacando S factor común en el primer miembro de la última igualdad, 


se tiene: 
Ejemplos (1) Hallar la suma es я 6 primeros términos de + 4.2.1... 
Hallemos el 6° término: 


y de aquí 


ko 
= al = =4 x z 4 х -- —— 
u=ar G y t^ 8 
Entonces, aplicando la fórmula de Е tenemos: 
63 
буп Ыл neg E 
aro 6 ya 4,8 3 ы 
r= Pa -4 PLA Ый 
2 2 2 
12) Hallar la suma de los 8 primeros términos de ++9:—3:1.... 
Aquí la razón es г= —3--9— — 4. Hallemos el 8” término: 
tb 1 ! 
шат 1ї-9х (-- | =9 х (|---)х---, 
=н” 5) эх ( 2187 243 
Aplicando la M de suma, tenemos: 
6560 
UTE 
=a 243 зв? PEN ^. I . ME 
prm та 4 243 23 


2213 -. -- 


3 3 
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Hallar la suma de los: 
1, 5 primeros términos de + 6:3: 1. vare 
2. 6 primeros términos de + 4 : —8 : 16.... 
3. Т primeros términos de + 12:4: 1i. иш» 


4. 10 primeros términos de + 1 : i n 0 
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5. 8 primeros términos de + 2: : 12:5 
6. 7 primeros términos de + —— : 
7. 10 primeros términos de + —6 : —3 : —1z... 


8. 8 primeros términos de + 2: —1: 


ые 
. 


9. 6 primeros términos de + 2 ST HE 


10. 6 primeros términos de + 9: —3: 1.. 


INTERPOLAR MEDIOS GEOMETRICOS entre dos números es formar 
una progresión geométrica cuyos extremos sean los números dados, 


Ejemplo 
Interpolar 4 medios geométricos entre 96 y 3. 
Hay que formar una progresión geométrica cuyo primer término sea 96 y 


el último 3: 


Hay que hallar la razón. Como vamos а interpolar 4 medios y ya tenemos los 
dos extremos, n= 6, luego: 


= 2o m ar 


Si la razón es 4 multiplicando 96 por à tendremos el 2° término; éste, multiplicado 
por 4 dará el 3er. término y así sucesivamente, Tenemos: 


96 X 4 = 48 
48x 4=24 
24 х 4212 
12Xi- 6 


Interpolando еп (1), tenemos la progresión 


NOTA 


Puede aplicarse también en este caso, para hallar la razón, la fórmula 
у 
mel 
p= o 
Ч 5 


en que m es el пйтего de medios que se interpolan. 
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Б- EJERCICIO 294 
Interpolar: 
3 medios geométricos entre 5 y 3125. 


4 medios geométricos entre —7 y —224. 


5 medios geométricos entre 128 y 2. 


p mw 


4 medios geométricos entre 4 
5. 6 medios geométricos entre 2 y 34—. 
6. 4 medios geométricos entre - y —. 


7. Т medios geométricos entre 8 y —. 


(17) suma DE UNA PKOGRESION GEOMETRICA 
DECRECIENTE INFINITA 


> ur—a ас 
Si en la fórmula 5 = ———— sustituimos 
T ЕУ 
и por su valor и = ат" 1, tendremos: 7 


y cambiando los signos a los dos términos 
de esta ültima fracción, tenemos: 


En una progresión geométrica decreciente la razón es una fracción 
propia, y si una fracción propia se eleva a una potencia, cuanto mayor sea 
el exponente, menor es la potencia de la fracción. Por tanto, cuanto ma- 
yor sea n, menor es 7? y menor será ат"; siendo n suficientemente grande, 
ar" será tan pequeña como queramos, o sea, que пана n aumenta inde- 


а-а 
finidamente, ат" tiende al límite 0 y por tanto я о sea $, tiende al 


а 

límite Lan Esto se expresa brevemente diciendo que cuando n, el nú- 
-1 

mero de términos de la progresión, es infinito, el valor de la suma es 


(1) Hallar la suma de la progresión #4:2:]...... _ 


Aquí а= 4, r=3, luego. 
a 4 


Ejemplos 


4 

jer 1—4 4 

8 es el límite al cual tiende la suma. La suma nunca llega a ser igual a 8, 

pero cuanto mayor sea el nümero de términos que se tomen mós se арго- 
ximará a 8. 
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= » 


(2) Hallar la suma de la progresión infinito Е 


Aquí a=5,1r=-5 luego: 
=f 3 8 18 


1 cas 
35 es el límite de la suma. Ё. 
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Hallar la suma de las progresiones infinitas: 


iod & 16 2 2 
жө... 4 ж —4:—2:——.... T. 42:-—2:—-.... 
2:3 8 4 3 9 2 5725 
dp Marb RE E mi E Ф: ағ a e 22... 
LLL ЭХ = 
+ —5: —2 : —- lato 

0749 


HALLAR EL VALOR DE UNA FRACCION DECIMAL PERIODICA 
“Una fracción decimal periódica es la suma de una progresión geomé- 


trica decreciente infinita y su valor (su generatriz) puede hallarse por el 
procedimiento anterior. 


Ejemplos 


(1) Hallar el valor de 0.333...... 
TTL AM A 
10 100 1000 


Esta es la suma de una progresión geométrica al infinito cuya razón es у. 


0333. as = 


Tendremos: 3 3 
a 10 10.43. 1 
= — =——="=*=- R 
3 1-r 1 9 9 3 
10 10 
: es el valor de la fracción 0.333...... 
(2) Hallar el valor de 0.31515........ 
15 15 
031515...... me 4---25-34ү,2: 


10 1000 100000 


" 3 : T 
Después de == en el segundo miembro tenemos la suma de una progresión 


21 4 524 nm © $ 
geométrica al infinito cuya razón es ind? luego: 
15 15 
q m 100 1000 1 
шэн 1 99 66 


pa 


10. 
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8 1 
Entonces, sumando To con 48 tenemos: 


EJERCICIO 296 


Hallar por la suma al infinito, el valor de las fracciones decimales: 


1. 0.666.... 2. 0.1212.... 8. 0.159159.... 
4. 03932... 5. 0.144144.... 6. 0.3555.... 
7. 0.18111.... 8. 0.31818.... 9. 2.1818.... 
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El lunes gané 2 lempiras y cada día después gané el doble de lo que 
gané el anterior. ¿Cuánto gané el sábado y cuánto de lunes a sábado? 


Un dentista arregla 20 piezas a una persona cobrándole un centavo por 
la primera, 2 cts. por la segunda, 4 cts. por la tercera, 8 cts. por la cuarta, 
y así sucesivamente. ¿Cuáles serán los honorarios del dentista? 

Un hombre jugó durante 8 días y cada día ganó : de lo que ganó el ` 
día anterior. Si el 8% día ganó 1 balboa, ¿cuánto ganó el ler. día? 

El producto del 39 y el 79 término de una progresión geométrica de 
9 términos es E ¿Cuál es el producto del ler. término por el último? 


En una progresión geométrica de 5 términos el cuadrado del 3er. término 
es z Si el ültimo término es => ¿cuál es el primero? 


El 4% término de una progresión geométrica es : y el 7? término z 
Hallar el 6? término. 


Un hombre que ahorra cada айо los : de lo que ahorró el айо anterior, 
ahorró el 5% año $160. ¿Cuánto ha ahorrado en los 5 años? 

La población de una ciudad ha aumentado en progresión geométrica 
de 59049 almas que era en 1953 a 100000 almas en 1958. ;Cuál es la 
razón de crecimiento por айо? 

Una persona ha ganado en cada aiio : de lo que ganó el айо anterior. 
Si el ler. año ganó 24300 bolívares, ¿cuánto ha ganado en 6 años? 


Se compra una finca de 2000 hectáreas a pagar en 15 años de este 
modo: $1 el 1er. año, $3 el 22 año, $9 el 3er. año, y así sucesivamente. 
¿Cuál es el importe de la finca? 


RLIN 


Matemático y físico 
lemán, Recibió el Premio Nobel de Física de 1918. 
us estudios se desarrollaron alrededor de las rela- 
iones entre el calor y la energía. Llevó a cabo la 
enovación de la Física, al introducir su famosa teoría 


AAX PLANCK (1858-1947) 


LOGARITMOS 


de los "quanta", basada en la discontinuidad de la 
energía radiante, La base de la Física moderna es la 
"constante universal de Planck”. En sus trabajos se 
unen maravillosamente la Física y la Matemática. 
Alemania creó el Instituto de Física Max Planck. 


CAPITULO 


de un nümero es el exponente a que hay que elevar 


m otro nümero llamado base para obtener el nümero dado. 


53: 


сл сл ct 


Así, 


luego, siendo la base 5, el logaritmo de 1 (que se escribe log 1) es 0, por- 
que 0 es el exponente a que hay que elevar la base 5 para que dé 1; el 
log 5 es 1; el log 25 es 2, el log 125 es 3, etc. 


480 


Cualquier nümero positivo se puede tomar como base de un sistema 


de logaritmos. 


Pudiendo tomarse como base de un sistema de logaritmos cualquier 
nümero positivo, el nümero de sistemas es ilimitado. No obstante, los sis- 
temas usados generalmente son dos: el sistema de logaritmos vulgares o de 


508 


LOGARITMOS @ 509 


Briggs, cuya base es 10, y el sistema de logaritmos naturales o neperianos 
creados por Neper, cuya base es el número inconmensurable 


e =2.71828182845.... 
PROPIEDADES GENERALES DE LOS LOGARITMOS 


Son de importancia las siguientes propiedades de los logaritmos: 


1) La base de un sistema de logaritmos no puede ser negativa, por- 
que si fuera negativa, sus potencias pares serían positivas y las impares ne- 
gativas, y tendríamos una serie de números alternativamente positivos y 
negativos, y por tanto, habría números positivos que no tendrían logaritmo. 


2) Los números negativos no tienen logaritmo porque siendo la base 
positiva, todas sus potencias, ya sean pares o impares, son positivas y nunca 
negativas. 


3) En todo sistema de logaritmos, el logaritmo 


de la base es 1, porque siendo b la base, tendremos: / 


4) En todo sistema el logaritmo de 1  b*'-1-.loglz-0. 


es cero, porque siendo b la base, tendremos: / 


5) Los nümeros mayores que 1 tienen logaritmo positivo porque sien- 
do log 1=0, los logaritmos de los números mayores que 1 serán mayores 
que cero; luego, serán positivos. 


6) Los nümeros menores que 1 tienen logaritmo negativo porque 
siendo log 1 —0, los logaritmos de los números menores que 1 serán meno- 
res que cero; luego, serán negativos. 


(483) LoGarITMO DE UN PRODUCTO 

El logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de 
los factores. 

Sean A y B los factores. Sea x —log A e y —log B y sea b la base del 
sistema. 

Vamos a probar que 


En efecto: Que x es el log de A significa que x es el expo- 
nente a que hay que elevar la base b para que dé A, y que y es 
el log de Л significa que y es el exponente а que hay que ele- 
var la base b para que dé B; luego, tenemos: 


Multiplicando estas igualdades, tenemos: 
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Ahora bien: Si x+y es el exponente a que hay que elevar la base b 
para que dé A Xx B, x+y es el logaritmo de AX B; luego, 


pero x = 105 A e y—log B; luego, 


484) LOGARITMO DE UN COCIENTE 


El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del dividendo me- 
nos el logaritmo del divisor. 


Sea A el dividendo, B el divisor, x—log A, y=log B 
siendo b la base del sistema. Vamos a probar que / 


En efecto: b*— A. 
b» = B. 
Dividiendo miembro a miembro 23 
estas igualdades, tenemos: A E ТЕТЕ Б 


Ahora bien: Si x — y es el exponente a que hay que po 
4 4 


elevar la base para que dé pe el log de B) luego, — —^ 


о sea:— - et 


баз) LOGARITMO DE UNA POTENCIA 
El logaritmo de una potencia es igual al exponente multiplicado por 
el logaritmo de la base. 


Sea x —log A y b la base del “од 4^ —n(log A). 
sistema. Vamos a demostrar di ———— 


En efecto, siendo x el 
log 4, tenemos: 


ээг. 
Elevando ambos miembros pr АВ, 


a la potencia n, tenemos: 


Ahora bien: Si nx es el exponente 
a que hay que elevar la base para que 


dé A”, nx es el log de A”; luego, Jdp-. R3 а" 


^y como x =10g A, se tiene: —————— — — — — — — 


(89) LOGARITMO DE UNA RAIZ 


El logaritmo de una raíz es igual al logaritmo de la cantidad subradi- 
cal dividido entre el índice de la raíz. 


Sea x=log A y b la base del ud s. 
sistema. Vamos a probar que — ^ 
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En efecto: Siendo x к= А. 
el log A, se tiene: л 


Extrayendo la raíz enésima Ив УА 
a ambos miembros, tenemos: / 

Ahora bien: Si = es el exponente 
a que hay que elevar la base para que dgVd-to 


dé VA, 5 es el log de VA, luego, —————————————— ——^ 


Los logaritmos que usaremos en este curso elemental son los logarit- 
mos vulgares cuya base es 10. 


PROPIEDADES PARTICULARES DE LOS 
LOGARITMOS VULGARES 
Observando la progresión 


о sea, 


y como x —log 4, queda: 


LOGARITMOS VULGARES 


10°=1 ql tl 

203 10 > 0.1 
SEO 10249,7001 
10%=1000 10-0001 
10*= 10000, etc. 10-2. 00001 etc. 


se deducen fácilmente las siguientes propiedades de los logaritmos de 
base 10: 


1) En este sistema, los únicos números cuyos logaritmos son núme- 
ros enteros son las potencias de 10. Así, 


log 1= 0 log 0.1 = ~ 1. 

log 10= 1 log 0.01 = — 2. 

log 100— ? log 0.001 — — 3. 

log 1000= 3 log 0.0001 — 4, etc. 


log 10000 = 4, etc. 
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2) El log de todo número que no sea una potencia de 10 no es un 
número entero, sino una fracción propia o un número entero más una 
fracción propia. 

En efecto: Como log 1=0 y log 10=1, los números comprendidos en- 
tre 1 y 10 tendrán un log mayor que 0 y menor que 1; luego, su log será 
una fracción propia. 

Así, log 2 — 0.301030. 

Como log 10=1 y log 100=2, los números comprendidos entre 10 y 
100 tendrán un log mayor que 1 y menor que 2; luego, su log'será 1 más 
una fracción propia. 

Así, log 15-:1--0.176091 = 1.176091. 

Como log 100 —2 y log 1000 —3, los números comprendidos entre 100 
y 1000 tendrán un log mayor que 2 y menor que 3; luego, su log será 2 más 
una fracción propia. 

Así, log 564 — 2 -- 0.751279 — 2.751279. 

El logaritmo de un nümero comprendido entre 1000 y 10000 será 3 
más una fracción propia. 

Así, log 1234 — 3 -- 0.091315 — 3.091315. 

Del propio modo, como log 1 — 0 y log 0.1 = — 1, los números compren- 
didos entre 1 y 0.1 tendrán un logaritmo mayor que — 1 y menor que cero; 
luego, su logaritmo será —1 más una fracción propia. Así, log 0.5——1 
+ 0.698970 = 1.698970. (Se pone el signo — encima de 1 para indicar que lo 
que es negativa es la parte entera, pero no la parte decimal). 

Como log 0.1 = —1 y log 0.01 = — 2, los números comprendidos entre 
0.1 y 0.01 tendrán un log mayor que —2 y menor que — 1; luego, su log 
será —2 más una fracción propia. 

Así, log 0.08 = — 2 + 0.903090 = 2.903090. 

El log de un número comprendido entre 0.01 y 0.001 será mayor que 
—3 y menor que — 2; luego, será — 3 más una fracción propia; el log de un 
nümero comprendido entre 0.001 y 0.0001 será mayor que —4 y menor 
que — 3; luego, será — 4 más una fracción propia, etc. 


CARACTERISTICA Y MANTISA 
Acabamos de ver que el log de todo número que no sea una potencia 
de 10 consta de una parte entera y una parte decimal. La parte entera se 
llama característica, y la parte decimal, mantisa. 
Así, 
en log 25  -—1.397940 la característica es 1 y la mantisa 0.397910; 
en log 4125  —3.615424 la característica es 3 y la mantisa 0.615424; 
en log 0.05 = 2.698970 la característica es 2 y la mantisa 0.695970, 
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La mantisa siempre es positiva, pero la característica puede ser cero 
si el nümero está comprendido entre 1 y 10; positiva, si el nümero es ma- 
yor que 10 o negativa si el número es menor que 1. 

Las potencias de 10 sólo tienen característica; su mantisa es 0. 


(490) VALOR DE LA CARACTERISTICA 

En virtud de lo anterior, podemos decir que: 

1) La característica del logaritmo de un número comprendido entre 
1 y 10 es cero. 

2) La característica del logaritmo de un número mayor que 10 es po- 
sitiva y su valor absoluto es 1 menos que el número de cifras enteras del 
número. Así, 84 tiene dos cifras enteras y la característica de su log es 1; 
512 tiene tres cifras enteras y la característica de su log es 2; 1215.65 tiene 
cuatro cifras enteras y la característica de su log es 3. 


3) La característica de un número menor que 1 es negativa y su valor 
absoluto es 1 más que el número de ceros que hay entre el punto decimal 
y la primera cifra significativa decimal. 

Así, la característica de log 0.5 es —1; la de log 0.07 es —2; la de log 
0.0035 es — 3, etc. 


CARACTERISTICAS NEGATIVAS 


En el log de'un número menor que 1 la característica es negativa, pero 
la mantisa es positiva. 

Así, log 0.5 = —1--0.698970. Este log no puede escribirse — 1.698970, 
pues esto indica que tanto la característica como la mantisa son negativas. 
El modo correcto de escribirlo, indicando que sólo la característica es ne- 


gativa, es 1.698970. 
Del propio modo, log 0.03 — 2 -- 0.477121 — 2.477121. 


(492) COLOGARITMO. SU USO 
Se llama cologaritmo de un número al logaritmo de su inverso. 


: 1 А 
Así, el cologaritmo de 2 es el logaritmo de y el cologaritmo de 54 
1 
es el logaritmo de —. 
54 


1 М : 
En general, colog x —log— y como el log de un cociente es igual al 
х 
log del dividendo menos el log del divisor, tendremos: 
1 
colog *&—log -—log 1— log x=0—log x ——log x 
luego, queda colog x ——log x, o sea, —log x=colog x 
lo que nos dice que restar el log de un nümero equivale a sumar el colo- 
garitmo del mismo nümero. 
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a 
Por tanto, como log; = log a— log b en lugar log; = log a+colog b. 
de — log b podemos poner colog b y tendremos:” 
El cologaritmo se usa, pues, para convertir en suma una resta de lo- 
garitmos. 


(493) MANEJO DE LAS TABLAS 

Existen tablas de :0garitmos de diversos autores cuyo manejo viene 
explicado en la misma tabla. 

Como el alumno necesita una tabla de logaritmos y la tabla general- 
mente usada entre nosotros trae una explicación detallada de su manejo, a 
ella remitimos el alumno. 

Así, pues, antes de pasar al número siguiente, el alumno debe cono- 
cer a fondo el manejo de la tabla, saber hallar el log de cualquier número, 
antilogaritmos y toda clase de operaciones con logaritmos, todo lo cual apa- 
rece detalladamente explicado en la tabla. 


(94) CALCULAR EL VALOR DE EXPRESIONES POR MEDIO 

DE LOGARITMOS 

Las propiedades de los logaritmos nos permiten emplearlos para cal- 
cular el valor de diversas expresiones. 


3 (1) Hallar el valor de 1215 X 0.84 por logaritmos. 
Ejemplos Como el log de un producto es igual a la suma de los 
logs de los factores, tendremos: 


log (1215 X 0.84) = log 1215 + log 0.84 
= 3.084576 + 1.924279. 
— 3.008855. 


Entonces, buscando en la tabla, el antilogaritmo de 3.008855 [о sea, el nó- 
mero a que corresponde este logaritmo] se encontrará que es 1020.59 luego 


Hallar por log el valor de 3214.8 X 0.003 X ( — 43.76). 


Como un número negativo no tiene log nosotros trabajaremos prescindiendo 
del signo — de 4376 y luego de hallado el producto, de acuerdo con la re- 
gla de los signos, le pondremos signo —. Tendremos: 
log (3214.8 X 0.003 х 4376) = log 3214.8 + log 0.003 + log 43.76 
= 3.507154 + 3.477121 + 1.641077 
— 2.625352. 


El antilogaritmo de 2.625352 es 422.0388 luego 


~ 1145345 
` 


(2 


- 


(3) 


(4 


— 


(5 


— 
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0.765 
Hallar el valor de —— por log. 


39.14 
El logaritmo de un cociente es igual al log del dividendo menos el log del 
divisor, luego 0765 
—- = log 0.765 — log 39.14 
aub С e 


pero como restar el log de un número equivale a sumar su cologaritmo po- 
demos escribir: 


0.765 
log ——= | 5 
og 39.14 log 0.765 -- colog 39.14 


= 1.883661 + 2.407379 
2.291040. 


Hallar el valor de 7.59. 


Como el log de una potencia es igual al exponente multiplicado por el log 
de la base, tendremos: 


log 7.59 = 6 (109 7.5) = 6 (0.875061 | = 5.250366. 


El antilog de 5.250366 es 177977.551 luego 7.59 = 177977.551 aproximadamente. R. 


Hallar el valor de Y3. 


Como el log de una raíz es igual al log de la cantidad subradical dividido 
entre el índice de la raíz, se tiene: 


EJERCICIO 298 
Hallar el valor de las expresiones siguientes por medio de logaritmos: 


1. 532 x 0.184. 8. 7653.95 + 12.354. 13. 18.654. 
2. 191.7 x 432. 9. 072188 14. 00.842. 
8. 0.7 x 0.013 x 0.9. ' 0.0095 ` 15. 7.98, 
4. 15 х 8.16 x 0.35 х 10037. 9114 16. V3. 
5. 3.2X4.3X7.8 х 1034 x 0.019 ИР же 17. 2. 
5 : . 2 019. 0.02 
6. 95.13 — 7.23. 11. 916, т с 
+ 3 i ё 
7. 8.125 + 0.9324. 12. 0.153, 20. V55 
COMBINACION DE LOS CASOS ANTERIORES 


| Ejemplos (1) Hallar el valor de 


| ( 3284 X 0.09132 
715.84 


3284 х 0.09132 
715.84 


) = log (3284 х 0.09132) + colog 715.84 


por logaritmos. 


= log 3284 + log 0.09132 + colog 715.84 

= 3.516403 + 2.960566 + 3.145184 

= 1.622153. 
El log 11622153 corresponde al número 0.41894 que es el valor de la expre- 
sión dada, hallado por log. К. 
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100.39 x 0.03196 
(2 11 | val с с — log. 
) Hallar el valor de 714 x 0003 por log 


100.39 х 0.03196 
log (222) leg (100.39 x 0.03196) — log (7.14 х 0. 
( 7.14 x 0.093 ) og (100.39 х 0.03196) — log (7.14 х 0.093) 


= log 100.39 + log 0.03196 — (log 7.14 + log 0.093) 
= log 100.39 + log 0.03196 — log 7.14.— log 0.093 
= log 100.39 + log 0.03196 + colog 7.14 + colog0.093 
= 2.001690 + 2.504607 + 1.146302 + 1.031517 
= 0.684116. . 

Este log corresponde al nómero 4.831877. R. 


8.4 
(3) Hallar el valor de 37 х 57 por log. 
с а 5 2 
log (ss х 8)- log 3° + log 5 ^. 


== log 3)+Ž (log 5) 


— i (0.477121 ) - 1 (0.698970 ) 


— 0.190848 + 0.465980 
= 0.656828. 
$ 34 


Este log corresponde al número 4,5376 luego 3° x 5* = 4.5376. R 


32.7 х 0.006 
llar el val o == per leg. 
(4) Hallar el valor de 014 X 89.17 por log 


32.7 x 0.006 


32.7 x 0.006 _ 0.14 x 89.17 
eg 0.14% 89.17 3 


_ log 327 + log 0.006 + colog 0.14 + colog 89.17 

A AA 

... 1.514548 + 3778151 + 0.853872 + 2.049781 

V REESE Num: Eb 
2.96352 _— 

= = 1398784, 


El número que corresponde а 1.398784 es 0.25048 y este es el valor de la 
expresión dada. R. 


NOTA 
Dados los conocimientos que posee el alumno, sólo puede hallar por logarit- 
mos el valor de expresiones en que las operaciones indicadas son productos, 
cocientes, potencias y raíces pero no sumas o restas. 
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Mr EJERCICIO 299 
Hallar por log el valor de las expresiones siguientes: 


, 515x78.19 sm E 3 
JUS NE ' 5.65 ъ 4 
4 23.054X 934.5 0.537 5 
à 8164 И 18. 9,58 ы 1 15 
23. S 
8.14x9.73 i 4 
a EE 3 
0.67.8 3 5 
14. cy 94. ү/—-— 
q, 51349132 я " 3 
85.3x10.764 ` 6 
5 Л. бх .14. = 
p, 53:245x4325.6 дае cma = (57. 
' 39.815х9179 * 16. v/932.5 х 813.6 х 0.005. 8^ 
32.6х(—841. 
е RI 0, /98:1х 1042: - T- ” 42 
0.017x 732.14 8.35 x 1.3 5 1 
7. D. 18. V33725x(-9182)x 1184. 27. V2xV3xY/02 
de eriam їе. .4/18816х055 pa, VERUS 
—1.2)x(—8.135 | ————. Mp ec 
| эм: 3 931.8 х 0.07 Y31TE 
8. (—0.003)x9134.7 à 
9. 39x0.9*. p UIS аа... / O19 39.162 
1 2 22117 : 0.07X3.89 ` 
10. 52х33 . 3 3 
i wd 21. (0.0316 =. ¡QA 
11. 798х32х 58. 0.1615 (0.05)* х 3.25 


396) DADOS LOS LOGARITMOS DE CIERTOS NUMEROS, HALLAR 
EL LOGARITMO DE OTRO SIN USAR LA TABLA 


| Ejemplos | 


Tenemos: 


(1) Dados log 2 = 0.301030 y log 3 = 0.477121 hallar log 
108 sin usar la tabla. 
108 —2* X.9*. 
log 108 = 2 (109 2) + 3(log 3) 
= 2 (0.301030) + 3 (0.477121) 
е + 1.431363 


Si se busca en la tabla log 108 se encuentra 2.033424. La diferencia entre 
este log y el que hemos hallado sin usar la tabla obedece a que los loga- 
ritmos dados de 2 y 3 no son rigurosamente exactos. 


(2) Dado log 115 — 2.060698 y log 5 — 0.698970 hallar log 23. 


log 23 = log 115 + colog 5 
= 2.060698 + 1.301030 
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Dados log 2=0.301030, log 3=0.477121, log 5=0.698970, log 7=0.845098, 
hallar: 


1. log 36. 5. log 120. 9. log 1.96. 13. log 21. 
2. log 75. 6. log 98. 10. log 0.875. 14. log 13. 
3. log 30. 7. log 0.343. 11. log 202.5. 15. log 12. 
4. log 48. 8. log 22.5. 12. log 44.8. 16. log 21. 


17. Dado log 143 = 2.155336 y log 11 = 1.041393 hallar log 13. 
18. Dado log 225 = 2.352183 y log 9=0.954243 hallar log 25. 


ECUACIONES EXPONENCIALES son ecuaciones en que la incógnita 
es exponente de una cantidad. 


Para resolver ecuaciones exponenciales, se aplican logaritmos a los dos 
miembros de la ecuación y se despeja la incógnita. 


| Ejemplos (1) Resolver la ecuación 3* — 60. 
Aplicando logaritmos, tenemos: 
x(log 3) — log 60 


за 
5 5 
(2) Resolver la ecuación joa — = - 84 


Aplicando logaritmos: 
(2х — 1)1о9 5= log 125 
. log 125 
log 5 
log 125 1 
log 5 3,33 19458 
S A 
log 125 Ие - APTA NR 
log 5 A 
2 


2x= 
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Resolver las ecuaciones: 


1 5-3. 4. 9*=0.576. T. 25%х*\1 = 128. 
2. 7*= 512. 5. 3*1 = 729. 8. 3541-2181. 
3. 0.2*— 0.0016. 6. 5*-2= 625. 9. 11*=915. 


(498) DEDUCIR LA FORMULA PARA HALLAR EL NUMERO 
DE TERMINOS DE UNA PROGRESION GEOMETRICA 


Conocemos la fórmula Е: 


Siendo n la incógnita, tenemos una ecuación exponencial. Aplicando 
logaritmos a los dos miembros, tenemos: 


log и = 105 ac (n—1)log r 
log u—log a=(n—1)log т 


log u—log a 
п-1= 

log 7 

log u—1 
п LE 28.0 +1 

log г 
log и + colog a 
o también n z————————— 

log r 
Ejemplo 
¿Cuántos términos tiene la progresión + 2:6:........ : 1458? 


Aquí о = 1458, a —2, r=3, luego aplicando la fórmula anterior, tenemos: 
_log 1458 + colog 2 , 3.163758 + 1.698970 
Ü log 3 ^ 0.477121 


_ 2.862728 
^ 0477121 


6+1=7. RO 
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Hallar el número de términos de las progresiones: 


1.3658 .:86 5... 48. $.92:8: X. 


2048 625 


4. *6:8:.... 1X 5. +#2:5:....:-—. 


ae cg 


АВЕКТ EINSTEIN (1879-1955) Matemático y fi- 
co alemán. Fue Profesor del Instituto Politécnico y 
e la Universidad de Zurich. Director de la Sección 
е Física del Instituto Emperador Guillermo. Recibió 
n 1921 el Premio Nobel de Física por sus trabajos 


acerca de la Teoria de la Relatividad del Tiempo, que 
modifica la Teoría de la Gravitación Universal de 
Newton. Trabajando con otros científicos de diversas 
nacionalidades en la Universidad de Princeton, logró la 
desintegración del átomo, base de la bomba atómica. 


CAPITULO 


INTERES COMPUESTO. AMORTIZACIONES. IMPOSICIONES 


El interés es compuesto cuando los intereses que gana el capital pres- 


tado se capitalizan periódicamente, es decir, se suman al capital prestado 
a intervalos iguales de tiempo, constituyéndose de ese modo un nuevo ca- 
pital al final de cada unidad de tiempo. 


Sea c el capital prestado a interés compuesto durante / años, siendo r 
el tanto por uno anual, o sea, lo que gana $1 al año. 


Cada peso gana r al año; luego, en un año se convierte c(1 +1). 
en 1+7 y c pesos se convertirán, al cabo de un año, en i 


Cada peso de este nuevo capital, en el segundo 
año, se convierte en 1 +7; luego, los с(1 +r) pesos, 


с(1+ 7) (1-- r) т) 


al final del segundo año, se habrán convertido en 


Aplicando a este nuevo capital la misma 
regla, tendremos que al final del 3er. айо se habrá 


convertido en 


сї - (14-7) «(1 + т). 
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Este nuevo capital, al final del 4o. aíio, se habrá convertido en 


y así sucesivamente; luego, al final de ( años, el capital se habrá con- 
vertido en 
cL 25 


y designándolo por C, tendremos que 
С-с(1--3) (1) 
fórmula fundamental del interés compuesto. 


Esta fórmula es calculable por logaritmos. Aplicando logaritmos, te- 
nemos: 


FORMULAS DERIVADAS 
La ecuación (1) nos da una relación entre cuatro cantidades; conocien- 
do tres de ellas, podemos hallar la cuarta. 
Despejando c en (1), se tiene: 
C 
с= P 
(14 r)' 


y aplicando logaritmos: log c —logC — t log (1+ r), 


t puede despejarse en esta última fórmula. Pasando —t log(1+r) al 
primer miembro y log c al segundo, se tiene: 


t log (1+r)=1l0g C — log c, 
log С — log c 


y de aquí: -——lgü-*5 


Para hallar r. En la fórmula (1), 


despejando (1--7)', se tiene: —= 
1 даг: 
Extrayendo la raíz t: 14175 С 
€ 
log € — log c 


y aplicando logaritmos: log (1--7) = 7 


Hallado el valor de 1 4 r, se le resta 1 y se tiene r. 


Ejemp los (1) ¿En cuánto se convertirán $5800 al 595 anval de interés 


compuesto en 7 afios? 


i 


Hay que tener presente que г representa el tanto por 1, lo que gana $1 en 
la unidad de tiempo. Que el tanto por ciento es el 5 anual significa que 
5 
100 


c= 5800, г ООЗЕ F7. 


$100 ganan $5 al año, luego $1 ganará $— = $0.05. Рог tanto, aquí: 
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Sustituyendo estos valores en la fórmula C — с(1 + г)", se tiene: 
С = 5800 | 1 + 0.05 * 
o sea C = 5800 (1.05)? 
Aplicando logaritmos: 
log C= log 5800 --7(log 1.05) 

= 3.763428 + 7 (0.021189 ) 

= 3.763428 + 0.148323 

— 3911751. 


Hallando el número a que corresponde este log se encuentra que es 8161.148, 
o sea 8161.15; luego el capital prestado se convertirá en $8141.15. R, 


¿En cuánto se convertirán $918.54 al 406 anual de interés compuesto en 1 año, 
capitalizando los intereses por trimestres? 


Como los intereses se capitalizan, es decir, se suman al copital por trimestres, 
t representa el número de trimestres que hay en 1 año o sea 4. 

Hallemos el tanto por 1 anual, Si $100 ganan $4 al año, $1 ganará $0.04 
al afio. Este tanto por 1 anual hay que hacerlo trimestral. Si $1 gana $0.04 
al año, en un trimestre ganará $0.04 + 4 = $0.01, luego entonces tenemos: 


Sustituyendo en la fórmula C — с(1 + r)', tendremos: 


C = 918.54 (1 + 0.01 )* 
osea С = 918.54 (1.01 )*. 
Aplicando logaritmos: 
log C = log 918.54 + 4 (log 1.01) 
= 2.963098 + 4 ( 0.004321 ) 
= 2.963098 + 0.017284 
— 2980382. 


Hallando el antilogaritmo se encuentra que es 955.83. 
Luego los $918.54 se convertirán en $955.83. Ё. 


Una suma prestada al 3106 de interés compuesto durante 9 años se ha con- 
vertido en 3254.60 sucres. ¿Cuál fue la suma prestada? 
Hay que hallar c. 


„Он 83 
ET 
3254.60 
E AA 
(1.035 y 


Aplicando logaritmos: 
log c = log 3254.60 + 9 (colog 1.035) 
= 3.512498 + 9 (1.985060 ) 
= 3.512498 + 1.865540 
= 3378038. 


Hallando el antilogaritmo se encuentra que es 2388.02, Luego la suma pres- 
tada fue 2388.02 sucres. 


омор р 
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(4) ¿En cuántos años una suma de 834 soles prestada al 895 anual de interés 
compuesto se convertirá en 1323.46 soles? 
La fórmula es 


_ log C— log c 
^ leg(l-*r) ` 
Aquí C — 1323.46, c = 834, 1+ г = 1.08, luego 
ын log 1323.46 — log 834 3127 — 2.921166 
log 1.08 0.033424 
= mes =6 años. R. 


(5) Una suma de 700 bolívares prestada a interés compuesto durante 5 años se 

ha convertido en bs. 851.65. ¿A qué % anval se prestó? 

La fórmula es 

log C—1 
log (141) = 2222, 
Sustituyendo: 
log 851.65 — log 700 
5 


_ 2930262 — 2.845098 


log (1+r)= 


Hallando el antilogaritmo se encuentra que es: 1.04. 
Luego 1 + г = 1.04 y por tanto r = 0.04. Si el tanto por 1 es 0.04 el % es 4. R. 
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Una suma de $500 se impone al 6% de interés compuesto durante 3 
años. ¿En cuánto se convertirá? 

Se prestan 3500 soles al 7% de interés compuesto durante 5 años. ¿En 
cuánto se convertirá esa suma? 

Un capital de 8132 bolívares se impone al 9% durante 10 años. ¿En 
cuánto se convertirá? 


Hallar en cuanto se convertirán: 


$930 al 34% anual en 7 años. 

$12318 al 44% anual en 6 años. 

24186 sucres al 54% anual en 7 años. 

$54293 al 34% anual en 5 años. 

¿En cuánto se convertirán $800 al 3% anual, en 2 años, capitalizando 
los intereses por semestres? 

¿En cuánto se convertrián $900 al 4% anual en 1 año, capitalizando los 
intereses por trimestres? 

Una suma prestada al 5% anual de interés compuesto se ha convertido 
en $972.60 en 4 años. ¿Cuál fue la suma prestada? 


524 O ALGEBRA 


11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 


17. 


Se presta cierta suma al 44% anual y en 6 años se convierte еп $1893.50. 
¿Cuál fue la suma prestada? 


Un suma prestada al 8% anual de interés compuesto durante 7 años 
se ha convertido en 54198.16 quetzales. ¿Cuál fue la suma prestada? 


Una suma de $600 prestada al 3% anual se ha convertido en $695.56. 
¿Cuántos años estuvo prestada? 


1215 colones se han convertido en 1709.61 habiendo estado impuestos al 
5% anual de interés compuesto. ¿Cuántos años duró la imposición? 

Una suma de 800 balboas prestada durante 4 años a interés compuesto 
se ha convertido en 1048.63 balboas. ¿A qué % anual se impuso? 


¿A qué % anual se impuso una suma de $6354 que en 4 años se ha 
convertido en $7151.46? 


Hallar los intereses que han producido 900 lempiras colocados al 5% de 
interés compuesto durante 2 años y 4 meses sabiendo que los intereses 
se han capitalizado por años. 


AMORTIZACION DE UNA DEUDA POR ANUALIDADES 
Un capital c se presta a interés compuesto, siendo r el tanto por 1, 


durante t años. El capital prestado y sus intereses compuestos durante el 
tiempo que dura el préstamo deben amortizarse mediante / pagos iguales, 
que se verifican al final de cada айо. 


Se llama anualidad a la cantidad fija que hay que pagar al final de 


cada айо para amortizar un capital prestado y sus intereses compuestos en 
cierto número de años. 


DEDUCCION DE LA FORMULA APLICABLE 
Sea c un capital prestado a interés compuesto, a un tanto 


por uno т durante t años. Este capital en t añas se convertirá en 


Sea a la anualidad que tiene que pagar el deudor. La primera 
anualidad se paga al final del primer айо; esta anualidad produce 
interés compuesto, a favor del deudor, al mismo tanto por uno r 


que el capital prestado, durante ¿—1 años; luego, se convertirá en 7 


La segunda anualidad se paga al final del segundo afio y produ- a ry 


ce interés compuesto durante t—2 años; luego, se convertirá en 


La tercera anualidad, pagada al 

final del tercer año, se convertirá en. И 
Del propio modo, la cuarta, quin- 

ta, etc. anualidades se convierten en 
La penültima anualidad 

se convierte en i ED. 


y.la ültima anualidad, que se paga al final del ültimo айо, no produce 
ya interés a favor del deudor porque se paga al cumplirse los £ años; 
luego, el valor de la ültima anualidad es a. 


e + 2)". 
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La suma de los valores que adquieren las diversas anualidades junto 
con el valor a de la áltima anualidad debe ser igual al capital prestado con 
su interés compuesto; luego, 


El 20. miembro de esta igualdad es la suma de los términos de una 
progresión geométrica cuya razón es (1+r); luego, aplicando la fórmula 


p eR ^ Mea a(1- r) (14 7)—a 
—-———,;t 5 ат Ur Жз болы 
KH endremos c(1- r) (147)-1 
a(1+r)—a 
O sea: di 2———————ÀS 
т 


Quitando denominadores: cr(14- т)! = а(1 + 7)' — a. 


Sacando a factor común: 
cr(1 + т): =a[(1 + 7)' — 1] 
y despejando a, queda: 
cr (1 4 r)' 
а 1+1) 1 
que es la fórmula de las anualidades. 


E lem lo Una ciudad toma un empréstito de $500000 al 4%, interés 
Ј р compuesto, рага amortizarlo en 15 años. ¿Qué anvalidad 


deberá pagar? 


Aquí, c = 500000, r=0.04, t=15, luego sus- A — | (1) 
tituyendo en la fórmula anterior tenemos. 7 


Hallemos el valor de (1.04)!5. Una tabla de interés compuesto nos lo da en seguida. 
Nosotros vamos a calcularlo por logaritmos. Tendremos: 


log (1.04 )15 = 15(log 1.04) = 15(0.017033)= 0.255495. 
Hallando el antilogaritmo se encuentra que es 1.8009, luego (1.04 )!5 = 1.8009. 
500000 х 0.04 х 1.8009 
Sustituyendo este valor en (1), tenemos: а= ————— ————— —— 
1.8009 — 1 
_ 500000 х 0.04 х 1.8009 


o sea 
” 0.8009 


Aplicando logaritmos: 


log a — log 500000 + log 0.04 + log 1.8009 + colog 0.8009 
= 5.698970 + 2.602060 + 0.255495 + 0.096422 


Hallando el antilogaritmo se encuentra que а = 44497241. В. 
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æ- EJERCICIO 304 


1. ¿Qué anualidad hay que pagar para amortizar una deuda de 540000 al 
5% en 10 años? 


2. Se ha tomado a préstamo una suma de 85000 soles al 3%. ¿Qué anualidad 
habrá que pagar para amortizar la deuda en 12 años? 


3. Una ciudad toma un empréstito de $600000 al 5%. ¿Qué anualidad 
deberá pagar para amortizar la deuda en 20 años? 


4. Para amortizar un empréstito de 5000000 bolívares al 6% en 30 años, 
¿qué anualidad hay que pagar? 


Resuelva los siguientes problemas aplicando la tabla de interés com- 
puesto decreciente que aparece en las páginas 532-533. Compruébelos 
usando la fórmula de la anualidad. (1) 


5. Una deuda de 3000 bolívares con el 6%, de interés, se debe pagar en 
5 años. ¿Cuál será el importe de la anualidad? 


6. Se constituye una hipoteca sobre un bien inmueble рог la cantidad de 
12000 bolívares al 79, de interés, pagadera en 12 años, Determinar la 
anualidad a pagar. 


7. Una industria tiene necesidad de comprar equipos para incrementar su 
producción, pero no tiene efectivo suficiente para su adquisición. La 
gerencia decide tomar un préstamo del banco por la suma de 350000 sucres 
al 41%, de interés, por 3 años. ¿Qué anualidad le corresponde pagar? 


8. Una compañía exportadora de nitratos necesita ampliar su negocio, y toma 
una hipoteca sobre la propiedad por 425000 soles al 6%, de interés, debien- 
do amortizarla en 10 años. ¿Cuál será la anualidad que debe pagar? 


9. Una compañía vendedora de bienes inmuebles a plazos vende al Sr. José 
Antonio Arraíz una casa en la cantidad de 90750 bolívares, al 5% de 
interés, amortizable en 25 años. ¿Qué anualidad deberá abonar? 


10. La misma compañía vende al Sr. Simón Irrigorri una casa a plazós con 
un valor de 73550 bolívares, al 539%, de interés, que deberá amortizar en 
30 años. ¿A cuánto ascenderá la anualidad a pagar? 


11. Un hombre de negocios invierte 473000 sucres en un préstamo hipote- 
cario al 34% de interés por 9 años. ¿Qué anualidad se le deberá abonar? 


12. Se constituye una hipoteca por la cantidad de 45800 soles al 49%, de inte- 
rés, liquidable en 30 años. ¿Cuál será la anualidad a pagar? 


FORMACION DE UN CAPITAL MEDIANTE IMPOSICIONES 
SUCESIVAS IGUALES 


Se trata de constituir un capital c en cierto número de años imponien- 
do al principio de cada año una cantidad fija a interés compuesto. 


(1) En algunos de los problemas puede haber una diferencia de centavos, cuya impor- 
tancia es nula; esta diferencia la motivan los decimales usados en los cálculos, 
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504) DEDUCCION DE LA FORMULA DE LAS IMPOSICIONES 


Sea c el capital que se quiere constituir en t años. Sea i la imposición 
anual fija que hay que hacer al principio de cada uno de los t años, a un 
tanto por uno r, para constituir el capital. 


La primera imposición, hecha al principio del primer айо, EZ 
produce interés compuesto durante / años; luego, se convertirá en 


La segunda imposición, hecha al principio del 20. айо, pro- 1+9 
duce interés compuesto durante t— 1 años; luego, se convertirá en 


Del propio modo, la tercera, cuarta, etc. imposiciones se convertirán en 
LIFES LEP OO 
y la última, hecha al principio de! último año, se convierte en 
LETY 
La suma de los valores de todas las imposiciones al cabo de 1 años 
tiene que ser igual al capital que se quiere constituir; luego, tendremos: 
Cos Es osse es нту: 


El segundo miembro de esta igualdad es la suma de los términos de 
una progresión geométrica cuya razón es 1 +7; luego, aplicando la fórmula 


ur—a Ц1--1)41-7)--41-47) 
cmm tenemos: с= TET 
(142 Tr) 


Simplificando: с = и 


Quitando denominadores: сг = (1+ r7) +1 — 41+ r). 
Sacando i factor comün en el segundo miembro, tenemos: 


Despejando i, se tiene: 
А cr 
Me 


^ Q-D'!-(-4r) 


que es la fórmula de las imposiciones. 
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| E T2 | (1) ¿Qué imposición anual al 5% habrá que hacer para 
] mp lo constituir en 20 afios un capital de $80000? 
Aquí c = 80000, г = 0.05, 1— 20, luego 
sustituyendo en la fórmula, tenemos: 


Hallemos el valor de (1.05)?!, Tendremos: 
log (1.05)? = 21 (log 1.05) = 21 (0.021189 ) = 0.444969. 


Hallando el antilogaritmo se encuentra que (1.05)?! — 27859. 
Entonces, sustituyendo en (1) este valor: 


. 80000 x 0.05 


"7 27859 — 105 
о sea 
....80000 x 0.05 


t 17859 
Aplicando logaritmos: 
log i — log 80000 + log 0.05 + colog 1.7359 
= 4.903090 + 2.698970 + 1.760476 
= 3.362536. 


æ- EJERCICIO 305 


1. ¿Qué imposición anual al 6% habrá que hacer para tener en 9 años $30000? 


Para constituir un capital de 90000 sucres en 20 años, ¿qué imposición 
anual al 4% habrá que hacer? 

3. Se ha constituido un capital de $200000 en 40 años, mediante imposi- 
ciones anuales fijas al 5%. ¿Cuál ha sido la imposición anual? 

4. Un padre de familia quiere que cuando su hijo cumpla 25 años tenga 


constituido un capital de $40000. ¿Qué imposición anual al 6%, a artir 
del nacimiento del hijo, deberá hacer para constituir dicho capital 


APENDICE 


| Tabla de interés compuesto 530-531 


П Tabla de interés compuesto decreciente 532-533 


Cuadro de las formas básicas 


de descomposición factorial 534-535 


ty Tabla de potencias y raíces 536 


© Hemos incluido en este Apéndice tres tablas 


y un cuadro que han de ser manejados conti- 
nuamente por los estudiantes. 


O Al resolver los problemas de interés compuesto 


suelen presentarse operaciones en las cuales debe- 
mos conocer el valor adquirido por $1 a interés 
compuesto, al cabo de un número determinado 
de años. En la Tabla I el estudiante encontrará 
este valor hasta los 30 años, cuando el interés 
es creciente, 


€ Si se trata de problemas en los cuales se aplica 


el interés decreciente, la Tabla II es un auxiliar 
poderoso. 


© Nuestra experiencia profesoral nos ha puesto 


de manifiesto las múltiples dificultades que se 
le presentan a los alumnos para comprender y 
dominar la descomposición en factores. Por esto 
hemos incluido un Cuadro, que resume las 
formas básicas de la descomposición factorial; 
mediante el cual el alumno puede visualizar y 
recordar fácilmente los casos de factoración. 


Muy a menudo en las operaciones algebraicas 
se nos presentan casos en los cuales tenemos 
que aplicar inevitablemente potencias, raíces, y 
también el inverso de un número determinado. 
Es por ello que creemos de gran utilidad la 
Tabla IV, que contiene el cuadrado, la raíz 
cuadrada, el cubo, la raíz cúbica y el inverso 
de los cien primeros números. 
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| TABLA DE 


INTERES COMPUESTO 


Valor adquirido por $1 a interés compuesto| de 1 а 30 años, o sea valor de (1 + r)* 


1.005000 
1.010025 
1.015075 
1.020151 
1.025251 


1.030378 
1.035529 
1.040707 
1.045911 
1.051140 


1.056396 
1.061678 
1.066986 
1.072321 
1.077683 


1.083071 
1.088487 
1.093929 
1.099399 
1.104896 


1.110420 
1.115972 
1.121552 
1.127160 
1.132796 


1.138460 
1.144152 
1.149873 
1.155622 
1.161400 


1.010000 
1.020100 
1.030301 
1.040604 
1.051010 


1.061520 
1.072135 
1.082857 
1.093685 
1.104622 


1.115668 
1.126825 
1.138093 
1.149474 
1.160969 


1.172579 
1.184304 
1.196147 
1.208109 
1.220190 


1.232392 
1.244716 


1.015000 
1.030225 
1.045678 
1.061364 
1.077284 , 


1.093443 
1.109845 
1.126493 
1.143390 
1.160541 


1.177949 
1.195618 
1.213552 
1.231756 
1.250232 


1.268986 
1.288020 


2% 


1.020000 
1.040400 
1.061208 
1.082432 
1.104081 


1.126162 
1,148686 
1.171659 
1.195093 
1.218994 


1.243374 
1.268242 
1.293607 
1.319479 
1.345868 


1.372786 
1.400241 


1.673418 
1.706886 
1.741024 
1.775845 
1.811362 
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1.025000 
1.050625 
1.076891 
1.103813 
1.131408 


1.159693 
1.188686 
1.218403 
1.248863 
1.280085 


1.312087 
1.344889 
1.378511 
1.412974 
1.448298 


1.484506 
1.521618 
1.559659 
1.598650 
1.638616 


1.679582 
1.721571 
1.764611 
1.808726 
1.853944 


1.900293 
1.947800 
1.996495 
2.046407 
2.097568 


E 4 


1.030000 
1.060900 
1.092727 
1.125509 
1.159274 


1.194052 
1.229874 
1.266770 
1.304773 
1.343916 


1.384234 
1.455761 
1.468534 
1.512590 
1.557967 


1.604706 
1.652848 
1.702433 
1.753506 
1.806111 


1.860295 
1.916103 
1.973587 
2.032794 
2.093778 


2.156591 
2.221289 
2.287928 
2.356566 
2.427262 


ЕТТУ 


1.035000 
1.071225 
1.108718 
1.147523 
1.187686 


1.229255 
1.272279 
1.316809 
1.362897 
1.410599 


1.459970 
1.511069 
1.563956 
1.618695 
1.675349 


1.733986 
1.794676 
1.857489 
1.922501 
1.989789 


2.059431 
2.131512 
2.206114 
2.283328 
2.363245 


2.445959 
2.531567 
2.620172 
2.711878 
2.806794 


4% 


1,265319 
1.315932 
1.368569 
1.423312 
1.480244 


1.539454 
1.601032 
1.665074 
1.731676 
1.800944 


1.872981 
1.947901 
2.025817 


3.118651 
3.243398 
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1.045000 
1.092025 
1.141166 
1.192519 
1.246182 


1.302260 
1.360862 
1.422101 
1.486095 
1.552969 


1.622853 
1.695881 
1.772196 
1.851945 
1.935282 


2.022370 
2.113377 
2.208479 
2.307860 
2.411714 


2.520241 
2.633652 
2.752166 
2.876014 
3.005434 


3.140679 
3.282010 
3.429700 
3.584036 
3.745318 


5% 


1.050000 
1.102500 
1.157625 
1.215506 
1.276282 


1.340096 
1.407100 
1.477455 
1.551328 
1.628895 


1.710339 
1.795856 
1.885649 
1.979932 
2.078928 


2.182875 
2.292018 
2.406619 
2.526950 
2.653298 


2.785963 
2.925261 
3.071524 
3.225100 
3.386355 


3.555673 
3.733456 
3.920129 
4.116136 
4.321942 


1.055000 
1.113025 
1.174241 
1.238825 
1.306960 


1.378843 
1.454679 
1.534687 
1.619094 
1.708144 


1.802092 
1.901207 
2.005774 
2.116091 
2.232476 


2.355263 
2.484802 
2.621466 
2.765647 
2.917757 


3.078234 
3.247537 
3.426152 
3.614590 
3.813392 


4.023129 
4.244401 
4.477843 
4724124 
4.983951 


6% 


1.060000 
1.123600 
1.191016 
1.262477 
1.338226 


1.418519 
1.503630 
1.593848 
1.689479 
1.720848 


1.898299 
2.012196 
2.132928 
2.260904 
2.396558 


2.540352 
2.692773 
2.854339 
3.025600 
3.207135 


3.399564 


-3.603537 


3.819750 
4.048935 
4.291871 


4.549383 
4.822346 
5.111687 
5.418388 
5.743491 


1.070000 
1.144900 
1.225043 
1.310796 
1.402552 


1.500730 
1.605781 
1.718186 
1.838459 
1.967151 


2.104852 
2.252192 
2.409845 
2.578534 
2.759032 


2.952164 
3.158815 
3.379932 
3.616528 
3.869684 


4.140562 
4.430402 
4.740530 
5.072367 
5.427433 


5.807353 
6.213868 
6.648838 
7.114257 
7.612255 


€ 531 


1.080000 
1.166400 
1.259712 
1.360489 
1.469328 


1.586874 
1.713824 
1.850930 
1.999005 
2.158925 


2.331639 
2.518170 
2.719624 
2.937194 
3.172169 


3.425943 
3.700018 
3.996020 
4.315701 
4.660957 


5.033834 
5.436540 
5.871464 
6.341181 
6.848475 


7.396353 
7.988061 
8.627106 
9.317275 
10.062657 


9% 


1.090000 
1.188100 
1.295029 
1.411582 
1.538624 


1.677100 
1.828039 
1.992563 
2.171893 
2.367364 


2.580426 
2.812665 
3.065805 
3.341727 
3.642482 


3.970306 
4.327633 
4717120 
5.141661 
5.604411 


6.108808 
6.658600 
7.257874 
7.911083 
8.623081 


9.399158 
10.245082 
11.167140 
12.172182 
13.267678 


10% 


1.100000 
1.210000 
1.331000 
1.464100 
1.610510 


1.771561 
1.948717 
2./43589 
2.357948 
2.593742 


2.853117 
3.138428 
3.452271 
3.797498 
4.177248 


4.594973 
5.054470 
5.559917 
6.115909 
6.727500 


7.400250 
8.140275 
8.954302 
9.849733 
10.834706 


11.918177 
13.109994 
14.420994 
15.863093 
17.449402 


За ЧЭ 
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0.102771 


0.093659 
0.086066 
0.079642 
0.074136 
0.069364 


0.065189 
0.061506 
0.058232 
0.055303 
0.052666 


0.050282 
0.048114 
0.046135 
0.044321 
0.042652 


0.041112 
0.039686 
0.038362 
0.037129 
0.035979 


1% 


1.010000 
0.507512 
0.340022 
0.256281 
0.206040 


0.172548 
0.148628 
0.130690 
0.116740 
0.105582 


0.096454 
0.088849 
0.082415 
0.076901 
0.072124 


0.067945 
0.064258 
0.060982 
0.058052 
0.055415 


0.053031 


0.511278 
0.343383 
0.259445 
0.209089 


0.175525 
0.151556 
0.133584 
0.119610 
0.108434 


0.099294 
0.091680 
0.085240 
0.079723 
0.074944 


0.070765 
0.067080 
0.063806 
0.060878 
0.058246 


0.055866 
0.053703 
0.051731 
0.049924 
0.048263 


0.046732 
0.045315 
0.044001 
0.042779 
0.041639 


0.061157 


0.058785 
0.056631 
0.054668 
0.052871 
0.051220 


0.049699 
0.048293 
0.046990 


0.045778 


0.044650 


1.025000 
0.518827 
0.350137 
0.265818 
0.215247 


0.181550 
0.157495 
0.139467 
0.125457 
0.114259 


0.105106 
0.097487 
0.091048 
0.085537 
0.080766 


0.076599 
0.072928 
0.069670 
0.066761 
0.064147 


0.061787 
0.059647 
0.057696 
0.055213 
0.054276 


0.052769 
0.051377 
0.050088 
0.048891 
0.047778 


Anualidad cuyo valor actual es $1 


TABLA DE INTERES |COMPUESTO DECRECIENTE 


a interés compuesto de 1 a 30 años 


3% 


1.030000 
0.522611 
0.353530 
0.269027 
0.218355 


0.184598 
0.160506 
0.142456 
0.128434 
0.117231 


0.108077 
0.100462 
0.094030 
0.088526 
0.083767 


0.079611 
0.075953 
0.072709 
0.069814 
0.067216 


0.064872 
0.062747 
0.060814 
0.059047 
0.057428 


0.055938 
0.054564 
0.053293 
0.052115 
0.051019 
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1.035000 
0.526400 
0.356934 
0.272251 
0.221481 


0.187668 
0.163544 
0.145477 
0.131446 
0.120241 


0.111092 
0.103484 
0.097062 
0.091571 
0.086825 


0.082685 
0.079043 
0.075817 
0.072940 
0.070361 


0.068037 
0.065932 
0.064019 
0.062273 
0.060674 


0.059205 
0.057852 
0.056603 
0.055445 
0.054371 


4% 


412 % 


1.045000 
0.533998 
0.363773 
0.278744 
0.227792 


0.193878 
0.169701 
0.151610 
0.137574 
0.126379 


0.117248 
0.109666 
0.103275 
0.097820 
0.093114 


0.089015 
0.085418 
0.082237 
0.079407 


5% 


1.050000 
0.537805 
0.367209 
0.282012 
0.230975 


0.197017 
0.172820 
0.154722 
0.140690 
0.129505 


0.120389 
0.112825 
0.106456 
0.101024 
0.096342 


0.092270 
0.088699 
0.085546 
0.082745 
0.080243 


0.077996 
0.075971 


5⁄2% 


1.055000 
0.541618 
0.370654 
0.285294 
0.234176 


0.200179 
0.175964 
0.157864 
0.143839 
0.132668 


0.123571 
0.116029 
0.109684 
0.104279 
0.099626 


0.095583 
0.092042 
0.088920 
0.086150 
0.083679 


0.081465 
0.079471 
0.077670 
0.076036 
0.074549 


0.073193 
0.071952 
0.070814 
0.069769 
0.068805 


696 


1.060000 
0.545437 
0.374110 
0.288591 
0.237396 


0.203363 
0.179135 
0.161036 
0.147022 
0.135868 


0.126793 
0.119277 
0.112960 
0.107585 
0.102963 


0.098952 
0.095445 
0.092357 
0.082621 
0.087185 


0.085005 
0.083046 
0.081278 
0.079679 
0.078227 


0.076904 
0.075697 
0.074593 
0.073580 
0.072649 


0.553092 
0.381052 
0.295228 
0.243891 


0.209796 
0.185553 
0.167468 
0.153486 
0.142378 


0.133357 
0.125902 
0.119651 
0.114345 
0.109795 


0.105858 
0.102425 


0.216315 
0.192072 
0.174015 
0.160080 
0.149029 


0.140076 
0.132695 
0.126522 
0.121297 
0.116830 


0.112977 
0.109629 
0.106702 
0.104128 
0.101852 


1.090000 
0.568469 
0.395055 
0.308669 
0.257092 


0.222920 
0.198691 
0.180674 
0.166799 
0.155820 


0.146947 
0.139651 
0.133567 
0.128433 
0.124059 


0.120300 
0.117046 
0.114212 
0.111730 
0.109546 


0.107617 
0.105905 
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10% 


1.100000 - 
0.576190 
0.402115 
0.315471 
0.263797 


0.229607 
0.205406 
0.187444 
0.173641 
0.162745 


0.153963 
0.146763 
0.140779 
0.135746 
0.131474 


0.127817 
0.124664 
0.121930 
0.119547 
0.117460 


0.115624 
0.114005 
0.112572 
0.111300 
0.110168 


0.109159 
0.108258 
0.107451 
0.106728 
0.106079 
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I! CUADRO DE LAS FORMAS BASICAS | DE DESCOMPOSICION FACTORIAL 


FORMAS SIEMPRE FACTORABLES 
BINOMIOS 
DIFERENCIA DE CUADRADOS 
a? — b? = (а + b)(a — b) 
16x? — 25y* = (4x + 5y?)(4x — 5y?) 
АХ" asya 
SUMA О DIFERENCIA DE CUBOS 
a? + b? = (a + b)(a? — ab + b?) 
о? — b? = (a — b)(a? + ab + b?) 
27a? + bë = (За + b?)[(3a)? — 3a(b?) + (b?)? ] = (3a + b?)(9a? — 3ab? + bt) 
a? — 8 = (a — 2)[a? + 2(a) + 22] = (a — 2)(a? + 2a + 4) 
SUMA O DIFERENCIA DE DOS POTENCIAS IMPARES IGUALES 
m? + n* = (m + n)(m* — mên + т?л? — mn? + n*) 
a — bř = (a — b) (at + a?b --a?b? + ab? + b) 
TRINOMIOS 
TRINOMIO CUADRADO PERFECTO 
m? 4- 2m +1 = (m + 1)(m-- 1) = (m+1) 
m 1 
POLINOMIOS 
FACTOR COMUN 
xla + b) + m(a + b) 
xla+b) _ mla +b) _ 
IA A 00 
x(a + b)+ m(a 4- b) = (a + b)(x + m) 


FORMAS NO SIEMPRE FACTORABLES 
BINOMIOS 
SUMA DE DOS CUADRADOS 


a* + 4b* a* + 4b* 
+4a2b?— —4a?b? 
at + 4a?b? + 4b* — 4c?b? = (a* + 4a?b? + 4b1) — 4a?b? 
= (o? + 2b*)? — 4c?b? 
= (a? + 2b? + 2ab)(a? + 2b? — 2ab) 
TRINOMIOS = (a? + 2ab + 2b?) (a? — 2ab + 2b?) 


TRINOMIO CUADRADO PERFECTO POR ADICION Y SUSTRACCION 
х! - x?y? + у* х* + xy? + yi 
+ xy Lx xy? 
хі + 2х2у2 4 y! — х°у® = (xt + 2x2y2 + уб) — ty? 
(factorando el trinomio cuadrado perfecto) = (x? + y?)? — x?y? 
(factorando la diferencia de cuadrados) = (x^ + y? + xy) (x? + y? — xy) 
(ordenando) = (x? + xy + y?) (x? — xy + y?) 
TRINOMIO DE LA FORMA x2+ bx + c 
x? + 5x +6 x*-«-5x-c6 (x )Їх  ) 
x" 5x46 (x+ Jx+ ) 
x? + 5x + 6 — (x 4- 2)(x 4- 3) 
TRINOMIO DE LA FORMA ax? + bx 4- c 
6x? — 7x — 3 36x2— &7x)—18 (1)  (éx—9)6x-2) (3) 
(6x)? —7(6x)—18 (2) 6 
(6x — 9) 6x +2) 
2x3 
бх? — 7x — 3 = (2x — 3)(3x +1) 


= (2x — 3)(3x +1) (4) 


POLINOMIOS 
POLINOMIO ENTERO Y RACIONAL EN X (EVALUACION) 
x3 + 2x? – х — 2. 
Coeficientesdel polinomio ] T2 =] 
1Х1-41 3xX1=+3 2x1=>+2 
Coeficientesdel cociente 1] +3 = 184 
x? + 2х2 —x —2— (x — 1)(х2 + 3x + 2) 

[factorando el trinomio) = (х — 1)(x + 1)(x +2) 

POLINOMIO DE CUATRO O MAS TERMINOS (AGRUPACION) 


ax + bx + ay + by ax + bx + ay + by = (ax + bx) + (ay + by) 
— x(a + b) + y (a + Б) 
= (a 4- b)ix + y) 
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IV TABLA DE POTENCIAS Y RAICES 


ек = 


1 1 | 1.000 1 | 1.000 |1.000000000 132,651 .019607843 

2 4| 1.414 8 | 1.260 | .500000000 140,608 .019230769 

3 9 | 1,732 27 | 1.442 | .333333333 148,877 .018867925 

4 16 | 2.000 64 | 1,587 | .250000000 157,464 | 3. .018518519 

5 25 | 2.236 125 | 1.710 | .200000000 166,375 018181818 

6 36 | 2.449 216 | 1,817 | .166666667 175,616 ‚017857143 

7 49 | 2.646 343 | 1.913 | .142857143 185,193 .017543860 

8 64 | 2.828 512 | 2.000 | .125000000 195,112 ,017241379 

9 81 | 3.000 729 | 2.080 | .111111111 205,379 ‚016949153 
10 100 | 3.162 1,000 | 2.154 | .100000000 216,000 .016666667 
11 121 | 3.317 1,331 | 2.224 | .090909091 226,981 | 3. .016393443 
12 144 | 3.464 1,728 | 2.289 | .083333333 238,328 ‚016129032 
13 169 | 3.606 2,197 | 2.351 | .076923077 250,047 ‚015873016 
14 196 | 3.742 2,744 | 2.410 | .071428571 262,144 ‚015625000 
15 225 | 3.873 3,375 | 2.466 | .066666667 274,625 .015384615 
16 256 | 4.000 4,096 | 2.520 | .062500000 287,496 015151515 
17 289 | 4.123 4,913 | 2.571 | .058823529 300,763 | 4. ‚014925373 
18 324 | 4.243 5,832 | 2.621 | .055555556 314,432 ‚014705882 
19 361 | 4.359 6,859 | 2.668 | .052631579 328,509 ‚014492754 
20 400 | 4.472 8,000 | 2.714 | .050000000 343,000 ‚014285714 
21 441 | 4.583 9,261 | 2.759 | .047619048 357,911 ‚014084507 
22 484 | 4.690 10,648 | 2.802 | 045454545 373,248 ‚013888889 
23 529 | 4.796 12,167 | 2.844 | .043478261 389,017 ‚013698630 
24 576 | 4.899 13,824 | 2.884 | .041666667 405,224 ‚013513514 
25 625 | 5.000 15,625 | 2.924 | .040000000 421,875 .013333333 
26 676 | 5.099 17,576 | 2.962 | .038461538 438,975 .013157895 
27 729 | 5.196 19,683 | 3.000 | .037037037 456,533 .012987013 
28 784 | 5.291 21,952 | 3.037 | .035714286 474,552 .012820513 
29 841 | 5.385 24,389 | 3.072 | .034482759 493,039 .012658228 
30 900 | 5.477 27,000 | 3.107 | .033333333 í 512,000 .012500000 
31 961 | 5.568 29,791 | 3.141 | .032258065' А 531,441 .012345679 
32 | 1,024 | 5.657 32,768 | 3.175 | .031250000 551,368 | 4. 012195122 
33 | 1,089 | 5.745 35,937 | 3.208 | .030303030 571,787 .012048193 
34 | 1,156 | 5.831 39,304 | 3.240 | .029411765 592,704 ‚011904762 
35 | 1,225 | 5.916 42,875 | 3.271 | .028571429 614,125 011764706 
36 | 1,296 | 6.000 46,656 | 3.302 | .027777778 636,056 ‚011627907 
37 | 1,369 | 6.083 50,653 | 3.332 | .027027027 658,503 011494253 
38 | 1,444 | 6.164 54,872 | 3.362 | .026315789 681,472 .011363636 
39 | 1,521 | 6.245 59,319 | 3.391 | .025641026 704,969 .011235955 
40 | 1,600 | 6.325 64,000 | 3.420 | .025000000 E 729,000 011111111 
41 | 1,681 | 6.403 68,921 | 3.448 | .024390244 753,571 .010989011 
42 | 1,764 | 6.481 74,088 | 3.476 | .023809524 778,688 .010869565 
43 | 1,849 | 6.557 79,507 | 3.503 | .023255814 804,357 .010752688 
44 | 1,936 | 6.633 85,184 | 3.530 | .022727273 830,584 .010638298 
45 | 2,025 | 6.708 91,125 | 3.557 | .022222222 857,375 | 4. .010526316 
46 | 2,116 | 6.782 97,336 | 3.583 | .021739130 5 884,736 .010416667 
47 | 2,209 | 6.856 103,823 | 3.609 | 021276596 912,673 010309278 


48 | 2,304 | 6.928 110,592 | 3.634 | .020833333 941,192 .010204082 
49 | 2,401 | 7.000 117,649 | 3.659 | .020408163 970,299 .010101010 
50 | 2,500 | 7.071 125,000 | 3.684 | .020000000 5 1,000,000 .010000000 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS DEL TEXTO 


EJERCICIO 1. 1. +260 bs. 2. —345 sucres. 3. --$67. 4. +437 soles. 5. —$30. 
6. —$9. 7. -10 colones. 8, 0. 


EJERCICIO 2. 1. —3*. 2.—19. 3. 18°. 4.139. 5. —69. в, —4°, 0°, 4129. 
[Р —99, -19, -40, 429. 8. —49%. 9, Long. —66°; lat. —20°. 10, Long. +21°; 
at. +61°. 1]. +60 айоз. 


EJERCICIO 3. 1. T982m; —16 m. 2 +10 m; —4m. 3,—35 m. 4 —66 m. 
5. —48 m; +54 m. в, Corredor +800 m; уо —1200 m. 7. +12 p; —28 pies. 

8. -3m. 9. —17m. 10. —12m. 11. +17 т. 12. 4m. 13, +42 m; +12 m; 
—18 m, —48 m. 14-60 Km; 0; +60 Km; +120 Km. 

EJERCICIO 7. 1 3x. 2 17а. 3. 20b. 4. —6b. 5 —9m. 6. —16m. 7, ах. 
8, 144553. 9 “ж 10. —4o*?. 11.8. 12 аЬ. 13. Fx). 14. —xy. 
15. — Баз}. 16. — та. 17. 23a. 18. 36x. 19. —24m. 90. —5a?b. 91, 12a*. 
22. EU 23. 2 24. —-x. 25. Тах. 26. —Zatx. 27. 39a. 28. lam**!, 

29. —38x*y. 30. Togam, 31. а. 32. 0х: 33.26m. 34. — ab. 35. — Tady. 
36. 39ab?. . 37. —20т. 38. —19х*+1, 89.8. 40. - ба. 

EJERCICIO 8. | 2a. 2, —2a. 3, —6ab. 4 Gab. 5.0. 6. 0. T 18xy. 8. 7х2у. 
9. —11х%у. 10, 5m?n. 11. 25ху. 12 —26a*b*. 13. 0: и. 0. 15. 16. ит 
17. 9149. 18, —6x. 19. 0. 20. -16 21. та. 22. Zatb, 23. nS 24. — Тат. 
25. — ат. 26. — mn. 27. — Sab. 28. — 29. зуг 30. 2a*. 3j. 0. 

sa —Tm**. ys o. 34. Заза, im Zam, 36. =at, 37. — mn. 98. —170**)h=", 
39. Jamba, 40. 0.35тху. 


EJERCICIO 9. 1 la. 2 0. 3, —l6mm. 4 0. 5 15m. 6. 0. 7 —3la* 8. 0. 
9.0. 10. —zm. 11. – 242. 19.a. 13. -15ab. 14. 0. 5.12xy. 16. —53ab. 
17. -86xy^. 18. 187ах. 19. 0. 30.0. 01 5х. 922 i. 23. — ҹа. 24. – ЗЫ. 
25. —64a. ов, 80c. 97. mn. gg. 0. 29. 84. 30. – 5х. 31. - 5х. 32. 0. 33. a. 
34. 88а. 35. —9b. 36. —162a%b. 37, —1340m*%x. 38, 20388, 39, —28a. 40, 0. + 
EJERCICIO 10. ; 13a—13b. 2 0. 3 25x—12y—10. 4 —13m4-7n—6. 5 2a. 6, —30z. 


т. 8a?—12ab—11. 8, 21a—30b. 9. —48a*b. 19 —2a—14. 11. 7m*— 129m?--6mn 
12. Шу ү. 13. -25. 14 -—a"'*—x"3—3. 15. 2.70—3.3b—3.4c. 


18 1 ja ce y T7 1 
16. La mb. 17. 1283-4004. (18. 1542-08-43. 19. 10 xy?— 1:425. 
20. $a t pnt, 


1 1 68 1 


5 
EJERCICIO n. 1. 6. 2. 120. 3.2 41 5 T 63 7 а bi 8 6. 
10. 12. 11. 7 12.7 13. 60. 14.1. 15. 3. 16. 24. 17 216. 18. =. 


EJERCICIO 12. 11. 57. 3 1. 4-21. 51 6-£ 74 g, 81. 


2 
1 23 
9. -6,- 10. 3456. 11. $ 12. 0. 13.1 14 29. 15.18. 16.4 17. 18.77 


4 
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EJERCICIO 13. 1. 5. 2. 3. 3. 7;. 4 15. 5. 0. 6. i. T. 265. 8. M. 9 2. 
10. 31. 11. 57. 12. 176. 13. 2-6. 14. 27. 15. 162. 16. 312. 17. 147. 18. +. 19. —3. 
11 26 


20. => 21. 737 22. 175. 28. 207. 24. 2 


12” 63 


EJERCICIO 14. 1. a+b+m. 2. m?-b?-x*. 3. acl, а+2. 4. х-1, x—2. 5. y+2, 
y+4, у+6. 6. Ha+x+m). 7. m-—n. 8. bs.(x—6). 9. (x—m) Km. 10. $x+a—m). 
11. [m—(a+b+c)] Km. 19. $(n—300). 18. (365-х) ds. 14. $8a; $15a; $ma. 


15. 2а+30+=. 16. axbm? 17. 23n m?. 18. x? m*. 19. $(3a+6b); $(ax--bm). 
20. (а+Ь)(х+у). 21. $(х+6)8. 22. bs.(a—8)(x+4). 23. sucres. 24. $2. 


25. colones. 26. 2, soles. 27. z m. 98. =- Km. 99. $. 30. (x--2x--7) hab. 


-8 m m-2 * 


31. [1000—(a--—-)] sucres. 


EJERCICIO 15. 1. m+n. 2. m—n. 3. 4b—3a. 4. 5b—6a. 5. 1. 6. 3. 7. 3y—2x. 
8. 9mn—m. 9. 12a. 10. —13x. 11. —3m. 12. —6ab. 13. -410ху. 14 —10mn. 


15. 44-40. 16. 20426. 17. b. 18. —xy. 19. —abc. 90. -2х9у 21. атп. 

22. a+b+c. 23. a—b-c. 24. a—b--2c. 25. 3m—2n-4p. 26. a?—Tab—5b?. 

21. x*—8xy—4y*. 98. x*—x*y-F6. 29. 5a—b. 30. —m—4n. 31. a—b. 32. i-is. 

33. —m—hmn. 34. Sb*-5ab—8a*. 35. 10тид-9т. 36. 5—4x*y—6x*. 

37. 4x?+3xy+7y?. 38. —9a?b—6ab?—7b3. 39. m3—m?n4Tmn?—m*. 40. ча+ү 5—6. 

41. b. 49. m3—8m?n—Tmn?. 48. 8x—17y—2z. 44. 15a?—5ab—15b?—11. 45. 2ху3—4у*—8. 
46. Фа-1648. 41. xt Lx). 48. 8ax*?. 49. stay + yt. 50. аЬ Fab? 


EJERCICIO 16. 1. 5a+5b. 2. —c. 3. 0. 4. 3x. 5. 2b. 6. —4r. T. —2x. 

8. —4т—4п—8. 9. —6a—c. 10. —2ab. 11. ay+az. 12. —2x+23. 18. ат—4тп. 
14 a+9b+4c. 15. 5m—Tn. 16. 10a43b--19c—7. 17. 8x+5z. 18. 19a+3c. 

19. 15x+7y-32-10. 20. —m+3n+2p-9. 21. —14a*+7a". 22. 5m*""—11m*?46m*8, 
23. y+32+2u. 24. —3a+2c. 95. 2ab. 96. 2a. 


EJERCICIO 17. 1. 2x?—x. 2. a?—ab--b?. 3. x?—x?--2x--4. 4. a*--a?—3a?--4a. 

Ё х3-х2--8х--6. 6. 4х2—11х+1. 7. —4mi-3mm. 8. 8х-1. 9. x?+3xy—2y?. 10. —b?. 
. —Ax*-F6x—1. 12. 948-а2-114-415. 13. -8х2-49х-6. 14 2a?*4-5a?b—11ab?—2b8. 
15. 4325-45х2у-43ху"-453. 16. бтт2--8и3. 17. x*--x9--2x?—3x--Fll. 18. a*43-a54-a*—2a$—a?. 

19. x9-3x!—3x?—'7x?—3x--2. 90. a*--5a—1. 91. xí—5x$y—5x?y?--2xy94-y1—6. 

29. —ix?-'Ixy—y?. 23. 5a-2x3. 94. —3a9--3a?m—6am?—6. 25. 2x59--2x*9-2x*y?--3x?y*. 
26. аб+а4+а%+4. 27, —9ai—ab?—4b*. 98. llmm?. 99. a*--6a*-1—3a'-?-ka*4, 

30. ач3-43а“2--ахч--Эах, 


1 5 1 3 » i 5 3 3 
EJERCICIO 18.1, ¿x%+-¿xy+y% 2. A Mr A BS 
1 13 7 8: sud 1 8 2 8 9 
. —a?-- -ab — —b?, —x?-F—xy——y?. —a?--—a?b— —ab?— —b3. 8, —x*-F—x9?-—x?— —x-F2. 
5. y; t 3 6. 351129 547 T. Ea 8 5 8 5 +3 8 x 
1 2 18 1 5 id aen. d 5 
EIUS ADS nt ДЕЕ" 2а 9з L хүвд-2 4; 
9. ¿mM p Ne 10. Xd. piri 6х tu) 
. 8 7 1 13 dira 1 7 4 
E A NR EE o ий гүй 
31, -2Х үлэг Tix + 4. 12. "d Tu x— ¿0x— —x?. 


8 4. 10 3 8 7 aucti 3 5 3 29 
. 484--45-22045-2-434-242-- 9 54--2х8у--1-х3ү2--2 23-42 yt 5, 
13 T$ 79 8 +3 qe 16 x агы 10 Es 6 y e? 187 
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EJERCICIO 19. 1.2y-8; 0. 2.—6x?-10x—72; —172. 3. —x*"'Ix*y—5x*3?-F10xy*—*—8; 
3811. 4. 9m—45n-2; —1. 5.10nx—3ab—cn—5; —15. 6. —4a342ab?—2b3+8; —42. 
7. 21т%+т?п+292тп?+125п%—8; 125. 8.3x*742y-?—8m**; 21. 9. m; £, 

: 3 2—lab-4-*p?; ЫР E d E Sd 
10. x*«-6x*y—4xy)—y'--2; 2091. 11. —a?—.ab--.b*; 6. 12. -m*—45mn-c -n*43; —2:7. 


13. Lb%m+Zen+82; 16%. 14. —0.1a*b+ab?4+0.103+6; 25.5. 


EJERCICIO 20. 1.-13 2.—11. 3.—3. 4.3. 5.8. 6.2a—3b. 7.3b-2, 
8. 4x—6b. 9. —5a—6b.  10.3—8x. 11. —9а2—502. 12.5yz—'ixy. 13. -a. 14.—14m*. 
15. —5x?y. 16. 18a?m?. 17.0. 18. 77х2у. 19.0. 20. 3a*!—5b*?, 021.-8х 28-11, 


22. 11а". 23. 150%. 24. 140884, 25.25m*" 26.5. 27-12. 28.x%. 29. 0х8). 
30. 2083, 31.—5. 32.8. 33.—3. 34.9. 35.0. 36.5*2a.  37.—b-3x. 


38. —5m—2n. 39. 6a+3b. 40. 5a3+8b. 41. 9—7а. (42.2545425. 43. 4а.  44.—b. 
45. 65x3. 46. 64a?b. 47. —1la?y. 48. —10ab. 49. 0. 50. —4a*. 51. 318a". 


52.96m*. 53. —49a*1. 54. —217m*. 55. —139a*. 56. 624-7. 57. гү 58. бтз. 
59. айр, 60. —45-atb?. 


EJERCICIO 21. 1.26. 2.3x—5y. 3. 11а+0—4. 4.x?%+2x—6.  5.a*—8a?b—9ab?. 
6.0. 7. 2х+2у—22. 8. —2x?-xy--F2y?. 9. x*—6x?--4x. 10. —2y*--65?--45?—65—8. 
11.a?—15a?b—6ab?--17a—5. 12. x*--8x*y-F6x?y?--0xy3—31y*. 13. 2a+2b. 

14. —7ab+6ac+2cd—10de. 15. —5x9--17x?- 30x--24. 16. y"4+11y*-40y*+14y?+19y—31. 
17. 20m?n—22mmn?—9n*--18. 18.x*4-29x*4—38x?9?--32xy5--y*. 19. m9-m*n?--13m?n*4- 
21m?n'—16mn54-80. 20. 8a$—a*b--11a*b*--6a?b?--11a*b*—18ab5—9D9--42. 21. x9—6x5— 
Txí—x5--29x?—19x--25. 22. 8x54-28x*y--101x3*y?—6x?y3—9xy*--y5—98. 23. m"--23m*n— 
8m*n?—]4m*n5--21m?n*--18mn5—8n9--92. 24. x --8x9--16x5—25x'--30x?—23x?—59x +3. 
25. 9a*—25a*b --53a*b?--31a*b*--9ab5—45*--14. 26.—4a*--7a*"!. 27 —3m*"--5m*—m*--2m*-?— 
8m*-?, 28. a**--597*9--7a07?--11a7*1—807--14a"-1, 29. x**?--11x** —26x*—36x*-14- 
25x'-9—60x*-3. 30. m^"*1—8m"—11m?---2m*-3—m^-*—28m»^-5. 


EJERCICIO 22. 1.—2a42b. 2.x+4y. 3.—2a—b45. 4.-2х2--5х--6. 5.—x*4-x*9--6xy*. 
6. 8a*--a?b--5ab?. 7. —2a--3b—5c. 8. 3m—2n+4p. 9. 2x+2y—5z. 10. —2a?-FTab-Fb?. 
11 —6m?--9mn. 12. х3—8х2--6х—10. 13. —m3-8n4+7. 14.7ab+6bc.  15.a9—34a?b--8ab?. 
16. 6x3—8x?y—'7xy?--6y9—4. 17. —16n+19c-d+14. 18. 5a*4-2a9b--8a?b?—45ab*4-5b^*. 

19. x5—8x1—6x9--19x?--9x--22. 20. —х5—8х3у24-х2у3—9ху*—44у5+18. 21. 11х5—6х*— 
24x?--26x?—10x--37. 22. a5—8a*b—2'1a*b?--15a?b?--53abi—b5--14. 23. y9--15y5— 8y*— 
22y9--y?--8y-F14. 24. x8—7x'—x0—5x9--8x*--23x9—5x?—51x—45. 25. хї—3х5у2+95х4у8— 
90x9y1—'7x*55--50xy9—7)'--60.  26.a*3—a**2—3a**--6a*—5.  27.—195a"^—8a^-!--10a?-?--16a^-*. 
28. x***--15x**--14x*?—31x*1—6x*--59x*-1, — 29. a"--14a"-1—33a"-?--26a7- -8a-5--14a7-5. 
30. m***—15m**3--23m**?--56m**1—14m*—5m*? -Bim*-?. 


EJERCICIO 23.  1.2-а. 2.8—a. 3.—a?—3a—4. 4.х2-5ху. 5.—a8+a?b—ab?+1. 
6. 2x9--8x?y--6xy?. 7. a9--8a?b—6ab?--b*. 8. у*+8хуз –7х2у2+5х%у. 9. a*—-a*m— Ta?m?4- 
1l8am*$—4m*. 10.a—b—c—d430. 11.x*—xy—y*—1. 12. a*—5a*b--8ab?— b3--6. А 
13. х34-9х2)-11ху2--у2--5... 14. x*—9x3y+8x2) 415x991. 15. a*--11a*b—8a3b2—9a2b3-- 
4ab*--b5, 16. xt—5x3+x2+25x+50. 17. у%—9у5—17у4+у:—18у2+у—41. 18. а%-15а%+ 
9a*b?—17a*b9--a?b*--14ab5--b9. 19. x*--x*--x?—16x-4-34. 20. m*—m?n—'immn?--3n?—]. 
LS 1 2 4 2 5 3 18 2 

EJERCICIO 24. 1654-48-88. 2. —-—ху—--у4+15-—. 3. qab+be+ cd. 

ЗЕЕ RE. ГЭРЧ: 304, 8 5 1 3 19 1 1 
4. ГД ЭЭ b CO EG m4 min ma an. 1. qe арт 
1 


1 
nig 
IH tT 


3 1 зө 11 21 15 19 1 5 1 
Бы: с A мы. IA У Ba К PER sers A mita 
5 + 8. Prid uv 107 9. + s? 197 A 10. m +" цаа ис 


3.3 5 8 1 1 9 
11. ME as Land QE P AQ ac AE e 12. „а+ыз—с+а—<. 
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EJERCICIO 25. 1.-145-14 2. Tat 0—5. 8.38-139)-6. 4 аф 0—30. 
5. —im-inklp. 6. a+ hato habi, T. m4 2 тап  m?n*- mni 6. 
. 8. 489-459-х9уу-24298--1х91-1-2- 9. хо Lady J.T yl gy Pty ув, 
10. xi ty y La E 11. sm min? mn} ney E, 12. lO uod 
nod edi 1са8-2245- 85. 


EJERCICIO 26. 1. a?—4ab—b?; —11. 2. a*-5a*b—6ab?4-3b5; 11. 3. -Ха-154-2с, 81. 
4. 2m?—8mn-—15n?; —. 5. x*--16x9y—18x?y?-F6xy*-F6y*; 4926. 6. a?—8a?m—2am*?-4- 


1 1 5. 818 
63; P, Т. Za?—Zab—2b>; = 8. m*----m?n + тт?; 200) 9. 45—402 54% — 


10 
3a2b*4-b%; 21. 10. —16ab+10mn—8mx; —74. 11. a?—11a?b--9ab?—b?; 7. 12. Ext Et . 
5 8 5 1 8 1 sl Ч 8 49 SM 
AO шиг 18. EE U S, 56. 14. аудар 


EJERCICIO 27. i. —ab+4b?. 2. —13. 3. x?—12x?y—4xy?—y8. 4. bm*—4m? 5. ба. 
6. 2a--b—c. T. 0. 8. —24x*—5ax—3a?. 9. —a3—5a?4-2a—3. 10. 12x1+2x3+9x2+6x—5. 
11. 8a$—ab?-Fb*--5. 12. n*+11n*—26n3—-8n*+20n—4. 13. —6а*+11а%т-+-За?т2—5ат%-- 
Tmi--6. 14. 'Ix9-F4x*y—38x9y?—]3x?y9--48xy'--3y*. 15. b. 16. 8x+6y+6. 17. х2—7ху+- 
43y*—16. 18. а2--252, 19. 4x3—14x?y-F5xy?—20y?. 20. 0. 21 n9*—6n5--4mt--15n*—8n-—25. 
22. a5--l7a*b--Ta*b?--a?b? —5ab*— 205. 23. m*—3m?—5m?-6m-—1. 24. 202—4. 

25. —6a+7b—11. 26. a5—2a*--8a?--17a?—10a--1. 27. bm*--11m?n-F11m?n?4-11 mn? —17m*. 
28. 2a*4-7a*b —3a3b?—24a?b3--ab* — 205—6. 29. 29x*y—4'1x9y?—2xy'--y5. 30. 8a?— 

Тах —baFF18a*-!—a*3. 


EJERCICIO 28. 1. x?+2x—3. 2. —3a+b+c. 3. 6x?--2x?—8x-F3. 4. —a-a?--a?—a. 
5. —3ab—6bc—9. 6. 10а2х—14ах?. 7. x*-F6x?—12x?--Ax-Fl. 8. m*--17m?n--3m?n?— 
8&mn?—81n:—2. 9. a5—11a4?—4a?—3a--42. 10. 17x?+14. 11. a?—2a+1. 12. —ab-4-50?. 
13. m9—17m%4 m? +13m—24. 14. —x54+9x%y+x%y247x%84+4xy*+4y547. 15. а8--805- 
4a*—2a?--44a?—44a. 16. lla*x— a?x?— 10a?x9--26ax*—5x5--99. 


5 5 4 8 2 5 > 7 6 2 31 
EJERCICIO 29. LE 50—40. 4: zel tE 3. 4H b+6. 4. ERA 


4 3 2 1 1 1.438. 537 A Loin 
. at —a*-—a?— —a—-—. 6. —t-z——. T. ca3?4-—a?b--F-av?. —0——с. 
” 3 дыг И ласта euo шиг: +2500 8. 22—15 
1 1 зт 8 2 T 1 1 11 1 2 
dd A ajos: S. ЖЕУ a EA — зи mnt нв aA 
0+. 1 , .——-8 , 2—2 т?п п. 
9. ¿a 10. 15714-01. 7 5 10” EF EA 
f£ ES Toyi 320 13 1 1117 
.———X——y——z4—m--n4t-. .--1:41---42--2--. 
13 35-12 05 ^,^, ty. 16 — 2" ' 904 


EJERCICIO 30. 1. —x3+x?+3x-11. 2. 5a—9b--6c--8x-4-9. 3. —a3—8a?b--5ab?—3b8. 
4. х3—4х2—х+18. 5. mi—4m?n?—8mm?--6n!--8. 6. 4x?-5x?—5x—2. 7. De 5a?--8ab?— 


08—11. 8. -х—-у—4. 9. —5x?+Txy+8y?+1. 10. l0m*-8m?n--5mn?-2m*. 11 Deo. 


EJERCICIO 31. 1. у. 2. 5—8х. 3. 3a+b-3. 4. 6m--n. 5. —2x. 6. а. 1.22. 
8. 4. 9. —х2—2ху+;у?. 10. 5—6m. 11. x—y-2z. 12. —2b. 13. 2y?4+3xy—3x?. 
14. 8х2+4у°. 15. 0. 


EJERCICIO 32. 1. 2a—b. 2. 4x. 3. 2т+2п. 4. 6x?+3xy—4y?. 5. а+с. 6. 2—5п. 
T. y-2x. 8. 2х2+4ху+3у2. 9. a—2b. 10. —3x+y. 11. 88-18. 19. Тт?+9п—5. 

13. b. 14. 5х—5у+6. 15. 6a--7c. 16. —6m+2n+1. 17. —a—5b-6. 18. —4. 19 b. 
20. —3a—3b. 21. —a+b+2c. 22. —2m+4n—7. 93. 2y—z. 94: 3a+b+c. 
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EJERCICIO 33. 1. a+(—b+c—d). 2. x?+(—3xy—y?+6). 3. x94+(4x?-3x+1). 
4. a*-F(—5a?b-F3ab?—b?). 5. xt—x34(2x2-2x+1). 6.2а-1(-04с-4). 7. xix? 
3x+4). 8. x9—(5x?y—3xy?-cy9) 9. a?—(x*-2xy-y?) 10. a?—(—b?+2bc+c?). 


EJERCICIO 34. 1. x-[-2y—(x—y)) 2. 4m—-[2n—3--(—m-n)-(2m—n)). 3. x*—13xy— 
[(x*—xy)4-y*]. 4. x9—43x?—[—4x--2]--3x-F(2x--3)). 5. 2a—(—3b-H| —2a-- [a4-(b—a)] P). 
6. —[2a—(-3a+b)]. 7. —[—2х2—3ху+(у?+ху)—(—х2+у2)]. 8. —{—х%+[—8х°+4х—2]. 
9. —4—[m*- (3m?:-9m4-3)]-(—2m4-3) V. 


EJERCICIO 35. 1. —6. 2.32. 3. -240. 4 —а202, 5. —6x*. 6. 4a3b3, 7. —5x*y*. 
8. За*0%х. 9. 20m*n?p. 10. —30a?x?y. 11. 4x?y"z'. 12 abc?d. 13. 240a?x"y3, 

14. —12a?b?x*y. 15. 21a?b'x9. 16. 72a*m?n?x'. 11.-агт 8 Ч. 18, 30am?2bn*3x, 

19. = су?а, 20. бтх+2па+1, 


EJERCICIO 36.  1.a?"", 2 x3€2, 3, —£ar+ip8x1, 4 —a?u+8pIa+2, Б, 12036363064, 
6. 12xm*8yme8, 7; —20x?e7b52e5,— 8, —g3mbiac, 9, 4c3x3m-2,?»-*. 10. 35cm **-*n**-5, 


EJERCICIO 37. 1. Ža5b. 2. Jamón. 3 —Faixyt 4. айтп). 5. – хайс. 
6. Za2bxtyp, Я, ian, 8. x amp, 9. ачр, 10. garant, 11, —Zasmpan, 
12. Tat-2p*-1c?, 


EJERCICIO 38. 1. —3a*. 2. 3a?x*y. 3. —lómónt. 4. 20а%х?у?. — 5. —6a™3bm, 
б. la" mx*. 7. тач", g, — ата, 9, 24a7. 10. —60a*bx. 11.-батэхчх, 


12. Zxtyt, 


EJERCICIO 39. 1. —6x*--2x?. 2. 16ax5y—6ax*9?. 3. —2x*--8x?—6x. 4. 3atb— 
12a?b--18a?b. 5. —a3b--2a?b?—ab?. 6. 3a?x/—18a?x?—94a?x?. 7. —4m? x 4-12 m^n?x — 
98m?n'x. 8. ахбу-4ах5у2--бах4у3, 9. —4a*m?--20a9b m?--32a5b?m?, 10. —2a"4- 
9am—9qm-1, 1t. 3x9md.L-9x3m.-3x3m-1. 12. За!” p5n*1--39mqd]5n:2 —34mpn«3. 13. —4x5--19x1— 
20х34-24х2, 14. 3a*bx?—18a9bx*--27a?bx^—24bx*. 15. —a?"3x?-- 3a? n? x?--442n 1x2 p q?nx2, 
16. —3a?x*--18a?x9—24a?x54-21a?x'—15a?x?. 17. —15a?x*y?--25a? x *y'—35a*x*y!— 20a?xy5. 
18—2x'1--6x*5— 2x5 410x13. 19. —5a113?--15a957?y*—5a*55y?-- 15a5b9y? —5a3 052. 

20. 4q0?mpn*3.- 12992m-15n«5 —4q?m-2pn«1.1492m-352«9. 


1 4 4 1 8 y 34 6 
EJERCICIO 40. 1. ———a?b. 2. — 50%0+-а%0°. 3. —а?с2+т-аһс2— 0с. 4. а x 
» - L ILI D 
2 1 3 3 $ 8 $ 3 2 3 
a3bx—-a?b?x, 5. хуз. 3x44 305 8 9 азуз 2 a2bx3—2a2cx3, 3 луі — 3 уув 
x—a9b?x. 5. ¿yy y. 6 rr o EN qu Tritt t 
1. 5 5 5 1 1 3 5 i 
—хЗуЗ, | -— 25 —qaq?b?m — —a? 2 2. 2 . —m?n?4- -m*n*— —m?n5— — m?n*, 
y 8. — ¿m4 ат ¿mx? amy”. 9. ¿món 4-0 ¿min mén 
2 5 3 1 
10. -4а3х10у34-42 g3x8y5—2 а3х6у7:-443х8ү9, 
y ty ay азх*у 


EJERCICIO 41. 1. а2+2а—3. 2. a?—2a—3. 3. x?+x—20. 4. m*-11m+30. 

9. х2—8х+15. 6. a*--5a--6. 7. 6x?—xy—2y?. 8. —15x*-F22xy—8y?. 9. 5a?--8ab—210?. 
10. 14x?--22x—12. 11. —8a?--12ab—4b?. 12. 6m*—1lmn+5n?. 13. 32n*4+12mn—54m2. 
14. —14y*4+71y+33. 


EJERCICIO 42. 1.1 —y*. 2. a?—3a?b--3ab?—b?. 3. a*--3a?b--3ab?--b?. 4. x*—9x?4- 
x+3. 5. a*—2a?-a. 6. m*—n*. 7. 2х4—х3+7х—3. 8. 3y59--5y?—12y--10. 9. am*—am-2a. 
10. 12a»—35a?b--33ab*—105*. 11, 15m5—5m*n—9m?n?--3m?n*--3mn'—n^. 19. a?—a?—2a—1. 
13. x04+12x2—5x. 14. m^—5min-c20m?n?—1l6mmn*. 15. x*—-x?—2x—]. 16. x*—2x5-4-6x*— 
Tx*—4x-6. 17. m"--m*—4m*--m?—4m-1. 18. à»—a*g-7a?—27a--10. 19. —x1+3x%y-= 


542 Ф ALGEBRA 


5xy*--3y*. 20. ni—2n*--2n—1 21. a5b—5a*b?--22a?b*—40ab*. 22. 16х*—24х2у2—27у*. 
23. 4y*4y3—139?—3y—20. 24. —3x5—1lax'--5a?x?--3a'x—2a5. 25. —x9--2x9y—3x?yt—ay9. 
26. a9—5a54-31a$—8a-4-91. 27. m9—m54-5m?—6m--9. 28. a9— а5 — 4a*b? + 6a*b* — 3ab5-- be. 
29. x9—2x*y!--2x*y3—9x?y*--3xy5—2y9. 30. y95—2y5—y'--4y*—4y--2. 31. 3т-1194-04-- 
1808--8т2-48т-44. 32. a9--2a5—2a*—3a5--2a?—a—1. 33. 94x5—52x*y--38x*y?—83x*y*— 
26xy*+4y". 34. 5a9—4a'—8a9--5a5--5a*—2a9--6a?—6a—2. 35. x'—3x9--6x9--x?—3x-F6. 

36. 3a94-5a5—9a*— 1043--8a?--3a—4. 37. бу*—8у'—11у9+-1105—11%%—8у5—4у5#—2у. 

38. —m'--5m$n—14m5n?--20m*n3—13m?n*—9m?n*--20mn9—4n'. 39. х11—5х%у24-8х7у1— 
6х5)8--5х3у8--3ху 9), 40. 3a?—15a7--14a9—28a*--47a?—28a*--23a—10. 41. a*—b?--2bc—c*. 
49. x*--xy—2y*-F3yz—:*. 43. —2x'--5xy—xz—3y'—yz--1022. 44. х3-48хуг4)4-2. 


EJERCICIO 43. 1. atar 2. x"?3x^394-x"—xm5, 3. m*'i—m*3--6m*—6m*--3m*. 
4. a29+84 4402042 42n*1. 9920, 5. х2845.1-9х2844.--3х2848.-Дх2442.4-дд2841, 6. 0**?—2a*-- 8a*1—3a*2. 
Ч. а2х--9д2х-1--4д2х-24-542х-3-942Х-4, 8, m22-2 — jq 2*-1—45?5--95?9 252992 — 52383. 

9. x2a2-2.Lx2a-3.-4X2a-4. xX2a-7 10. а2358--428-154--221-255--2428-451-1-428-5588, 11. qm ambx-L 
a*b"--b"** 12. a*—ab"-1—a*b--b^. 13. 3a592-35—2345m-2--5g5m-1--4695m—3045m*1, 

14. —29х%е+1у®х-3--4 xSuy2x-2- 98 30-22: — 3() x 80-39 2%91 


1 5 RS 1 T 1 1 85 2 8 
EJERCICIO 44. 1. UH Vo vb. its er rr 8. B A cot eut 


3 5 5 8 1 1T 7 8 1 31 
3-48--24254-42462--53 3 m*+2m8n—m?2n2+ à mn$—n*. 3 Б. а? 8 
4. 0 404 zab 53. 5. zm +o” 22 "Tz 6 : +; aU 


2 19 4 28 19 3 1 101 139 1 5 
AB 2216... 423 lax? 8— —x*. Баб Pane 2— x248-L — 4, 
3" + зо^ 5° T. = 180 «+30 xax 4 " 8. 145 120” yr 507 2 Es T 12%) 
3 21 47 79 1 1 1 5 99 101 7 5 
Ч -х5 —х1—— ARS Е ТЕ. --, | —m5— —m* € 372—— 293 —mnit-——=n5. 
9 8 ti 120” ix T 19* 10 10 2 6 ntm 60 ын + 6 8 


EJERCICIO 45. 1. x?—x'--x?—x. 9. x74x0-11x5+3x*-13x34+19x?2-56. 3. a9--a9b— 
1a*b?--19a3b3—13a?b*--Tab5—b9. д, m»—5m5n--92m*n?--20m?n3—19m?n*—10mn5—n9?. 

Б. x8—9x"—50x*--58x?—15. 6. a!—7a!2--9a!?--23a*—5249--42a*—20a?. 1. 3х15—20х!2+- 
51x*—70x9--46x?—920. 8, т28— 19m?*--53m?*— 127 m19--187m?—1929m$-F-87 m* —45 

9. 2x'—6x9y—8x5y?—20x1y3 —24x*y1—18x?y5—4y'. 10. 6a?—12a'--2a5—36a5--6a*—16a*-- 
38a?—44a--14. 11. n!9—6n*--5n'--13n*—23n5—8n*--44n3—1275?—32n--16. 12. 3x'—4x9y— 
15x5y?--29x*93—13x59*--5xy9—37. 13. х16—4х14у2—10х12у4+21х19у9-28х*у*—23х%у104- 
9х4у124-88х?у14—6у16. 14. а"+2— 3а": —54"4-90)а"-1—95а"%-3, 15. Та?х55--35а25544-ба2398-- 
18а252--54254--49а25-4Т4251, — 46, бх248-4х282-08х241--91х98--46х28-14-19х28-:2--19х28-3-- 
6х28-4, 11. бах 3--923а5х5524-12455Ч--34а5х5--220495-1--1549Х-2, 


EJERCICIO 46. 1. 4a?+8a—60. 9. 3a?x?—3a?. 3. 208-26а-24. 4. х8--х5-х2-1. 

Б. 3т3-4283-4-52т24-48т. 6. a*—2a*b--2ab3—b*. 7. 3x9—6x*--6x?—3x. 8. x5—2x*— 
х8--4х2-5х--2. g. q9m-2-g2m-1—342m-2—9g9m—3gm-1--6. 10. a*—6a?--11a?—6a. 

11. xX1—3x?—21x?--43x--60. 12, x'--x9—x5— x*—9x93—9x?--9x--9. 13. 10848-18005-- 
45a*-4-45a?—18a?. 14. q9x25x —axp3x4. 


EJERCICIO 47. 1 9x22. 9, 8x?+31. 3. 10а2+ах. 4. x?—x?y?--y?. 5. 8т3--3-- 
3m?n?—2mmn?. в, —y543y?. т, —x?—6x--6. 8,-202--5441. 9. —14a?4-5ab 45b. 

10. dac. 11, 2x?-14xy—4y?. 19. —2m?—1l0mn-416n?. 13,--2х2--х--бах-а--а2. 

14. a*--b?-Fc*—2ab —2ac—6bc. 15, x*—2x3—' Tx?--Ax--14. 16. 8х2--5у2--224-5ху--2х2--2ух. 
17. 5х°—5х+3. 18. —х2—6х+16. 19, 2m?n—S8mn?—1l0n*. 20. —2x*y--10x?5?—10xy--2y*. 
EJERCICIO 48. ү 3x-3a-2. 9, 3ab—Ta—Tb. з, 4x+6y+3. 4. 3x2+4x—5. 

Б. —4a-F4b—3x—8. g a—2x+10y. 7,15т-1-8. 8. —17a412b--8. 9. —x—8y-4. 
10. —8m+n—5. 11, 36х+29у. 42,808-500. 13,4-179. 14. a—9b-43. 

EJERCICIO aa 1. тл 9.9. 3. %. 4. 42-25 b. —с. E a. T.—9x. 8. —5. 
9.1 10. -;*9 11.7) 12.—,995*. 13. —¿món. 14. at. 15. im. 16. a*?. 
17. зах-1рт-2, 18. — ams, 19. —armpn-n, 20. ттеп, 


y 
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EJERCICIO 50. 1. а. 2. —2x* 3. За". 4, — x". Б, тас0й84, в, Lámobym-d, 
7. ар. 8. -i. 9. abs 10. — dai mp?-nç3, 


EJERCICIO 51. 1. 2х2. 2. та. 3. —4xy* 4 la"-b"3, p, 14488 в, —9n'p. 


7. Ža. 8. Paipa, 9. 50245, 10. --тазфаа, 11. 445058, 19. – забес? 
EJERCICIO 52. 1. a—b. 2. —y-jax*. 8.-1054-20843а8, 4. х2—4х+1. 
5. 2x5—5x3——x. 6. —3m*+4mn—10n?. 7, 20858--а408---, 8. — xx! 2x—3. 


9. 4m"n?—5m5n*—1l0m?n9--Gmmn*. 10. a*?-a"-, 11. —Ža™-34am-1— 2am, 
12, a"-3b52-3.-.q4m-3pn-1— qm-ipn3, 18, xi--6x?—05x?—x. 14. —2a?b?--3ab?—4b. 


EJERCICIO 53. 1. =х—1. 2. — a^a? 24. 8. m*— mn mnt, 4. -х*+х%у— 


5 : 1. 15 E, mm 12 3 
q95F59* айсар, 4, айз. р Ра. 


15 5 5 4 
8. алк са ЗӨ, 


EJERCICIO 54. 1. 2—1. 2. a—3. 3. x—4. 4. m—5. 5. 5-х. 6.43. 7. 3x—2y. 
8. 5х-4у. 9. 50-15. 10. 2х-4. 11. 8a—4b. 12. 6m—5n. 13. 4n+6m. 14. 2y—11. 
15. x?-xy--y*. 16. a?—2ab--b?. 17. х3—8х2+1. 18. 48-42" а. 19. mi+m?n*+n*, 

20. x*—2x*--3x—1. 21. 3y9—6y+5. 22. т%—т?+т—2. 28. 3a?—5ab4-2b?. 

24. bm*—3m?n?-4-n*. 


EJERCICIO 55. 1. à?—a—1. 9. x?4-2x?—x. 3. m?—3m?n-2mm?. 4. x? x41. 

5. x?—2x--8. 6. 8-1. 7. a?—5a--2. 8. 8у°+ху—х°. 9. n?—1. 10. a%—3a*b+4ab2. 
11. 2x+3y. 12. 2y?—3y?--y—4. 13. 2aà?—3ax—x?. 14. —x*—xy—y?. 15. a?—5a?--2a—3. 
16. m?—2m4-5. 17. a*ca3b—3a?b?—ab9--b*. 18, xi—x*y-cx?y?—xy9--y*. 19. y?-2y+1. 
20. 3m*—2m--1l. 21. a%4+a?—2a—1. 99. 3x?—2xy--4y?. 23. 5а* — 4а? 4-а? — За. 

24. x*—x9?-x?—x-Fl. 25. 49+а%—24+1.` 96. у:—3)2—1. 97. mi—2m*n--3m*n?—4n'*. 
28. x6—3x'9?—x?9*--y9. 29. ai—3a*--4a—5. 30. a—b-Fc. 31. —x+y+22. 82. xTyTz. 
33. a'—a*b-ra?b?—ab*--b*. 34. 7х%-7х%у--7х?у+7тхуз+Ттуі. 35. 8x9—8x5y?--8x*y!— 8$. 
38. X8-- x82: yt 2074-98, 31. 412—49534-2:00 3:399 4-94, 38. ху]. 39. x+y. 


EJERCICIO 56. 1. aà^—a?-a*?, 8. xn pam yn 3, mm ol, 

4, a*".3and—2a". 5. x*7-2x*!—x* 6, а2-20-1. Т. a*3a-1—2a*?. 8, m*i—929m*?— 
m3 Emna, 9. х5-14-2х3-2--х3-34-х3-4, 10. ab? —qn-2p4. 11. am-4- bm, 12. ах-1—}п-1, 

13. За?т-++-а?ю"1—5ба?т+2, 14. otii d 2801-1 T0 pac ws 


LE A us Lo. 2904 3 2.2 
EJERCICIO 57. 1. ;a—b. 2. x^. 3. 3x3). 4. ia?-ab-—b?. 5. —m? 
Ao M un B өч Хэд, 3 Зо, Es 1. 1.5 2 5 2 81.3 223 
,mn— n, 6. X 48752: ^j] 7. V4 ах TN 8. тын жуу: 9. т^ i + 


2 2 5 
99 T RINT.) 5,2 
10. zm mn zn’. 


EJERCICIO 58. 1. x?—1. 2. xt+3x3—5x?+8. 3. at*4-3a*b—2a?b?--5ab3— D*. 

4. m?—5m?n-d-6mmn?--3*. 5,х3-8х2-8. 6. a9—3a*—6a?--10. 7. x9?—4x9--3x3—9. 

8. т8--5т12--98-4т4--3. 9. х5—3х*у—6х3у2—4х2у2—у5. 10. 6a5—4a?--6a—2. 

11. n!—3n*-k4. 12. 3x'—4x*y—y*. 13. x!9—5x9y'--3x?95—6y10, 14. a"—3am-14-50-3, 
15. ам2-Б54х54--ТахА, 16. хэ2-5х5-46х 52, 17. За“Т--5043“--ба х", 
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р? 2 7 7b3 
EJERCICIO 59. 1 14—. 2L2a+—=. 8 3х-24---- 4. 4a?—5ab-42b?-- —. 
a? as 3x? 4a 


4 3 10 ву? 2х+2 

5. ——, 6 Хх-13---. T. т?—8+ 2 8 x—Ty4——. 9 x+. 

eter x+6 ? Maca ду m?—3 uii x+ х?—х+1 

2уз 2y 6x+2 

. x2 2 e (AL oxi 3. 4 . 12. 2 эшм 

10. х2+ху+у do x*-x*y--x?y?--xy94-y 52 х+6+ SES 
125? 20x—10 

3. 4a? 2 . 14. x*— к 
13. 442--345--15 + х 2x+3+ x12 


EJERCICIO 60. 1. 9. 2—31. 3.8. 4-Z 5. 15. 6. -мі. 7. зі. 8. – 
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9.3. 10.2. 11.181. 12—211. 13. 605. 14. 251. 15.847. 16 2L; 


EJERCICIO 61. — 1.425, —19, —49. 3. у. 4 —3x?+8x—6. 5. 2a*-5a-H13. 
6. 6х+6. T. —22-2xy. 8. 24. 9. 3х?+3ху. 10. Lai4- aS — Pe atb?-- ара 5 bt. 
11. x C-x45. 12. Sab. 13. a5—4a*b--4a*b2—3ab*--3b*. 14. x+ 4. 16. 15. 

17. 4x?—8x—3. 18. 2a—7b. 19. 15x?-2xy—y*. 20. -2x+Žy. 22. 4x3y—7xy?. 
23. xt+4x3y+3x2y2+2xy3—yt. 24. —2y*. 25. —567. 26. Entre х+2. 27. 33. 
28. De x*-11x34+21x. 30. х3--5х2--х-2. 


EJERCICIO 62. 1. m?-6m-9. 2. 25+10x+x? 3. 36a?--12ab--b?, 4. 81+72т+16т?. 
5. 49x*--154x--121. 6. x242xy+y?. 7. 1+6х2+-9х*. 8. 4x*--12xy--9y*. 9. atx?+ 
2a?bxy*--b?y*, 10. 9a9--48a*bi--6409. 11. 16m!? -- 40m*?n* +2512. 12. 49a*b*4- 
Т00258х4--95х8, 13. 16a?b*--40ab?xy)--25x?y*. 14. 6G4x*y*--144m?x?y--Blm?. 15. x?94- 
20х10у124-100у2*. 16. а?ю--9а®+п-Ьд2о, 17. a?*--9axbx*14- ya, 18. х2**+24+-9х*+1ух-2--у?х-4, 


EJERCICIO 63. 1. a?—6a--9. 2. x?—14x--49. 3. 81—18а+а°. 4. 4a?—12ab--9b*. 
5. 16а2х2—8ах+1. 6. a®—2a3b3+b6, 7. 9a—30a*b?--25b*. 8. х*—2х2+1. 9. х10— 
бах5у2--9а?у*. 10. а14—2а1Ь14-014. 11. 4т2—12тп+-9т2. 12. 100x9—180x*y*--81x?y!6, 
13. x?m—2x"wyn.y?s, 14. 0254-1005:2--25. 15. x202—Gx2-14-94204, 


EJERCICIO 64. 1. x:i—y2 2. m:—m? 3. a?—x?. 4 х*—а*. 5. 442—1. 6. тй—1. 
Т. 1—9a?x?. 8. 4m*—81. 9. a9—b*. 10. yt-9y? 11. 1—64х°у?. 12. 36х*—т*х?. 
13. q?m—p?», 14. 9x?*—95y?m, 15. а?х+2—4Ь?х-?, 


EJERCICIO 65. 1. x2+2xy+y22% 2. x?—y?+2yz—z?. 3. x?—y?—2yz—z?. 
4. m*--9mn-k-n2—1. 5. m?—2mn--n?—1. 6. x?—y*--4y—4. T. n*—4n*—4n—1. 
8. a*--2a?--9. 9. тї—3т?+1. 10. 4a?—4ab--b?—c?. 11. 4х2—у?+-2у2—2?. 
12. x*—925x?--60x—36. 13. a*--a?b?--b*, 14. x*—x!—2x*—x*. 


EJERCICIO 66. 1. a?2-6a?--19a--8. 2. х3--3х2--3х-1. 3. m*4-9m*-F27m-- 21. 

4. n3—-12n2+48n—64. 5. 8x3+12x2+6x+1. 6. 1-9y+27y2-27y%. 7. 8+12у?+6у*+у%. 
8. 1—6n--12n?—8n*. 9. 64n*--144n?--108n--27. 10. a*—6a*b--12a?b?—Bb?. 

11. 8х3--36х2у--54ху24-27у3, 12. 1—3a?--3a*—a^. 


EJERCICIO 67. 1. а2+3а+2. 2. x246x+8. 3. х2+3х—10. 4 m*-11m+30. 

5. x244x—21. 6. x^-x—2. 7. x?—4x--3. 8. x?%-x-20. 9. а2—а—110. 10. n*—9n—190. 
11. aà4—442—45. 12. x*—8x?--7. 13. n*+19n2-20. 14. n*—3n?—18. 15. х%+х%—42. 

16. a8+7at—8. 17. а!9--5а5-14. 18. a12—9a5—63. 19. a?b?—ab—30. 20. х?у*+3ху2—108. 
21. a*b*--Ga?b?—7. 22. x'y*--2x*99—48. 23. a?*--5a"—24, 24. а?®=2—11а%1+30. 


EJERCICIO 68. 1. x2+4x+4. 2. х2--5х--6. 3. x?—1. 4 x2-2x+1. 5. п2+8п+15. 
6. m?—9. 7. a?--2ab--b?—1. 8. 1--3b--3b?--b?. 9. a*—16. 10. 9a?b?—30abx?--25x*. 
11. 9—a?b2. 12. 1—8ax--16a?x?. 13. at+a?—56 14. x?-y?-2y-1. 15. 1—a*. 
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16. m?+4m=96. 17. x*-2x?—3. 18. x?—2x?—48. 19. 25x5--60mtx"--36m$. 

20. x*--3x:—10.  21.a?—2ab--b?—]. 22. a*—b?», 23. x?*"?--x*4—79. 24. atbi—ct, 
25. 8a?--12a?x--6ax?--x9. 26. x'—13x?4-22. 27. 4a9—20a?b*--250*. 28. a*—3a*—180. 
29. m*--2m?n--n?—m?. 80.х8-4х4-11. 31. 121—22ab+a*b?. 32. x*y9—2x?53—48. 
33. ai—2a?b*--b*. 34. x—3x?--2. 35. а*—81. 36. x'—24x?—25. 37. at—5a?+4. 
38. a!—13a?4-36. 


EJERCICIO 69. 1.x-1. 2. 1+х. 8.x—y. 4. x+y. 6.х-2. 6. 3+x2% T. ar2b. 
8. 5+6x?.  9.2x—3mn?. 10. 6m--7nx?. 11. 9a*—100*. 12. ышы 13. х°—у". 
14.a*1--10. 15. 1-3x"*2, 16.x4y4z. 17.1—a—b. 18.2—m-n. 19. у. 20. а+х—3. 


EJERCICIO 70.  1.1—a-a?. 2. 1-a-a?. 3. x?—xy4-y*. 4.4a?--2a-1l. 5. 4х2—бху+9у2. 
6. 9m*--15mn-F25n?.  7.16a*—28a--49. 8. 36430y--25y*. 9. 1—ab+a?b?, 10. 81+ 
72b--640?. 11. a?x?—abx--b?, 12. n*-bpmnx--m?x?. 18. x'-F3x?y--9y?. 14. 4a9—2a*y34- y. 
15. 1--х3--х5, 16. 9x!—3x?--1. 17. 16a?—4ab?--b*. 18.41--а202--03,  19.25--35x54-49x10. 
20. n*—n?--1. 


EJERCICIO 71. 1. x3+x?y+xy?+y3. 2. m*—m*?n--m?n?—mmn?--n*. 3. a*--a?n-ca?n?- 
an*--n*, 4. x5—x*y-Ex*y?—x*y9--xyi—»y5. 5. a^--a*b-Fa3b?--a?b3--ab*--b5. 6. x*—x»y4- 
x3y3—x5y3-Ex2y1— xy5--y8. 7. a9--a^m-Fa*m?--a*m?--a?m*--am?--m*. 8. a'—a*b--a*b?— 
atb3+asbi—albi+abi—b?. 9. 04 y ayyy ty y x 297 xy Hya, 

10. m5—m"n-4-m9n?—m*n?--m*n*— m?n5--m?n9—mn +n. 11. mj m'n-4 mn? m?n?4- 
m!n*--m?n5--m?n9--mn'4-n*. 12. a9—a?x-Fa'x?—a?x3--a?x*—a*x5--a?x6—a?x?--ax8—x?., 

13. 1--n--n?--n?--n*, 14. 1--a--a?--a?-Fa*--a^. 15. 1—a--a?—4?--a*—a5--Fa?. 16. 1—m--m?— 
m?--mi—m5--m$—m', 17. x3+2x?+4x+8. 18. x5—2x!--4x?—8x?.-16x—32. 19. х°+9х5+ 
4х3--8х3--16х2--32х--64. 20. a*'—3a?--9a?—97a4-81. 21. x9--3x'--9x*--97x?--81x-F243. 
22.195—25x--5x?—x?. 23. m'-F2m9--Am5--8m*--16m?--329 m?--64m--1298. 24. x9--x*4- 
X'RxÜ--x-exi-x*-x?-x--1l. 25. x*— 3x*y--9x?y?—27xy?--81y*. 26. 8a*--12a*b 4-18ab? 
+27b3, 27. 32m5—48m*tn+72m*n?—108m2n34-162mn*—243n5, 28. 512х9--956х8--128х7-- 
64x04+32x54+16x1+8x3+4x7+2x+1. 29. 256a9—128a'b--64a9b?—32a5b3--16a*0*—8a*b54- 
4a?b®—2ab7+b8. 80.45--344--943--27а2--814--248. 


EJERCICIO 72. 1. xt—x?y?+yt, 2. ab—atb?+a bios, 3. m*--m9n?--m*n*--m?n*4-n*. 
4. а”--а853--358-9, б. a9-Fa9x3-Ea3x9--x9. 6. x12—x9y3-Ex9y6— x3y9-y12, T. т5—т1ї+1. 
B. m?2+m8nt+min8+n12, 9. а15—а1203 + 4959 66D59-L- 43512 — b15, 0. х15%—х19у5--х5 10—y15, 
11. ут! —әт15п34-тл12пё—т9п9--тёп12—тпі54-ті8., 12. х18--х12--х9--1, 13. a?0—a!5b5+ 
а195310--456515:4-220, 14. д244-а18т®- q12712-- q6518 1 m?4, 


EJERCICIO 73. 1.x?—1. 2. 4m?—2mn?+n*. 3. ] -a-ra?-ra*--a*. 4. х4--3х2у--9у2, 5. x3—7y3. 
6. q12--a1952--a5b*--a^b9--a*b*--a2b19--b12, T. 1—a-Fa?. 8. 4xy?—5m?*. 

9. (Um I prp ar cmt rt LN 10. а18--а? 94-18, 11. a?b?—8x3. 
12. 14ab%t, 3. 16x1—24x*y--36x2y?—54xy*--Bly*. 14 4—a. 15. 1+xt+x8. 16. l6x*4- 
28х2у8--49у8, 17. q!5—q12b3-a9b9—a9b9--a3b17—Di5, 18. a+x+y. 19. 1—x-Fx?—x?--x*— 
х5--х8--х1--х8--х9--х19, 20. х32-4-х24у8--х16у16--х8у24-4-у82, 21. 3-0х9, 22. x'--2x94- 
4х54-8х4--16х34-32х24-64х--128. 


EJERCICIO 74. 1.2. 2—8. 3.13. 4.228. 5.309. 6.98. 7.2881. 8.3. 
9.81. 10.9 11. 13. 12 m 


EJERCICIO 75. 1. Сос. x—4; res. —7. 2. Сос. a—7; res. 15. 3. Сос. x?—2x--4; res. —6. 

4. Сос. x?4-1; res. 0. 9. Сос. a?2—6a--18; res. —60. 6. Сос. n?—7n?--14n—24; res. 0. 

T. Сос. x"4-x?--x—9; res. 3. 8. Сос. x*—3x3—x; res. —2. 9. Сос. a*4-2a?--a?--2a--8; 

res. 10. 10. Сос. x*--5x9--25x?—83x—415; res. 1. 11. Сос. x9—6x!--22x3—69x?--206x—618; 

res. 1856. 12. Сос. x2—x+3; res. —2. 13. Сос. a?—2a+3; res. 0. 14. Сос. x?—x?--x —3; 
5 з 5 


1 3 5 1 
res. 5. 18. Сос. —x5—-—x4 3S3. x=; res. —, 
2 4 8 2 4 4 


EJERCICIO 76. 1. Exacta. 2. Exacta. 3. Inexacta. 4. Inexacta. 5. Exacta. 

6. Inexacta. 11. Exacta; coc. 2a?—6a--8. 12. Exacta; coc. a?—a?4-2. 13. Exacta; 
сос. х?+х?+х+6. 14. Exacta; coc. х”--6х"-4х7--8х2-4х--5. 15. Inexacta; coc. a^— 
аЗ+а—4; res, 9. 16. Exacta; coc. 4x?—25x?--8x—4. 17. Inexacta; coc. jm'—6»?4-4n—1; 
res. —6. 18. —150. 19. —4. 20. —87. 21. 8. 


EJERCICIO 77. 1. Inexacta; res. 2. 2. Inexacta; res. 203, 3. Exacta. 4. Inexacta; 
res. 2.5. Inexacta; res. 2b% 6, Exacta. 7.Їпехасїа: res. —16. 8, Exacta. 9. Inexacta; res. 64. 
10. Inexacta; res. —256. 11. Exacta. 12. Exacta. 


EJERCICIO 78. 1. х=5. 2. x=}. 3. y-10. 4 хэт, 5. у=—4. 6. x-3. 7. x=Ż. 
8. x=6. 9. х=2, 10 y——3. 1L x=7. 12. x=-4 13. x=}. 14. х=1. 
EJERCICIO 79. 1. х=3. 2. х=1. 3. x=- 4 х=—-. 5. х=—1. 6. х=1. 


2 
T. хэр, 8. х=4. 9. хээт 10. x=3. 11. х=—5. 


EJERCICIO 80. 1. x-— il. 2. х=—2. 3. х=3. 4. =—7. Б. х=—4. 6. х=5. 


7. x=5. B. хэл 9. x— 10. х=—1. 11. х-3. 12. x=. 13. x=4. 14 x=. 


3. 
x 
15. х=1. 16. хэх-ү 17. х=0. 18. 657. 19. x=}. 20. х=—-. 


EJERCICIO 81. 1. x=}, 2. x=”, 8х-0 4 з=П. & x-l. A х=—5. 
7. x=-1. 8. х=—3. 9. x=. 10. х=. 


EJERCICIO 82. 1. 57 y 49. 2. 286 y 254. 3. А, bs. 830; B, bs. 324. 4. 65 у 41. 

5. 4, 21 anos; B, 35 años. 6. A, 1047 soles; В, 33 soles. 7. 51 y 52.” 8. 67, 68 y 69. 
9. 17, 18, 19 y 20. 10. 96 y 98. 11. 61, 62 y 63. 12. Coche, $90; caballo, $170; 
arreos, 565. 13. 99, 67 y 34. 14. En el 1°, 200; en el 2°, 190; en el 39, 185. 15. 193, 
138 y 123. 16. 1%, 130; 2, 110; 3%, 70 sucres. 17. 42, 24 y 22 años. 18. 339 y 303. 


EJERCICIO 83. 1. P. 30 a; J, 10 а. 2. Caballo, $480; arreos, $120. 3. ler. piso, 
32 hab.; 29 piso, 16 hab. 4. A, 50; B, 100; C, 150 colones. 5. 4, 19; B, 38; C, 76 sucres. 
6. 126 y 21. 7. 4, 40; B, 20; C, 80 quetzales. 8. 1%, 85; 23, 340; 32,425. 9. 111. 
10. María, 48 a.; Rosa, 11 a. 11. 3. 12. 31 años. 13. 36, 12 y 48. 14. P, 2 a.; 
Епг., 11 a.; J., 33 a.; Eug., 66 a. i 


EJERCICIO 84. 1. 42, 126 y 86. 2. A, 23; B, 61; C, 46 balboas. 3. 104, 48, 86. 

4. Traje, $136; bastón, $106; somb., $17. 5. 36, 6, 30. 6. 4, bs. 20; B, bs. 79. 7. Blanco, 
20 cm; azul, 54 cm. 8. A, $40; B, $72; C, $40.- 9. 100. 10. 50 sucres. 11. 4.95 m 
y 415 m. 19. Padre, 63 a.; hijo, 20 a. 13. 4, 3600 votos. 14. 8. 15. 39 anos. 


EJERCICIO 85. 1. 60 y 40. 2. Padre, 45 a.; hijo, 15 a. 3. 656 y 424. 4. A, 98; 

B, 52 soles. 5. 75? y 105%. в. 427 y 113. 7, 44y 8. 8. Perro, $48; collar, $6. 9. A, $60; 
B, 524. 10, 45 señoritas, 15 jóvenes. 11. 116 y 44. 192. 164 y 342. 13. Estilográfica, 
bs. 14; lapicero, bs. 4. 14. De negro, 44 cm; de rojo, 40 cm. 


EJERCICIO 86. 1. 4, 40 años; В, 20. 2. A, 15a; B, 5 a. 3. A, $50; В, $25. 4. A, 82; 
B, 164 colones. 5, 12 s, 36 v. 6. Padre, 75 a.; hijo, 25 a. 7. 38 y 47. 8. Enrique, 
$1.25; su hermano, $0.25. 9. 900 y 500 sucres. 10. Р.48 ds; E. 12 ds. 11. Padre, 
42 а.; hijo, 14 a. 102, Juan, 66 a.; su hijo, 22 a. 13. 4, $46; В, $38. 
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EJERCICIO 87. i. 26 somb., 13 trajes. 2. 26 vacas, 32 caballos. 3. Resolvió 9, no 
resolvió 7. 4. Trabajó 38 ds., no trabajó 12 ds. 5. 28 de Q.30 y 7 de Q. 25. 6. 35 y 
28 balboas. 7. 7 cuad., 21 lápices. 8. 24 de azücar, 77 de frijoles. 9. De cedro 24, de 
caoba 56. 10. Mayor, 785; menor, 265. 


EJERCICIO 88. 1. 36, 72 y 88. 2. A, 45 años; B, 15 años. 3. Traje, 250 soles; 
zap., 100 soles. 4. 24000 bolívares5. 96 y 12. 6. 50 pies. 7. $17. 8. A, 52 años; 

B, 32 años. 9. 15 monedas de 10 cts, 7 monedas de 5 cts. 10. 30. 11. $80. 12. 79. 
13. 81, 82 y 83. 14. En auto, 102 km.; a caballo, 34 km. y a pie, 14 km. 15. Hijo, 
‚2500 colones; hija, 4500 colones. 16. 15 y16. 17. А, 45а.; В, 15; C,3. 18. A, 40 años: 
B, 10 años. 19. L., $31; m., $62; miérc., $124; j., $248; v. $218; s., $228. 20. 36 y 18. 
21. 4, $21; B, $15. 22. A, $114; B, $38; C, $19. 23. bs. 14000. 24. El mejor, $90; 

el peor, $30. 25. Q.40. 26. A, con $800; B, con $400. 27. 40 cab., 10 vacas. 

28. L., $6; m., $12; miérc., VR , $24. 29. 90 soles. 30. Largo, 24 m; ancho 12 m. 
31. P 35 а; h, 15 а. 82. M e B,8 a. 


EJERCICIO 89. 1. a(a+b). 2. b(1--b). 3. х(х+1). 4. а(3а—1). 5. x*(1—4x). 

6. 5т2(1+3т). 7. b(a—c). 8. x*Y(y+2). 9. 2ax(a+3x). 10. 4т(2т-43п). 11. 9ax?(a?—2x). 
12. 15c*d*(c--Ad). 13. 35m?(n$—2m). 14. abc(1+c). 15. 12xy?(2a?—3xy?). 16. a(a*--a--1). 
17. 2(2x?—4x--1). 18. 5y(3y?+4y—1). 19. a(a?—ax--x?). 20. ах(2а+2х—3). 21. х%(1+ 
x?—x. 22. l4x?(y!—2x--4x?) 23. 17a(2x2+3ay—4y?). 24. 48(2—mn?--3n?). 

25. a?c*(b?—x?-4-y?). 26. 5o0m"(n?x--2n*x?—4y*). 27. 3la?x(3axy—2x?y?—4). 28. х(1-х-- 
x?—x") 99. a*(a!—3a*--8a—4). 30. 5x*(5x5-2x848x—1). 31. x*(x!—x9--2x—3). 

32. 3a(3a—4b45a?b2—8b3). 33. 8x?y(2xy—1—3x?y—5y?). 34. 19m?n(14-2mn—3m?n?-- 
4m?n?) 35. 50abc(2ab?—3bc--b?c?—4c). 36. x(xi—x*--x?—x--1) 37. a?*(1—2a--3a?— 
4454-6434). 38. ab(3a4-6—5a?b--Bax--4bm). 39. a?(a15—414--a19—49--q?—]). 


EJERCICIO 90. 1. (х-1)(0--). 2. (а+1)(х—3). 3. (х—1)(у+2). 4 (a—b)(m-n). 

5. (п—1)(2х—3у). 6. (n+2)(a+1). 7. (а+1)(х—1). 8. (а2+1)(1—6). 9. (x—2)(3x—2y). 
10. (1—х)(1+2а). 11. (m—n)(4x—1l) 12. (m+n)(x—1). 13. (a—b+1)(a3—b3). 

14. (a?+x—1)(4m43n). 15. (2а44-0--с)/х-1). 16. (п+1)(х+у—3). 17. (x-2(x+3y+1. 
18. (a+1)(a—1). 19. (m—n)(x?-4). 20. —2(x—1). 21. (а2+1)(6х+1). 22. 2b(a—b). 

23. 2m(a—2). 24. (х+1)(т+п). 25. 2х(х-8). 26. (a?--1)(a-c-b—2). 27. 2a(x—3). 

28. (x—1)(3x—2y--z) 29. (п+1)(а—0—1). 30. (a--2)(x--2). 31. (x+1)a+4). 32. —2(3x+2). 


EJERCICIO 91. 1. (a+b)(a+x). 2. (a—b)(m-4-n) 3. (x—2y)(a—2b). 4. (a?—3b)(x?--y?). 
5. (141) (3m—2m). 6. (x—a?)(x--1) 7. (a?--1)(4a—1). 8, (х—у?)(1++х). 9. (3ab—2) 
(x*--y?). 10. (1—2x)(3a—5?). 11. (ax—b)(4a?—3m). 12. (2x+1)(3a4+1). 13. (3x?—1)(x—3a). 
14. (а2—80)(2х—5у\ 15. (2x+y2)(xy+2%). 16. (2m—3n)(3—7x), 174 (5а2--12(х-9). 
18. (a--1)(35--1) 19. (m?—3n)(4am—1). 20. (fa—b)(5x--2y) 21. (1—2ab5)(3—x?). 

—22. (441)(42--1). 23. (3a—7b?)(a-c-x). 24. (2a—l)(m—n--1) 25. (3a—2b)(x--y—?). 

26. (а2+1)(а+х2+1). 27. (3a—1)(a?—ab--3b?). 28. (2x—n)(x?--3y?--z?). 29. (3x—2a) 
(x*—xy—y?) 30. (a2b3—n*)(1—3x-4-x?). 


EJERCICIO 92.  i.(a—b). 2. (a-by. 3. (x—1)?. 4. (92+1D)2 5. (a-5)2 6. (3-x)2 
Т. (4--5x29. 8. (1—7ay. 9. (m2+6)2 10. (1—а3)2. 11. (at2-9). 12. (a*— рз). 
18. (2x—3y). 14. (30—5a??. 15. (1+7x2y)?. 16. (1—а5)°. 17.(?m*—5an?y. 18. (10x5— 


3aty®)?. 19. (11+9x6)?, 20. Mein 21. (4— ын 22. (охь), 23. (2-5) 
24. (1+2 y 95. («- 26. G-Z). п. (4-2), 28. (= узт) 


29. (2a--b)*. 30. (1+а)2. 31. (3m—n)?. 32. (ni—n+3)2. 33. (a—y)?. 34. (2m-+n—a)?. 
35. (2a—b4-39. 36. (5x—y)?. 


EJERCICIO 93. 1. (x-y)x—y) 2. (a+1)(a—1). 3. (a-2)(a—2). 4. (3+b)(3—b). 
5. (1+2т)(1—9т). 6. (4+л)(4—л). 7. (a45)(a—5). 8. (1+у)(1—у). 9. (2a4-3)(2a—3). 
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10. (5-r6x?(5—6x?) 11. (1+7а)(1—7а0). 12. (2x--9y?)(2x—9y?). 13. (аһ*+-с)(а*—с). 
14. (10--xy*)(10—xy*). 15. (а+708)(а5—708). 16. (5ху2+11)(5ху2—11). 17. (10”м2-- 
13y*)(10mn?-—13y?). 18. (am?n?--12)(am?n?—12). 19, (14ху2+ 1529) (14xy? — 152^). 

20. (16a*--175?m*)(16a4*—17b?m*). 21. (1-3ab?c?d*)(1—3ab?c?d*). 28. (19х7--1)(19х7-1). 


23. (+30)4—3a). 24. (1*2) (1-5). 25. (2+2) (2-2 

8 3 2 Г 2 з 949 3 945 
m (10-2. т (EEE). m C 56-3 
29. (10mm х (10тэй--1х9). 39. (a"b*)(a*-b*). 31. (2х2) (99—21). 32. (08141582) 


Gx 


(a*—15b?). 88, (1592) (199-7). 34. (ram E) СЕ ) 


35. (a"b?"--—)(a*b?— 7). 36. (Exa). 


EJERCICIO 94. 1. (х+у+а)(х+у—а). 2. (a-3)(1—a) 3. (3+m+n)(3=m—n). 

4. (m—n--4)(m—n—4). 5. (х—у+22)(х—у—22). 6. (a*2b--1)(a-2b5—1). 7. (14х-2у) 
(1—x-2y) 8. (3x--2a)(2a—x). 9. (a+b+c+dXa+b—c—d). 10. (a—b-4-c—d)(a—b—c3-d) 
11. (5х+1)(1—3х). 12. (9т-2н)(1т--2п). 13. (a—2b+x+y)(a—2b—x—y). 14. 3a(a—2c). 
15. (3х+1)(1—х). 16. (9х+а)(3х—а). 17. (a*-a—1)(a*—a--l) 18. (a m-—3)(a—m-H1). 

19. (3x—8)(x--2). 20. (1+5а+2х)(1—5а—2х). 21. (7х+у+9)(7х+у—9). 22. (m*--m?—1) 
(m3—m*?--1). 93. (4а5+-2а%+3)(4а5—2а2—3). 94. (x—y--c--d)(x—y—c—d). 95. (3a4-2b—c) 
(ac). 26. (10+x—y+z)(10—x+y—z). 27. y(2x—y). 28. (7х+2)(4—3х). 99. 3x(2:—2y—x). 
30. (3х+5)(х—3). 31. (Za--3x)(x--2). 32. (2x--2a--7y)(2x--2a— y). 33. (7х — 3y)(3x — Ty). 
34. (17m—5n)(17n—5m). 


EJERCICIO 95. 1. (а+Ь+х)(а+Ь—х). 9. (x—y--m)(x—y—m). 3. (т+п+1)(т+п—1). 
4. (4-5-1)а-9-1). 5. (п+с+3)(п—с+3). 6. (a--x--2)(a-*x—2). 7. (a--3b—2)(a—3b —2). 
8. (х—2у--1)(х—2у—1). 9. (a--2x—3y)(a—2x—3y). 10. (2x+5y+6X2x+5y-6). 11. (3x— 
da+1)(3x—4a—1). 12. (1—-8ab--x?)(1—8ab—x?). 13. (a--b--c)(a—b—c). 14. (1+а—х) 
(1—а+х). 15. (т+х+у)(т—х—у). 16. (c+a—1)c—-a+1). 17. —(п+8)(п+2). 18. (2a 
х—2)(2а—х+2). 19. (1+а+3п)(1—а—3п). 90. (54х-4у)5-х-44у). 21. (3x+a—2m) 
(3x—a+2m). 22. (4xy-t2a—3b)(4xy—2a--3b). 23. (5m--a--1)(5m—a—1). 94. (7x*+5x—3y) 
(ix*—5x--3y). 25. (a—b--c--d)(a-b—c—d). 26. (х+у+т—тп)(х+у—т-Еп). 27. (2a+2b+x) 
(2b—x). 98. (x—2a--y—3b)(x—2a—y--3b). 99. (m+3n+x+2a)(m+3n—x—2a). 

30. (3х—2у+а+50)(3х—2у—а—56). 31. (a+m+x+3)(a+m—x—3). 32. (x--1--3a?—b) 
(x+1—3a%+b). 83, (4a—3x--5m4-1)(4a—3x—5m-—1). 34. (3m--a—cd —10) (3m —a--cd—10). 
35. (2a—Tb-3x--5y)(2a—Tb—3x—5y). 36. (15а+130—с+1)(15а—130+с+1). 37. (x+y+3) 
(x—y+1). 38. (а+х+10)(а—х+2). 


EJERCICIO 96. 1. (а?+а+1)(а2—а+1). 2, (m?--mn--n?)(m*? тпл). 3. (x*-x?4-2) 
(xi=x*+2). 4. (a?--2a--3)(a*—2a--3). 5. (a*-rab —b2)(a?—ab—b?). 6. (x*--2x—1)(x?— 
2x—1) 7. (2a?-3ab--3b7)(2a?—3ab--3b7). 8. (2x*--3x—5)(2x?—3x—5). 9. (x*--2x*y?--45*) 
(x*—2x?y?--4y*). 10, (4m?--mn—3n?)(4m*?—mn-—3n?). 11, (5a?4+4ab+7b%)/(5a?2—4ab+702). 
12. (6x*-F5xy— Ty?)(6x?* —5xy— 7y?). 13. (9m*--4m*--1)(9m*—4m?--1). 14, (c?--5c—10) 
(c—5c—10). 15. (2a*2-5a?b?—'775*)(2a*—5a?b?—'7b*). 16. (8n?--6n-- T)(8n? — 6n +7). 

17. (5х2+7ху —9y?)(5x*— 7xy — 92). 18. (Tx*--8x?y?--10y*)(7x*—8x?5?--10y*). 19. (22-8x— 
11x?(2—8x—11x*) 20. (llx?--xy?—6y*9)(11x?—x5?—6y*). 21, (124 7n*--3n9*)(12—7n*--3n*). 
22. (4--c*—c*)(4—c?—c*). 93. (Ba*--5ab?—9b*)(8a?—5ab?—9b*). 94. (15--5m--m?) (15— 
5m+m*). 95. (1--10a5?— 13a?b*)(1—10ab?—13a*b*). 96. (x?y?--xy--11)(x?y?—xy--11). 

27. (7с*+-11с2тп  14m?n?)(ic* — M»c?mn--14m?n?). 28. (9a?b5--2ab?x*—16x5)(9a?b*— 
2ab?x*—16x5). 


EJERCICIO 97. 1. (х2+-4ху--8у2)(х2—4ху+8у2). 2. (2x*--2x?y?-- y) (2x*—9x2y2-- y). 
3. (a*--6ab--185?)(a?—6ab--18b?). 4. (2m*--6mn--9n?)(2m?—6mn--9n*). — 5. (2--10x*--95x*) 
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(2—10x*--95x!) , 6.(8--4a*--a9)(8—4a*--a9). T. (142n4+2n*)(1-2n+2n?). 8. (8x1+4x*%?+ 
y*)8x!—4x?*y?--y*). 9. шалаа арын 4 


EJERCICIO 98. 1. (х+5)(х+2).  2.(x-3)x—2) 3. (х+5)(х—2). 4. (х+2)(х—1). 

5. (а+3)(а+1). 6. (т+7)(т—2). 7. (у—5)(у—4). 8. ЭНЭ) 9. (x—8)(x—1). 

10. “илж: 11.(x-2)(x—1). 12. (а+-6)(а+1). 13. d gus y-1). 14. (n.-6)(n—2). 
15. (x+7)(x+3). 16.(a--9)(a—2). 1T.(m—11)(m—1) (x—i0)(x-3). 19*(n--8)(n—2). 
20.(a—20)a—1). 21. (у+6)(у—5). 22.(a—7)(a—4). 23.(n—10)n--4). 24.(x—9)(x--4). 
25.(a—7)(a--5). 28. (313)0-H1). 27. (а—11)(а—3). _28.(т+15)(т—2). 29.(с—14)(с+1). 
30.(x--8)x--T). 31. (х—9)(х—6). 32.(a--12)(a—5). 33. (х—20)(х+3). 34. (x--18)(x—10). 
35. (m—30)(m+10). 36. (x+12(x-11). 37. (m—14)(m+12). 38 (c--15)(c--9). 39.(т—25) 
(m—16). 40. (а+20)(а—19). 41. (х+26)(х—14). 42. (a+24)(a+18). . (т—45)(т+15). 
q (y-42)--8). 45. (x—24)(x+22). 46. (n+27)(n+16). 47. (c—20)(c--16). 48. (т—36) 
m-+28). 


EJERCICIO 99.  1.(x?-4)(x?-1) 2. (x3—7)(19+1). 3. (х*—10)(х*+8). 4. (ху+4)(ху—3). 
5. (4х—5)(4х+3). 6. (5x+7)(5x+6). 7. (х+-5а)(х—За). 8. (а—70)(а+30). 9. (x—y+6) 
(x—y—4). 10. A m 11. (x5--5)(x^—4). 12. (m+8n)(m—Tn). 13. (x?--12a)(x?—54). 
14. (2х—3)(9х—1).  18.(m—n-8)(m—n—3). 16.(x*--16)(x—15). 17. (y--3)(5—)). 
18.(a?b?—11)(a?b?--9). 19. (с+7а)(с+4а). 20. (5х—12)(5х+7). 21.(а—140)(а—70). 

22. (х2у2+19)(х2у2—11). 23. (x?--6)(8—x?). 24. (с+4—13)(с+а—5). 25. (a--22xy)(a—20xy). 
26. (m3n*—13)(m*n?—8) 27. (n+2)(T—n). 28. (х3--31)(х°—30). 29. (4x?—15)(4x*--1). 
30. а “Ран 31.(a?—1352)(a?--1207). 32. (х--За)(7а—х). 33. (х*у*— 20а) 
(х*у*-+-5а). 34. (a+11)(a—10). 35. (m+8abc)(m—Tabc). 36. (7x?--16)(1x? 4-8). 


EJERCICIO 100. 1. (2х—1)(х+-2). 2.(3x41)(x—2). 3. (2х+1)(3х+2). 4. (5х—2)(х+3). 
5. (3x+2)(2x—3). 6. (3х+-2)(4х—3). T. (4a+3)(a+3). 8. (2a+1)(5a+3). 9. (3т—7) 
(4m+5). 10. (4у+1)(5у—1). 11. (2a—5)(4a+3). 12. (7х+5)(х—7). 13. (3m-5)(5m—3). 
14. (2a+-1)(a+2). 15. (3x4)(4x+3).  16.(a--1)(9a--1) 17. (4п—5)(5п+4). 18. (3x+2) 
(7х—1).  19.(5bm—3)(3m--2) 20. (3a+2)(5a—6). 21. (9x+1)(x+4). , 22. (10n—3)(2n+5). 
23. (7т+2)(2т—5). 24. (х+10)(2х+9). 25.(4a--5)(5a—8). 26. (4n—11) (n - 3). 

27. (6х+5)(5х—2). 


ЕЈЕКСІСІО 101. 1.(3x?—-2)(2x?--3). 2.(x*2-2)(5x?—6). 3. (2х*+5)(5х*+2). 

4. (22x+7)(2ax—3). 5. (4ху+5)(5ху—4). 6. (5х—2а)(3х+а). 7. (2x+3)(4—5x). 

8. (3x—8y)(7x--9y). 9.(m—3a)(6m--5a). 10. (2х°—7)(7х24-2). 11. (6a+b)](5a—30). 

12. (7x*--2)(x3—8). 13. (3a+5)(6—a). 14. (2х*-1)(5—3х*). 15. (3а—5х)(2а+3х). 

16. (4x—5mn)(x-3mm) 17. (9a—5y)(2a+3y):- 18.(4x*--5)(3—2x?) 19. (5х*+2)(3—5х*). 
20.(10x54-3)(3x5—10). 21. (5т—3а)(6т--7а). 22. (3a—2)(2—5a). 23. (4х=3Зу)(2у—х). 
24. (5ba—3b)(3b—4a). 


EJERCICIO 102. 1. (4+1). 2 (3-x)P. 3.(m+n). 4. (1—а)*. 5. ron 6 (5x+1)*. 
T.(2a—3by*. 8.(3m--4ny. 9.Мо es cubo perfecto. 10. No es. 11. (5a--2b)*. 
12.(2--3x). 13. No es cubo perfecto. 14.(a?--b*).  15.(x*—3y*9. 16. (4x+5y). 
17.(6—7a?).  18.(5x*--8y5)*. 19. (a%+1)2. 20.(т-атр, 21. (146a?%b9).  22.(4x*—5y*)*. 


EJERCICIO 103. 1. (1+а)(1—а+а?). 2.(1—а)(1+а+а?). 3. (х+у)(х2—ху+у?). 

4. (т—п)(т2+тт+п?). 5. (a—1)(a°+a+1). 6. (у+1)(у3—у+1). T. (у—1)(у°+у+1). 

8. (2х—1)(4х2+2х+1). 9. (1—2х)(1+2х+4х°). 10. (х—3)(х2+3х+9). 11. la+3Na?—3a+9). 
12. (2x4-y)(4x?—2xy--)?). 13.(3a—b)(9a?--3ab--b?).  14.(4--a?)(16—4a*--a*). 15. (a—5) 
(a?--5a--95).  16.(1—6m)(1--6m--36m?).  1T.(2a--3b?)(4a?—6ab?--9b*). 18. (x?—b?) 
(x*4-b3x?--b9). 19. (2x—3y)(4x?-F6xy--9y?). 20. (1+7n)(1—Tn+49n?). 21. (4a—9)(16a°+ 
36а--81). z ab—x?)(a?b?+abx?+x4).  23.(8--3a3)(64—24a?--9a9). 24. (x?—2y*)(x*-- 
2x?y*--4y5). 20. (1--9x2)(1—9x?--81x*). 26. (3m--4n*?)(9m?—12mm*-rlón*). 27. (Tx+8y°) 
(49x?—56xy2--64y*). 28. (xy?— 6y*)(x2y'--6xy^--36y"). 29. (abx-- 1) (a?b*x?—abx-- 1). 

30. (x*--y3)(x9—x3y*--y9). 31. (10x—1)(100x?--10x--1). 32. (a?+5b*)(a*—5a*b14-25b*). 
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33. (x'--y*)(x*—x*y!--y8). 34. (1—3ab)(143ab+9a*b%). 35. (2x?--9)(4x!—18x?-- B1). 
36. (a--2b*5)(a?—2ab*--4b5). 37. (2x*—5yz?)(4x'--10x*yz?--25y*z*). 38. (3m? 7n*)(9m*— 
2|1m?n?*--49n*). 39. (6—x*)(36--6x*--x"). 


EJERCICIO 104. 1.(1+х+у)(1—х—у+х?+2ху+у?). 2. (1-a—b)(1--a-- b4-a?--2ab -- b?). 
3. (3--m—n)(9—3m--3n--im*—2mn--n?). 4. (x—y-2)(x?-2xy--y*-2x—2y--4). — 5. (x+2y+1) 
(х2+4ху+4у2— х —2y--1. 6. (1—2a--b)(1--2a—5-r4a*—4ab--b?). 7. (2a-- 1) (a?--a--1). 
8.(a-i)7a?—4a--1) ^ 9.(2x--y)(13x?—5xy--y?) 10. (2a—b—3)(4a?—4ab+b*+6a—3b+9). 
11. (x?-x—2)(x*--x)--3x?--4x--d). 12. (2a—2)(4?5—2a--13). 13. —3(3x*4+3x+3)=-9 
(x?--x-F1) 14. 2y(8x?--y?) 15. (2m—5)(m?—5m--T). 16. 5x(7x%43xy+3y?). 17. (3a+b) 
(3a?--Gab--702). 18. (4m J-4n—5)(16m?--32mn-- 16n?--20m--20n--25). 


EJERCICIO 105. 1. (а+-1)(а*—аз+а2—а+1). 2. (а—1)(а*+а%+а?+а+1). 3. (1—x) 
(1--x--x?--x94-x*). 4. (а4-0)(а%—а5Ь-+-а02—аз08-+а?01—а%+-0%). 5. (m—n)(m*--m?n-r 
mn?--n?n3--m?n*--mn?4-n^). 6. (a+3)(a1—3a%4+9a?—274+481). 7. (2—т)(16+8т-+-4т2+ 
2m*-m*)  8.(143x)(1—3x--9x?—27**--81x*). 9. (x--2)(x9—2x5--4x* — 8x3-- 16x? —32x-- 64). 
10. (3-201(81+54b+3602+24b34+16b%). 11. (a--bc)(a—a9bc--a?b* c? —ab*c*-- b*c*). 

12. (m—ax)(m5--am^x -a*m*x*--a*m*x*-Fa*m?x*-Fa^mx*-ra*x*). 13. (1--x)(1—x4-x?—x94- 
хї—х5-Ех°), 14. (x—y)(x4-x?y--x*y?--x*33--x?y*--xy)4-y9). 15. (a4-3)(49—3a54*9a1—277a?4- 
81a?—243a4-729). 16. (1—2a)(1--2a--4a?--8a?*4-16a1--32a5-- 644^). 17. (x?--2y)(x*—2x9y-- 
4xiy?—Ex*y-16y5). 18. (12-2x?)(1—2x?--4x1—8x"-- 16x5—32x194- 64x12). 


EJERCICIO 106. 1.a(5a+1). 2. (т+х)2. 3. (а——0)(а+1). 4. (х+6)(х—6). 5. (3х—у)*. 
6. (x—4)(x+1). 7. (2x+1)(3x—2). 8. (1+x)(1—x+x?). 9. (3a—1)(9a*+30+1). 10. (х+т) 
(x*—mnx*--m?x?—m?x--m*). 11. a(a?—3ab+5b*). 12. (х—3)(2у+2). 13. (1—26)2. 14. (2x°+ 
xy +y2(0x%—xy+y2). 18.(xi--2x?)2—)9)(x*—2x?y?—y*). 16. (a—6)(a+5). 17. (3m—2)(5m 1). 
18. (a2--1)(a*-a*--1) 19. (2m—3y?)(4m?--6my*--9y*). 20. (4a—3bP. 21. (1+а)(1—а+ 
a*—a*--ai—a^4-a^. 22. (2a—1)*. .(1+т)(1—т). 24. (х2+7)(х2—3). 25. (5a*-F1) 
(25а*—5а2+1). 26. (a+b+m)(a+b—m).  27.8a?b(1--2a—3b). 28. (x*--1)(x — 1). 
29. (6х—5)(х--4). 30. (5х2+9у)(5х2—9у). 31.(1-т)1--т--т9). 32. (x4-y--a—b)(x4-y— 
a+b). 33. Tm?n(3m*—m?n--mn?—1). 34. (x--1)(a—b-Fc). 35.(2--x—»)". 36. (1--ab?)(1—a6?). 
37. (6a--by:. 38. (x3—T)(x--11). 39. (5x?--1)(3x?—4). 40.(1-+а—30)(1—а+30+а2—6а0--90?). 
4l.(x?--3x--5)(x?—3x--5). 42. (a*-2-4a?—6)(a*—4a?—6). 43. (1--2a)(49—14a-4-4a?). 44. 3a?b 
(4х—5у). 45. (х—3у)(х+5у). 46. (3m—2n)2a+1). 47. (9а3--20с*)(9а%—20с*). 48. (4+2а+ 
by4—2a—b). 49. (5+х)(4—х).  50.(n--D(n—6). 51. (а—п+с+4)(а—п—с—4). 82. (1--6х9) 
(1—6x?--36x9). 53. (х-4)(х2--4х--16) 54. x*(1— 64x). 55. 18x?y*(ax3 — 2x? — 3y"). 
56. (Tab—1)?. 57. (x4-10)(x—8). 58. (a+b+c)(a—b—c). 59. (m--n—3). 60. (х-+5)(7х—4). 
61. 9a(a2—5a+7). 62. (a—1)(x+1). 63. (9х2—5у)2. 64. (1+5b—b?)(1—5b—b?). 65. (т2-- 
mn--n?)m?—mn--n?). 66. (с2--242)(2-249). .Dx*(3x?—3x--4). 68. (a--*x)(a—x— 1). 
69. (х24-19)(х2—20). 70. (2т2--5)(3т2—4).  7l.(2a—3ny—(3n—2ay. 72. 2x"+1). 
73. (х+у—1)(7а9—35). 74. (x4-6)(x—3). 75. (a+m+b+n)(a+m—b—n). 76. (x+2y)*. 
TT. (4a+3)(2a—7). 78. (1+9ab)?.  79.(2a3--1)(243—1). —80.(x*—24)(x*-20). 81. (a—b) 
(x+y-1). 82. (3m—-1)(2a—1). 83. (3+4x)(5-2x). 84. at(ar—at+a?+1). 85. (2x—1)(a— 1). 
86. (m--4n)(m—m). 87. сэт Шш 88. (m+1)(2a—3b—c). 89. (x—4)?. 90. (2a”+ 
b2n)(2ar—b?n), 91. (10x--a)(8x—a). . (a--8--4x)(a—3—4x). 93. (3a--x—2)(3a—x--2). 
94. (Зх—у)(3х+-у+1). 95.(x—9)(x--8). 96. (6a?+6ab—7b?)(6a?—6ab—Tb?). 97. (a+2b+ 
m+3n)a+2b—m—3n).  98.(1--3a*)(1—3a*). 99. (9444-124253--856)(941-4120258--895). 
100. (7х—5)(7х—6). 101. (x—Tab)(x--5ab). 102.(5x—3). 103. —5(2a+1). 104. (4a?—5b) 
(m--3n) 105. (1--3x9)?. 106. (a?—5b)(a?--8D). 107. (m--2ax)(m?—2amx-F4a*x?). 
108. (1--3x—4y)(1—3x--4y). 109. (3x+1)(8x+1). 110. 9х2у%1—3х—х%). 111. (a*4- b2— 
с°-ЕЗху)(а®++Ь#—сз—Зху). 112. (2a--l)(4a?--10a--7). 113. (10x*y*-- 11m?) (10x^*— 1017). 
114. (a?--9)(a?—2). 115. (1--10x2)(1—10x?--100x*). 116. (7а+х—3у)(7а9—х-+3у). 117. (x*-- 
24-y--2z)(x?--2—y—92z). 118. (a—4)(a?--4a--16). 118. (a-- x)(at —a*x + a*x*—ax* rx). : 

х х 
120. (a*4+6DJ(a9-9D). 121. (11+х)(15—»х). 122.(°+о+1у(а#—а+1). 123. (2) (5-5 
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184. (8-2). 125. (a2b?--12)(a2b2—8). 126.(8a?x--7y)(1—a--3b). 127 (x?--26)(x—15). 
ә 


128. (1--5m)(T—2m). 129. (2a+2b+3c+3d)(2a+2b—3c—3d). 180. (9— 5ху*)(81+45ху*+ 
25x?y" 131. (х+у)(х+у+1). 132. (2+а—0)(2—а+0). 133. (x—y)(x*--xy -y*- 1). 
134. (a—b)(a*--ab--b?--a4-b). 


EJERCICIO 107. 1. За(х+1)(х—1). 2. 3(х+1)(х—2). 3.2x(a—b) 4. 2(a—1)(a*--a- 1). 
5. a(a—1)(ac-4). 6-—(x-1)x-2)x—2) 7. За(х-+-у)(х2—ху--у2).  8.a(2b—ny. 9. (х?+1) 
(x-2)(x—2). 10. (a+1)(a—1). 11.2a(x—1). 12. (х+у)(х+1)(х—1). 13. 2а(а+4)(а—1). 
14. 4x(2x —3y)*. 15. (3х—у)(х+у)(х—у). 16. 5а(а+1)(а—а+1). 17. а(2х--1)(8х-2). 

18. (n?--9)(n--3)(n—3). 19. 2а(2х+1)(2х—1). 20. ax(x+5)}. 21. x(x-7)(x+1). 

22. (т+-3)(т+4)(т—4). 23. (x—2y)*. 24. (а+0)(а—0)(а+0—1). 25. 2ax(4a?—3b). 

26. x(x?--1)(x—1). 27. 4(x--9)(x—1). 28. (a?--a--2)(a—2)(a-1). 29.(x?--2)(x—3)(x?--3x 4-9). 
30. a(a--1)(a*—a*--a?—a--1). 31. ab(a--x--y)(a--x—y). 32. 3ab(m--1)(m—1). 33.3xy(3x--y) 
(9x?—3xy-y?) 34. (a+1)(a—1)(a?—a+1). 35. x(3x--1)(1—6x). 36. 2(3a—b)(x--b). 

37. am(m—4)(m—3). 38. 4a?(x—1)(x?+x+1). 39. 7ху(2х+у)(2х—у). — 40.3ab(x—3)(x--2) 
41. (x--4)(x—4)(x?--8). 42. 2y(3x+5y). 43. (a+1)(x—y)”. 44. x(x+3y(x—y). 45. (a+2b) 
(а—20)(х+2у). 46. 5a*(3x?--2)(3x?—2). 47. (a4-4)(a—À) a?—a-4-12). 48. (b—1)(x-4-1)(x—1). 
49. 2x*(x--T)(x—4). 50. 5(2a—5)(3a--2). 51. (х—у)(3х—3у+1)(3х—3у—1). 58. a(x—3a) 
(3a—x). 53. a(4—5a)(16--20a--25a?). 54. 2x?(7x—3)(5x--4). 55. a*(a?--11)(a?—5). 

56. ab(4a?—7b2y. 57. x*(1x?—3a?)(x*--5a?). 58. (х= 4 y")x"—y*) 59. (2x--5)(x—3) 
(х2+3х+9). 60. a(x—2)(x*--xy--y?). 61. (x?-2xy4-y?--1)(x--y--1)(x4y—1). 62. 3a(a?+ 
a--1)(a?—a4-1). 


EJERCICIO 108. 1. (1+а*)(1++а2)(1+а)(1—а). 2. (441) --1)(45-124-1)(22- 0-1). 

3. (x--)(x—4)(x--5)(x--5). 4. (actb)(a-by. 5. х(х-Е1)(х—1)(х?++2). 6. 2(x—1)(x-3) 
(х2--х--1)... 7. 3(x*-9)(x--3)(x—3). 8. (2x--y) (2x —yf. 9. x(3x -- 1) (3x — 1) (x +y). 

10. За(2х+1)(2х—1)(х2+3). 11. (x'c-y*)(x*9-y?)(x--y)(x—y). 12. (x—2)(x*--2x--4)(x--1) 
(x"—x--1) 13. (2+х)(4—2х+х°)(2—х)(4+2х-+Ех?). 14. (a—b)*(a-d-b)(a*--ab--b?). 15.2(2х--1) 
(2x—1)(x?-1). 16. (a33)(a—3)(a--4)(a—4). 17. a(a--2)(x—y)(x?-xy--y?). 18, а(а+1)(а—1) 
(a2). 19. (1—a)*(1ca--a?). 20. (m-c3)(m?—3m--9)(m—3)(m*--3m--9). 81. x(x*--1) 
(х+1)(х—1). 22. (x-c-y)'(x—y)x?—xy--y?. 23. ab(a4-b)(a—b)*. 24. 5(a?--25)(a4-5)(a—5). 
25. (а+3)(4—1)(а+1)2. 26. a(a--2)(x—2)(x?--2x--4). 27. (1--ab)(1—ab-4-a?b?)(1—ab) 
(1+ab+a?b32). 28. 5a(x+1)(x—1)(x+2). 29. (a--b)(a—b)(x--y)(x—y). 30. (x*--2)(x*--1) 
(x--1)(x—1). 31. a(ac-1)(ac-3)(a—3). 32. (a--1)(a—1)(x4-3)(x—2). 33. (m--1)(m—1)(4m4-3) 
(4т—3). 34. 3b(a--1)(x--2)(x—2). 35. 3(m-M1)(a45)(a—2). 36. (a4-1)(a?—a--1)(x—3)(x—2). 
37. (х—1)%(х+у)(х—у). 38. a(x4-1)*. 


EJERCICIO 109. 1. х(х++у*)(х2+у2)(х-+у)(х—у). 2. x(x4-2)(x—2)(x4-6)(x—6). 3. a(a+b) 
(a?—ab--b*)(a--1)(a—1). 4. БЭР: J(x—1). 5. a(a4-b)(a?—ab--b?)(a—b)(a*--ab-- b?). 

6. 2(a--b)(a—b)(a--1)(a—2). 7. x(x?--9)(x--3)(x—3)(x--5). 8. ааа. d bici 
9. a(a—x)'(2x--1(2x —1) 10. (x?--9)(x--3)(x—3)(x--1)(x?—x--1) 11. х(х“--1)(х4--1)х2--1) 
(x--1)(x—1). 12. 3(x?--4) (x--2) (x—2) (x--5)(x—5). 13. x(a--1)(a?*—a4-1)(a—1)(a?--a--1) 
(x+1). 14. a(a—x)(x4-9)(x—9)(x4-1)(x—1). 


EJERCICIO 110. 1. (х—1)(х+1)2. 2. (х+1)(х—2)(х—3). 3.(a—2)(a-2)(a—3). 4.(m—2y 
(т+4). B. (x—3)(x--3)2x—1). 6. (a—4)(a?--5a--7). 7. (x--2)x*--1). 8. (n—1)(n—2)(n--3). 
9. (x -2)(x—4)?. 10. (x--3)(3x—2)(2x--3). 11. (x—1)(x--l)(x—2). 12. (x--D)(x—2)(x--3) 
(x—4). 13. (a—1)(a--2)(a--3)(a—4). 14. (n-2)(n2-3)(n--4)(n—5). 18. (x--4)(x4-5)(x?—3x 7). 
16. (a--2)(a—4)(2a—3)(4a4-5). 17. (x—5)(x--5)(x*--3). 18. (x—1)(x--6)(3x--5)(5x—2). 

19. (x—2)'(x—3)(x--3)(x4-4). 20. (a--1)(a--2)(a—3)(a—4)(a--4). 21. (x--2)(x —3)(x—4)(x--5) 
(4x+3). 99. 454470 6)n?—n--3). 23. (x—2)(x--3)(x—4)(2x--3)(3x—2). 94. (x+1) 
(x—5)(x--5)x*—x--1). 25. (a—4)(2a*--3). 96. (x—3)(x--5)(x*—3). 27. (x--1):(x--2):(x--3) 
(x—3). 28. (a--1)(a— 2)(a—3)( )(а+8)(а—4)(а+5). 29. (x—1)(x--1)(x—3)(x4-2)(x—6)(x--6). 

30. 2(х+1)(х—2)(х+2)(х+3)(х—4)(х—5). 31.(a—2).(a—3)(a--4)(a?—5a--3). 38. (x—2) 
(x+2)(x—4)(x+4)(x3—2). 
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EJERCICIO 111. 1.ax. abc. 3.x*y. 4.3a?b?. 5.4m? 6.9mn”?.  7.3b*. 
8. 6xyz. 9. 7a?b?c*. — 10.24x?y?;3. — 11.14m?n. 12. 75a?b*.  13.2ab. 14. 19х*у*. 


KIERCISIG 112,  1.2a. 2.3x?y. 8. 4422. 4а+1. б.х(х—1).  6.5x. Т.6баху. 
. a(a—3). 9. x(x+5).  10.a—b. 11. т+п. 12.x—2. 13.x(x-2) 14.3х—1. 15.2a+b. 

16 1727 17. 2x+y. 18.a(a—3b). 19.c+d. 20.3a(m+5). 21.2x?—y. 22. 3х(х+1) 

(x—1). a+b. 24 x(x—1). 25. х2(х—3).  26.ab(a--b) 27.2(х-1) 28. a(x+2). 

29. 2a(n+2). 30.2(a—1). 31. 2a+b. 32.x-4. 33. а(а+1). 34. х2—3х+-9. 35. х+3а. 

36. 2(3x--5). 37. х+1. 38. ах(х—Т). 39. а—2. 40. 3х—1. 41. (а°+-1)(а+1). 42. m+n. 

43. а-1. 44. 2х(2а+3). 45. у(х+у).  46.2a—m. 47. 3(а+-20). 48. 5(а+х)(а+у). 


EJERCICIO 113. 1.2х+1. 32.a-2. 3. а(а—х). 4. x?—x-1. 5.4(2а-х). 6. 3х2+5. 
T.3x—2y. 8.х2-8х-4. 9.т2-2т-1. 10. а(а—2а+5). 11. «(3х+5). 12. X(x*-Fa?). 
13. 3(x*--9ax--a?). 14.92ab(2a?—ab--b?) 15. 3a°n?(3a—2n). 16. а—а%+1. 17. 2а(3х—2). 


EJERCICIO 114. 1. х3. 2. оху. 3.х-1. 4a42x. 5.х(х-1) 


ЕЈЕКСІСІО 1 15, 1: a?b?, 4. оу, 8. a*b?c, 4. abx’. 5. 12m?n. 6. 45ах9у?, 

T. a3b?. 8. х?узх, 9. 8a*b?. 10. 19x*y9:2. 11. 36m?n*. 12. 24a?b?x?. 13. 30x?y?. 

14. азхэуз, 15. 12а202. 16. 18x'9?. 17. 30a?b?x?. 18.60m*%n3, 19. 72a*b*. 20. 120m?*n?. 
21. a?b3c*. 22. 24a3x3y3, 93. 36a?x?y*. 24. 300m?n*. 25. 360a?x*y*. 26. 240a*b5. 


EJERCICIO 116. 1. 4a(x-2). 2.3b*(a—b). 3.x*y(x--y) 4. 8(1++2а). 5. 6a?b?(a--2L). 
6. 14x2(3x+2y). T. 18тт(п—2). 8. 15(x+2). 9. 10(1—35). 10. 36a?(x—3y). 11. 19х22 
мэс 12. m?n?(n—1). 18. 6a?b(a—2b). 14. 5х*у%(х—1). 15. 544505 ( 44-35)... 16. 90x?y 
y?) 17. 4x?y(x?—1). 18. 24m(m?—9). 19. 6Ga?b?(x--1)(x—3). 20. x*(x--2)*(x—1). 
3 ар x—92yy. 22. 18x*(x?*—4)(x—3). 23. a?x*(2x—83y)*. 24. Т2х5у х-5). 25. 2an? 
x?-Ey?)(x--y)'. 26. 8x*(x--3)'(x—2)*. 27. 6x*(x--1)(x?—x--1). 28. 12x?y*(a--b)*(x— 1). 
- 60a?b*(a—b)*. 30. 28x(x41)(x*+1). 


EJERCICIO 117. 1. 6(х+1)(х—1)=6(х2—1). 2. 10(x--2)(x—2)—10(x?—4). 3. x*(x--2y) 
mo gd (х2-4у2). 4. За%(х—3)2. 5. (2a+3b)(2a—3b)?. 6. a*(a--by*. 7. 6ab(x—1)(x--4). 
.х(х5-22) = 9. (x--1(x—1)*. 10. (x4-1)(x?--1). 11. (Ey) (xy y?) 12. (x—y)* 
б, +ху+у"). сини. 14. (a—5)(a--6)(a—3). 15. x*(x-3)(x—3)(x4-5)— 
x*(x3—0)y(x-4-5). 16. ax?(x —2 ui Qr ders 17. 94(x—y)(x--y) 18. 10(x--y)*(x?--y?). 
19. 12a?b(m--ny(m*?—mn--n?). 20. ax*(m—n)*(m?4-mn--n?).. 21. 6a?(a4-1)(a—1)—64?(a?—1). 
22. x*(x-2)x—2)—x*(x2—4). 23. (x—1)(x-2)x—3). 24.(3a--2)((2a--3)(a--4). 25.30(x*--1) 
(x+1(x—1)=30(x2+1)(x2-1). 26. x(x+yXx—y)(a—2b)=x(x?—y?) (a—2b). 27. 60ab(a-- b) 
Сул pae 28. 2(x+5)(x—5)(x?+5x+25). 29. ab*(a—3b)} (a+b). 30. 12mn(m*—n?). 
1. 60(x—y)(x--yy. 32. ax*(x4- 1) (x—2)(x--9). 33. 30x*(x--3)(x—3)*. 34. 36(1—a*) 
(1--a2)—36(1—a*). 85. 20(3n—2)*(9n?--6n--4). 36. (3n-F2)(2n— 3)(16m?—1). 37. 4a?x? 
(3x4-5)(5x—3). 38. (4--x?)(2--x)(2—x). 39. (1--a)*(1--a?)(1—a-Fa?). 40. (4n+1)(2n—3) 
(5n4-2). 41. (2a—b)(3a--2b)(5a--4b). . (Ax—y)(3x--2y)(5x4-y). 43. Ga?b?x?(14-x?)(1—x?). 
44. 9g?x?(x--29)(x —4)(x?—2x--4). 45. (x?—9)(x?—1). 46. (1--a)(1—a)*(1-ra- a?). 
4T. a?b?(a--by*(a—b)*. 48. (m —3n)*(m--3n) (m?--3mn--9n?). à 


a 1 1 a 3 m?n 
EJER 118. 1.— 2—. 3.—. 4 —— 5.2mn. 6. ——. 7. —. 
ERCICIO 118 b 155 35 145 mn Ва?ху 7 3 
2 24224 4 242 
X oci a ow t a n, cc MP ERR 
8 5ар?х® 4m? 13a?c*m 2x1yiz1 3a3z3 3a*b?c 
4910 . 244 
NU Mes db dé 
3 Txyz? 5062 qnn? 
3b 1 2x b?c *—2 
EJERCICIO 119. 1. ——— 2 ——. 3. —. 4x41 5.——— 6. 


2a(x+a) 3(x—y) 3y 8(a—b) Ба ` 
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1335 43 757 40 9 үүр 0 ХҮЧ i1 2338 
х-2 2b х--у х—5 a?--2ab -Ab? x3 5x41 
D -= 2 225 
mM. ml y EE. ak T EX этэн 
8-1 x—4 ax(a—3b) min? (xy) т+п 
—х\? 252 
20. L. 5) E y (1—ay*. ab ME Ulo 28. 
а?+ах+х? а— a*-- b? х2+ху+у? 3a+b 
— - -— 2 
ов. 09-1) жт, 2п+1 9g. 2 btc arb ctd ‚Зх ET 5(а+0) 
n—6 2n a+b+c “a—b4+c+d x43 3 
32 4a 33 + x—4y х тп x*—5 
3x x—6 x(x244xy+16y2) х2—3у2' m-3 x243. 
58 а?+1 x5 40 (a—2)(4a?--1) a?—5a-4-25 a(n—6) 
а2--9 9x3 а-10 ` 2(a--5) | n-5 ` 
43 3m+8n 3a 3x—4 x(4a+5) 7 4x?+2xy+y? 
т?+тп+п?` 4b. x*(3x--4) a(3a+2) ` x(2x—y) 
= ds s— ES е 
48. © 25 49. ser) 50. 5 х+1. 51. 2х 1 1 (a—2)(m--n) 2a—x4 3 
2n4-1 x49 x—1 х?+1 а(а—6) 2a4x-3 
2 2 2 -— 4-4х 
54. men ume . pe. 2 1 57. (2x y) . B8. 4n +10п+25 59. 2 x ‚3—4 
(lay х(7х2—5) а?+1 3x —y 2n—5 5—x 4—3x 
5 3 эв Кы 
a g EPS ЭЭ. щы, a. AA 
mn—2 x—2b х-у a+3 x(x+1) 
3 TN Е 2 
БОР ESE сс £L 7 wt. 
2п--3 х2+у? x—3 х-1 x—3 (a4-2)(a—3) 
+3 3 
шс 120: 5-2 La do ,0255 в- 
3 m—n n—m x+4 m—n 
3 _ 2х+1 т _ 42+2а+4 а+2 5 а+2 9.725 в | 2х-у 
n—m x42 а+4 C nm m-n  '5 5 
W i. 12 4. Es m 2. au s 
x+y x—4 a?+ab+b? x-3 3—х 512544 
2х 2(6— x) 3n? 
16. —(1—ay —1)(1—а). 17. -—. 18. a-b. 19. ; 1 3 
(1—a)? o (a—1)(1—a) 3y a—b 3(x5) 94-43 
- mif dus — AY — — 
Md ZE у= з. ER, ARA abc. ыз 
x+y+z х+у+= c—d 25+5х+х2 — 25+5х+х? 
$4 E. gpl" ад бо ӨӨ) 201. юё. 
2х+8у 2—n x—3 3—x 2х(х--3у) х 
a? Lx? x?—] 2х3--х2-2 8х-2 x?—xyty* 
EJERCICIO 121. acad RYE] 3x5—x?43 5x43 2х2--3ху--у7 
943--а2 -— 2 2—1? 3 — 4 
‚ 24-а ҮЗ. : 1-2x+x ЭР" 2m?—n зүй, 2441 10. 5х +1 11. п 3 12. а + 
3a5—a?--5 1-3x+x? 3m*+n a?--3 8х5-1 "+2 a*--2 


554 @ ALGEBRA 


6a 20a 2am 9x24? 4mn 6x21 
EJERCICIO 122. 1. 458” 3e C" xA C ¿97 ^ 6. TA 
2x? 203 3a?--3ab х2-2х-8 243 2х-2у 
“хё-х ^ 9a*44a |) ач 20645 ` х2+5х+6' Catas 718 7 
13. 5ax+5bx 14. 3х2—15х 15. оаа A х2-9 | , 2@—%а+2 
a*—b? 3ax Ax?-FAxy-- y? x3—2x—3 а%+1 
18. yy”. 19. qe] | 1 pro) x*—x—2 З 
9x?y х?+2х+1 63a*b x?--3x—10 


3 
EJERCICIO 123. 1. Заба. 2 3x?-2xy+yè. aet 4 2+3 2. 


5 2 3x42 5b? 
.8х2-2 =—. 6х5-1---- . gx — 7 8. a? — 2ab + 4b? — Я 
5. 3x x1 3s х-1 TT x 161 а ab +4 2429 
3x+2 2y? 9х--5 
9. х-1- : 10. x? 2- : 11. x —3 + —————. 
х—1 PNE x? + 2xy + 2y 3x—3) x-—94 Euri 
a—2 3x4 3n?--10n—3 
12. 244-а-2-----, .Х3-42- . 14. 5n — —. 
айы а—а+1 па ита x?—2 он 2n?—3n-1 
10x?4-12x* 2m?*n?—m?n?—mn* 
15. 2x? - ————— —. b 2 e ЕА 
dl 4x*-p5x--6 RP SH он 3m?—mn?--n* 
2+6 2—тп—п? 2+8х—18 a?+2ab 
procona LOS g mm X M „чш 
а+2 т x—2 a+b 
m. 9 2 q) 3_9y2 
кг 84-22 „еж EE зүс 10. Эх + 2y. 
а а—х а+х х—1 x+2 
24-92 кы 310x2 3+5a2b+2ab? 
11. m*+2n . 3 2a dax 8 (0344 х3-10х +4х 15. 2a*-F5a?b 4-2a 
m-—n а--2х m4-2 x—2 2a—b 
75 2 34-12 
i 325 нг a шщ 
x?—x-41 x—3 a—b 3—x а+2 


2 b 2 2 5 3a* 
acacia. L5. 25.5. 1422 в. 492 


ab' ab ' Ga?x' байх 8х3” 8x3” Ex* аЬ?! 
abx 35 42y* y dox* 2a?—2a Sa 6a+12 л 3xy—3y? 
a3b?' qb? — Збхгу”” 36xty!' 36x2y3' 6a? ' 6a?’ баз ху? 
х2--ху 15x?y? 5mën?+5m?n? 2mn—2n? т? a?b?--ab? 3ab?—3b? 
Bay? gxey lO0m3n?  ' l0m?n? ' l0m?n* ` Gab? ' байг ' 
2a?--2ab* Bab?—4b* 9a?b—3a* ба202-180258 2x+2 15 
6ab? ` ^ 12a?b? ' 12a%b? ” 12a?b? ` 'B5(x4-1)' 5(x--1) 
a*—ab b x?—2x х-1 
` (a--b)(a—b)' (a3-by(a—b) ' (х+1)(х—1)(х—2)” (x--)(x—1)(x—2) 
2a-5  3a?4-15a 2x? ах-х2 3x—3  2x?—2x  x2+3x 


` &(а+5)' 8(а445) | '6(a—x) 6(a—x) Ox*(x—1) x*(x—1) x(x-1)' 
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4a—4b а?+2а0й ^ a?b—b* х2--ху y? 3x 19 2a 
В(а#—Ь°)' 8(а*—Ь)' 8(a”—b*)" xy) ху(х+у) хух+у (ar) 
a—b a*4-ab 8х2-34х xx? x’ m m?—mn 
a(a?—b?) a(a?—b?)' “a 22-17 33-1 "m(m?—n?) т(т?—п?у' 
mn+n? п?+2п+1 п2—2п+1 92-41 a*—2a?b?--b*  a*--2a?b?--b* 15-14 
m(m?—n?) “8-1 n?—1 ' m—1 | a'—b 700 ai—p а 
3x?-- 6x х2—9х+1 1 5х2--15х 2x x—1 
` (x—1)x-2) (x—1)(x-2)' (x—1)(x-2) ` 10(x-3)' 10(x43)' 10(x--3)' 
12x-6 6x42 4х+3 21a?—15 2a+8 15a?4+85a+100 
' G(x--4)' 6(x-4) 6(x-4) ' (а+4)(9а2—25)' (а+4)(9а2—95)' (а44)(942-25) 
х?+4х+8 х?+4х+4 3х2—6х а2—9 542--25а 
"(х2-4(х--3)” (х2-4)(х--3)” (х?—4)(х+3) 00) (a—3)(a—4)(a+5)' (a—3)(a—4)(a4-5) 
a?—3a—4 a+]  2a?—2a а?+а+1 3x?--3x 4-3 3 2х3-2 
(a—3)(a—4)(a4-5) ` “48-17 0-1" 46-17 381) ' 8(х3-41)  8(х3-41) 
6ax?—6bx?  4abx—4b*%x a?--ab a?—2a-l 42-1 3a4-3 
` 4ax*(a?—b?)' 4ax*(a?—b?) 4ax*(a?—b?) ` (а—1)# ° (a—19' (a—1) 
4x—6 18х--12 4х2-1 
` 2(2х+1)(3х+9)' 9(9х+1)(3х+9)' 92(2x--1)(3x--2) | 
9x—2 5a+6b —3a%47ab—8b? 8a+3b lla 
EJERCICIO 126; 1 &— AAA AA Са 5387 
в ннн, y a A y E „эчу 
т?п бах? 30a 15x? ' 60 
11. 1 12. 19x?--30x?—18x--10 ; 18. лоса Й 14 am+3bm+2ab 
m 45x3 a?p3 abm 
3x—2 21 2x? 
anl * (xa4)x—3) а (1-х)(2х4-5) * х2—у2' 
2m*—12 2x?--2y* 2х?+х+1 5x+10 4x+y 
'(m-2)(m-3) у DEAD. M x:-25 O 9x:—4y* 
2ax 2a 2a?--20? 3a? 2a 
pp] Au Y b(a?—b2)' ` 9a?—b? 14 Fab 
юат а 
5х24-6ху4-бу?” 2a х+4 х+2 2(х--у) 
= (x*-y2)(x-yY* м. x(a—x) d 2(x-2) ` x(1-x) Cory 
3a?--3a—24 7a—21 6x?—19x--12 3x24+12x+50 
` (a+1)}?(a—5) 2 a(25a?—9) = 10(x—2) ' ' (x—3)(x--4)(x--5). 
5 3 6х2—х--7 2х х+5 
х3-8| M" Tu 26. (3х--2)(х--3)(х--3) Sa 791043) 
6х2-10х--12 За8--202-14а--19 
` (2x4-1)(x—2)(x—3) ` (a—1)(a+2)(a—3) 


», 


EJERCICIO 127. 1. 


10. 


24. 


EJERCICIO 128. 1, х-8 1 2-3, cm ML MR 
а Gin? 15a*b3 
5 Ja--8 6. 6y%43xy—5x* x+4 ja?—2a—1 x*-x—1 ab3—4ab?—5 
йн M 120ху ` 13 20a? ox? 0 6a?b* 
H dmn dx a*4-b? 
E IO 129, A —Á р "m Ка - =. 
JERGICIO: 349 5 (x—4)(x—3) е nm? xl 4 ab(a-- b) 
2mn 2 а?+ах+2х° 1 T 
P (à bx T ETT RT к= A E 
min? x?—1 (a—x) (ao x) 6 (a—3)*(a--4) a—3b 
3x+1 3ab 2x*+2x—5 2—75 
ДТТ MARCI ON ie s 
(x—1)(x+1) (a—by*(a*--ab4- b?) (2x —1y(3x--2) 8(x?—1) 
1 b? 4a?—3a—6 2 1-2 
Нь. Mos 2-3 — —X« $m 
xy a(a*—b?) 3(2a4-3)* (x? - x14 ?—x4-1) " а(а°—1) 
3a?— 11a?*--3a— i 2 1 x—6 
20. ——— —— — —— .—— =-. . 0. == =, 
24(a*—1) n x - ын (x—1)(x4-3)(x4-3) 
x3 26 20*—ab 69a Б42д--дах--2Тх" 
0 (x—1y(xtrx41) ` 3(a*— b*y  s(a--1)(0—2)(a4-4) | 4(а3—27х3) 
1 
795 
1 5 485-4х5--х-3 За?—За+10 3 
EJERCICIO 130. 1. pu^ 2. 19 а) m vm 5. UE 
6 4х а x—10 3x?-9x—1 14-Х 4y? 
x+y `ох(а—х)` * (х+1)(х—д). "UB HD) xD) x(a+x) yta кї 
5 26 3a?--2a--4 х?+4х+1 
12. 2 Й 13. ===, 14.0. 15. ———— TED UM 
18(a--1) (a--2)(a—4)(a--6) a*4-] (х+1)(х*—1) 
17 За dixo. 24 Эт 5 2n*—4n+1 
 a?—ab4- b?" * х@+9х++1` ` (х—1)(х—2)(х++5)` п(п—1)% ` 
21 a*--20a?—25 9—54x—55x* 3х2—16х—4 2a?--a—2 
` (а2+5)(а2—5) " (3--ху(3-ху 9(х2-1) ` B(a?*—1) ` 
25 4a—1 7х+4 742—12а+1 46a — 75a? 
` 60(2a--1) (x-1)(x—2)(2x--3) п. (а—1)(а—2)(а+3)` * (2—3a)*(2--3a) ` 
5 2 
29. a?+3 | | ES , 
10(1—а3) 3(1—x?) 
n Зх x41 2ab+b? x?--3x —8 
EJE 131. " 1 s 3 0 Жа Ви S. а: 
кало 134 1 min” х-у х(х+2) 4 a (a*—b?) 2(x--1)(x—3) 
1 x—3 »a?-ra 2x?--8xy х2--4х--6 
(2-x)x-3)x--4)  ' 4(x-1)(x—l) а2—9 ` ху: 7 77 (x-1)6e--2)(x--3) 
11 5 a3 3x=1 х+2 
' A(a-1) (1—a)(4—2)(a—13) Mes Mg 


6a 8 3 2xt n? 
HEROICO NEL, La 73, CELL 83 no WI. 
mx Tm?x?y b тау? 8mx 
2 х1-9 х 
67 42. d ЗЭ, Tos. E 
3 4 m?—2mn+n* х? х2+4ху+4у° 
2 
1 x—y а-1 x+3 x x—3 
АЖ —— — 14. Я 15. ——. 16. 1. 17. у+6. 18. v WE Ч 
Ја 2a x—1 3a+15 y 2x+1 a—1 
— CER 2... 2 
al ta a —— g E + ююЁ25 y £n 
x+1 m a—6 x+2y 
4x--Ba a?—9a а?+а х+1 
ах+а 4a--24 а-1 x?—9. 
x3—2x? 
EJERCICIO 133. 1.43, 2 x?-1. 3.1 4. a+b. 5. e 6. x. 
- 2 , eT 2 
T. ax. 8. am. M 9 "M 10. 2a?—ax —3x*. 1. <. Ҹ 12. 6. 
x?—2x—15 b 
xy 3 an " 3a?m?x x2 
EJERCICIO 134. $. лд 2. Spur 3. F 4. 30x2. b. 3r танзу 
1.1 3b x+1 а+7 1 а2--2а-43 3x41 
UT Epa. bx ' 2a+10 £7 ` 42—49 C `4х—3` 
х+11 1 3a—3 x*—2x—35 1 1 
14. pM 15. Baar 16. p^ 17. E T > 18. "1 19. "T 
5x+1 х?—1 1 х—8 2a—3b 
` 2х?+3х` y; Жи "LT aoc 
b х?+х—2 а—1 х?+6х+8 a*--ab 
EJERCICIO 135. 3, E 2. — ALD dorem штээ 
6 х2—1 x*—x—2 8 n 
ox» o gl ` Cnt 
2x? 2a?b 3a*--3a—6 x*—81 1 
EJERCICI А . —. — ` 3. —————. 5 ; š hs 
CICIO 136 1 2 2 ^ 942194 4 5 5. 5—7 6.1 
x—3 x—3 4х2—12х+9 a?--ab--ac b?—b 
T x—10 s. 2ax--4a 9. 9х2-3х ` 10. a=b=c | B x43 
4m?--mn 1 
——————. b 3--За2, * 
13. m?n—3mn?-4-95? 13 a сын 
—b + 
EJERCICIO 137. 1-2 2. xxl 3 oc ME ёс. 
b--1 b п-т y 
x+3 TE 4 4ab —4b? 3 i 1 а2—9а 
' x—5. ` "  2a+b ` 55 I reci ar 
5—a 4x*-3x x+1 a—b х+4 — а+8а+ 
13 je 216. 17 зал 


* da?ra3 4 5x+2 | e a+b` x10. “аг--8а-15: 


b 1 
EJERCICIO 138. iste é- 3. ыг» 85 
х2--х-2 a+b 2x4-1 
a?—ab +b? 14x—x?—x3 4x? a—x x—3 
——— ———— | 0. А к, 
ab? 2 xy—y? ir К 4а л х?+4х 
25 zb a 
és MEL. mí n/a СО ав, 
=4y -5-с 1—2a 
x x—1 x 2х+4 в—1 
| " MES y, .-1 : - 
х+1 дх—1 2x—3 ar S Say wee 
EJERCICIO 139. 1.0. 2.» 30 4e 50 6% TÁ 8-1 
4 9 8 1 
9.0. 10.5. Mo 12% 13.5: 140. 15, 16-р 17. 3a? 
18.0. 19.2. 203. 21. 22. 2. BI 21 BE 26.7. 
27.0. 28.5. 291. 301 
4x+5 а+1 1 at4-b? 
2. 1, | i ; 
EJERCICIO 140 ie Ta 5 4.4 Ss 
49—29x 4x 5 y? 1 1 1 4a3—2a?b 
6.aà?—a41. 7. quoc: An A үнсээд ЖИНИ. фе аж, дын 
шан . 29х 3 3 ЫГ” d nx тх тп (a—b)(a34-b3) 
1 4 2 1 
14. ЭЭ ow. IR det л -A 
1—4? 2x1 8x+3 x а— 0° 3 
i paes 
aL. ul ¡AA T 
a—5b 2 6(x--2)(x—3)* 
EJERCICIO 141. 1-4 23 3-8 4-1 54 6-т 7.19 
2 1 9 53 5 1 2 11 3 
-5. 9. 10-5 1.9, 122 182-7 148: 1567. 161; 
8 8 1 1 
Mi 18- 19-4. 20.2 21.2. 22.1. 23.14. 24-7. 2.14 
26.1. 21-4 28.4. 29.—3. 30.8. 31. 15. 325 33; 
риск 142. 1-2. 25 34 434 5-7. 62. 1.0. 8.85. 
9. 105. 10- 11.21, 122 139 14-15. 15-7 161 
1.41. 18.2. 19.54 20-11 21.17. 22-16. 23.35. M1 
2 4 a 3 1 
25.7. 26.15. 21—54. 28.5 29... 30.27 313. 32-4 
33.5. 34-6. (35-14. (36-42 37. -15. 38.1. 39-7; 
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ie 2 
jerico 143; LES 5-2. ab 4244 Ба € Tél 
a a—b 3 
3 3 ва 
¡PL ёл. MA. d de Бэ. Шиш 
a?--2b* 2 14m 
1&4 w- mt 2 ma 3 
P4 а4-0 а 
m? 6a 
EJERCICIO 144 1.7. 27. 391  &m 52. 62 Т.да. 
5a+3b 3b 
Era ie ME 1-8, Esa Mn Mi 
8 20420) 
24n? b b— b 
a 7777 at ma mí A тас л, 
9 5 2 2 
1-а 
22. 23. 2a+3b. 24. n—2m. 


EJERCICIO 145. 1.8. 2.12. 3.5. 4.80. 5.30. 6.120. Т.А, 10 años; 
В, 6 años. 8. А, $120; B, $105. 9. 100 m.  10.bs.72. 11.18. 12.14. 13.60. 
14. 2963. — 15. 63 p. 


EJERCICIO 146. 1. 24 y 25. 2. 64у 65. 3.194 y 125. 4.99 y 100. — 5.80 y 82. 
6. A, $25; B, $24. Т. Hoy, $16; ayer, $15. 8. 80, 81 y 82. 9. 70, 71 y 72. 
10. 20, 21 y 22. 11. 4, 16; B, 14; C, 12 anos. 12.4, 5 años; B, 6 anos; C, 7 años. 


EJERCICIO 147. 1. 41 y 18. 2. 315 у 121. 8.21у65. 480у24. 5.200 y 60. 
6. A, 96 soles; B, 100 soles. 


EJERCICIO 148. 1. ler. día, $100; 29 día, $50; 3er. día, $25. 2. Miér., $120; 
juev., $72; viernes, $60. 3. A, 120; B, 80; C, 48 sucres. 4. A, 40 años; B, 24 años; 
C, 9 anos. 5. Jer. día, 81 Km; 99, 27 Km; 39, 9 Km; 49, 3 Km. 6. 12, 1000 Km; 
92, 1100 Km; 32, 1210 Km; 4%, 133] Km. 7. 1%, 200000; 23, 100000; 32, 25000; 
43, 5000: 5%, 500 colones. 8. Barco, 5436; tren, 2416; avión, 1510 Km. 


EJERCICIO 149. 1. $50. 2. Q.84. 3. 593.  4.bs.5000, 5.80. 6.120 soles. 
7. $96. 8. $90. 9. 1600 sucres. 10. $120. 


EJERCICIO 150. 1. А, 25 años; В, 75 años. — 2. A, 60 años; B, 20 anos. 3.50 años. 
4. 36 años. 5. Hijo, 16 años; padre, 48 años. 6. Hijo, 20 años; adre, 50 anos. 

7. A, 50 anos; B, 15 anos, 8. Padre, 55 años; hijo, 30 años. 9. Padre, 50 afios; 
hijo, 30 anos. 10.4, 48 anos; B, 30 años. 11. А, 24 años; B, 8 años. 


EJERCICIO 151. 1. А, bs. 60; B, bs. 30. 2.4, 48; В, 96 colones. 3.4, $48; B, $96. 
4. A, $10; B, $49. 5. Con 90 sucres. 6. 4, con $72; B, con $48. 7. A, $72; B, 590, 
8. А, $30; B, $15. 9. 40 balboas. 10. 36 soles. 


EJERCICIO 152. 1. 9 anos. 2. 5 años. 3.12 años. 4.15 anos. 5. $20. 
6. Q.35. 7. 15 y 20a. 8. $10. 9. bs. 120. 


EJERCICIO 153. 1.12 mx9 m. 2.18 m x 9 m. 3 
4. 345 m X 19 m. 5. 49x 36 m. 6. 90 m x 60 m. 7. 18 


5 8 23 13 5 5 3 
EJERCICIO 154. 17 27 8: 43 5 Gs T2. 57 
1. 


EJERCICIO 155. 42. 2.48. 3. 63. 4.21: 552. 697. 1.84. 


560 6 ALGEBRA 


EJERCICIO 156. 1. 2 días. 2 D min. 3.2 días. / 4. 5 de día. 5. 22. тіп. 
6. 3c. min. 


EJERCICIO 157. 1.1у 38% min. 2. A las 10 y 52 min. y a las 10 y 387 min. 

10 : 8 . 3 А 9 . 
3. A las 8 y 10— min. 4. 12 y 32; min. 5.Alas2y 27 min. 6. А las 4 y 217 min. 
7. A las 6 y 16 min y a las 6 у 497 min. 8. A las 10 y 54% min. 9. A las 7 
y 212 min. 10. А las 3 y 212 min. 11. A las 8 y 327 min. y a las 8 y 545 тіп. 


ЕЈЕКСІСІО 158, 1. 62 у 56. 2. $20. 3. 18. 4. 28000 y 20000 soles. 5. 60 у 24. 
6. 45 у 15. 7. $160. 8. Ropa, $48; libros, $90. 9. A, 15 años; B, 6 años; C, 4 años. 


10. bs. 9000. 11.8. 12. 70. 13. 60, 50,30y10. 14. 9у 492 min. 15. 4, 55 años; 


B,45 años. 16. 15 días. 17. 500 y 150. 18. A, 15 años; B, 60. 19. 23 y 22. 

20. 600 sucres. 21. Entre 10. 22. 40 libros; $10. 23. A, $110, B, $140. 

24. 30 libros. 25. 30000 colones. 26. 3600 balboas. 27. $4800. 28. 200 y 150. 
29. $180. 30. 8 pesos, 6 piezas de 20 cts. y 4 de 10 cts. 31. Q. 8000. — 32. 40 años. 
33. 55 hombres; 3061 hombres. 34. $288. 35. Con 80 lempiras. 36. 72. 37. 63. 
38. 60. 39. $20. 40. Pluma, $2; lapicero, $1.20. 41. $28. 42. $18000. 

43. Bastón, $15; somb., $45; traje, $80. 44. 300 saltos. 45. 225 saltos. 46. A las 10 
y 48 min. 47. A, con bs. 8000; B, con. bs. 6000. 48. 30 años. 49. 100 Km. 

50. Cab., $50; perro, $20. 


EJERCICIO 159. 1. 80 т. 2. 100 Km. 3. 360 Km de A y 160 Km de B. 
4. 4 horas. 5. - 250 Km; 103 a.m. 6. A, 45 Km; B, 25 Km. 7. A, 174 Km; 
B, 12 Km. 8.7 horas; 420 Km. 9. A 93 Km. 


EJERCICIO 162, 1. 40 cm? 2. 32 m?. 3. 135 т. 4. 12seg. 5. 5 m. 
6.12 т. 7.789 т. 8. 312 m. 9.372 m*. 10. 1.03. 11. 6.92 m*. 12. 7209. 


2A 24 
EJERCICIO 163. 1 v=—, t=-— =—z 3 E. 4. а= —, l= За 
v b+b' 2 їт ап 
2А 2+с2—а? V-V -У, 
n=—, 5. п, 6. "UT a ce T. V, Иа, а= Ё re V . 
al т 2b П а 


Pos Р 
8 V,=V+at, а= = ‚ t= 9. dini P=VD. 10.b-—wvai—G, 


T V , 
EE. mikel ав рь ре, mu, sew 
t a p+f fp v? 
—at? 2 V.t— 3V / 8V 
14. V, Ех 2e—a 3 15. У, = 2e-at „ dcs Ls am Д 16. h= EM т= Эг. 
21 9t " zr? hz 
100x1 100x1 100x4 E E 
17. 1-----,/ t= ээ 


= s , 18. R==, ==. 19. v = Vae. 
хт ex? cxt I R 


u—a 7 и Q 
20. а-и-(п-1), E ‚т==— Bi. i= 125 —, 22. —It, t=—, 
u—(n—1)r, n 2 т i m ? z Q 1 


RESPUESTAS @ 56] 


EJERCICIO 164. 1 x>1. 2. х>4. 3.x»23. 4 x»—3. 5.x>7 6. x<8. 
T. x»5. 8 х>1. 9. х>1. 10.x>-7. 11. x«T. 12. х»8. 13. x«. 
14 x>2 15. х<3. 16. x>2 17. Los números enteros menores que 84. 


EJERCICIO 165. 1. x58. 2.x«9. 3. х>3. 4 x«l. 6. x»20. 6. 10<x<13. 
7. 4<х<6 8. —3<x<-2. 9. 21<x<22. 10. 5 y 6. 


EJERCICIO 166. 1.12 2.36. 3.84. 4.5. 5. 27. 62. 1.1. & H. 
9.96, 10.3. 11. 50 m» 192. 120 т. 13. 256 më. 14. 154 cm2. 
15. 102 cm. 16. +4. 


В 
EJERCICIO 167. 14-3B. 2 е=0 3 25122 & dut. 


2 
5. С= Tro der 6. е=498. (12Е-КЛ-. 8.y=2%+3 9 d-rVE 


x? 5—2x kmm' 2A 1 
10. у= — +2. 11. у= —. i F= : . h==, 1 ==mu?. 
yos +2 y 3 2 73 18. А > 14. W 7 mu 
V B 
1b. Bod. 16. ..... AT. "e. 18. 4 = —. 
h y y? 2C 


EJERCICIO 173. 1. x=1, y=4; x=2, y=3; x=3, у=2; x=4, y=1. 2. x=2, у=11; 
x=5, у=9; x=8, y=7; x=11, y=5; x=14, y=3; x=17, y=1. 3. х=1, y=8; х=6, y=5; 
x=11, y=2. 4. x=3, y=2; x=6, у=]. 6. х=5, у=10; x=13, y=3. 6. x—3, y=13. 

T. x=4, y=4; x=9, y=3; x=14, y-2; x-19, y=1. 8. x=3, y-16; x=14, y=7. 9. х=1, 
=34; x=3, y=29; x=5, y=24; x=7, у=19; y=9, y=14; x=11, y=9; x=13, y=4. 

0. x=4, y=10; x=17, y= 2. 11. x=2, у=18; x=7, у=11; x=12, y=4. 12. x=], 
y=22; x=2, y=12; x=3, y=2. 13. x=2, y=17; x=6, y=8. 14. x=1, у=18; x=12, y=9. 
16. x=6, y=24; x=18, y=13; x=30, y=2. 16. x=6, y=18; x=19, y=8. 17. x=4, y=32; 
x=19, y=21; х=90, y=10. 18. x=5, рее x=30, y=3. 19. x=4m-1, y=3m-2; 
x=3, y=1; x=7, E x=11, y=7. 20. x=8m-3, y=5m-2; x=5, y=3; x=13, у=8; 
x=21, у=13. 21. x—13m—5, y=7m-6; x=8, y=1; x=21, y=8; x=34, y=15. 22. x=12m, 
y=11m; x=12, y=11; x=24, y=22; x=36, y=33. 23. x=17m-5, y=14m-6; x=12, 
y=8; x=29, y=22; x=46, y=36. 24. x=11m+4, y=7m-5; x=15, y=2; x=26, у=9; 
x=37, y=16. 25. x=13m+46; y-8m—3; x=59, y=5; x=72, y=13; x=85, y=21. 

26. x=20m-17, y=23m+1; x=3, y=24; x=23, y=47; x=43, y=70. 27. x=5m-1, 
y=7m+61; x=4, y=68; x=9, y=75; x=14, y=82. 


EJERCICIO 174. 1. 1 de $2 y 8 de $5; 6 de $2 y 6 de $5; 11 de $2 y 4 de $5 o 16 
de $2 y 2 de $5. 2. 1 de $5 y 4 de $10; 3 de $5 y 3 de $10; 5 de $5 y 2 de $10 o 7 de 
$5 y 1 de $10. 3.1y19;4y.144&7y 9010y 4. 4 55s. у 20 2.; 20 s. у 12 2. о 35 s. 


y4z. 5. 3 del. y 15 des; 8 de ly 12 de s; 13 del y 9 de s; 18 de 1. y 6 de s. 
o 23 de l. y 3 de s. 6. 8 ad. y 20 niños. 7. 4 cab. y 89 v.; 26 cab. y 66 v.; 48 cab. 
y 43 v. о 70 cab. y 20 vacas. 8. 4 y 2. 9. 2 de 25 y 16 de 10; 4 de 25 y 11 de 10; 
6 de 25 y 6 de 10; 8 de 25 y 1 de 10. 


EJERCICIO 175, 21. (—1, 4). 22. (2,3). 23. (5, 3). 24. (—2, —4). 25. (3, —4). 
26. (—5, —3). 27. (—4, 5) 28. (2, 4). 29. (-5, 6). 30. (—4, —3). | 

EJERCICIO 176, 1. x=3, y=4. 2. х=—4, у--5. 3. х=—1, y-2. 4 x=1, у=). 
5. x=), ус 6. х=—}, y=2. T. x=-4, y-T. 8. x=-—12, у=14. 9. х=}, y=5. 


EJERCICIO 177. 1. x=3, y=1. 2. x=4, y=-3. 3. x=-4, y=5. 4. х--1, y--3. 
5. х=, y=2. 6. х--4, у=—1. T. х=}, ус. 8. х=}, у=—{. 9. x=-—3, y=10. 
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EJERCICIO 178. 1. x=1, y=3. 2. x=-2  y=-1. 3. х=7, y=-5. 4 x=-4, y=2. 
5. x=3, y=-2. 6. x—1, y=1. Т. х=—2, y—5. 8. x=“2, y=2. 9. х=}, y=-1. 
10. x=4, y=20. 11. x——1, у5-2, 12. х=8, y=-4. 

EJERCICIO 179. 1. х-3, у=4 2. х=5, y=3. 8.х-4 y-9. 4. x=9, y=-2. 

5. x=4, у=—2. 6. х=6, у=8. 1.х-5,у-1. 8, x=15,y=-%. 9 х=—1, у=—2. 
10. x=2, у- 3. 11. х=}, y=3. 12. x=-2, у=-6. 


EJERCICIO 180. 1. x=6, y=2. 2. x=12, у--4. 8. x=14, y=9. 4. x=15, у=12. 
5. x=5, y=4. 6. x=-3, y=-4 7. x=-8,y=) 8. x=7,y=-8. 9. x=2, y=4. 
10. x-—3, y=6. 11. x=15,y=-1. 12. x=4, y=5. 13. х=6, y=8. 14. х=}, y=4, 
15. x=7, y=8. 16. x——9, у=11. 17. x—3, y=-1. 18. x=2, y=3. 19. х=, у=}. 
20. х=6, y=10. 21. x=4, y=3. 22. x—8, y=12. 23. х=1, y-2. 24. x—2, y=3. 
25. x=-3, yz—4. 26. х=}, у=}. 27. x=4, y=8. 28. x=7,y=9. 29. x=), у=]. 
30. x=3, y=9. 31. x=40, у=—60. - 32. x=—§, y=-4. 33. x=2, y=4. 

EJERCICIO 181. 1. x=a, y=b. 2.x=1, y=b. 38. x=2a, y=a. 4. x=1, у=а. 

5. x=ab, y=b. 6. x=b, y=a. 1. х=а, y=b. 8. х=, у=. 9. х=т+п, y=m—n. 
10. х=т?, y=mn. 11. x=a+b, yz —b. 12. х=т, у=п. 13. x=-—a, у=. 14. х=а+с, 


у=с-а. 15. x=}, у=. 16. x=ab?, y=a%b. 17. x=, у=. 18. x=a—b, уға. 
19. x=a—b, у=а+ь. 20. x=, ус 

EJERCICIO 182. 1, х-2, у=8. 8.х-3,у-4. 8х-1,у-2 4. х=—8. y=-2 
Rid. таар Quique. MR 


yz-i. 10. x=3, y=7.. 11. х=, yz. 12. х=, у-2- 18. x=a, y=b. 


14. x=2m, y=2n. s 


EJERCICIO 183. 1.2 8-1. 38-26. 4. —59. 5. —46. 6.30. 7.-1. 
8 —95. 9. 79. 10-41. 11.6. 12. -—367. 


EJERCICIO 184. 1. х=3, у=1. 2Lx=-5.y=-7. 8.х=—6,у=8. 4. х=, yz. 
5. x-27, y--23. 6. х=, у=. 7.х=9, y=8. 8. х=, уст 9. х=—8, у=—12. 
10. х=а, у=. 11.х=—1,у=—1. 12. х=2, у=. 18. х=5, у=7. 14 x=5, y=3. 
15. x=a+b, y=a—b. 16. х=—10, у=—20. 


EJERCICIO 185. 1. х=4, y-3. 2. х=9, y=-4 3.x=-3y=-5. 4. х=4, y=-3. 
5. х=1, y=3. 6. х=4, y-—2. Т. Equivalentes. 8. x—5, y2—4. 9. x-—1, y=-1. 
10. Incompatibles. 11. Equivalentes. 12. х=4, y=—6. 13. х=4, у=5. 14. х=2, 
у=8. 15. х=—8, у=5. 16. х=—?, y—-—3. 


EJERCICIO 186. 1. х=1, y=2, 5-3. 2.x=3, y=4, 2=5. 38. х=—1, y=1, z—4. 

4. х=1, y=3, z=2. 5. x=—2, y=3, z=—4. 6.x=3,y=-2,2=5. 17. х=5, y=-3, 2=-2. 
8. x=5, y=-4, 2=-3. 9 x=) у=}, z=}: 10. х=5, y=-6, z-—8. 11. х=1, y=-10, 
z=3. 192. х=3, y=3, 2=-3. 13. x=) y=)2=-4 14. x=) y=-2,2=6. 15. x=-2, 
y=3, 2=—4 16. x=3, y-—2, z=4. 17. х=6, y=-5, 2=-3. 18. x=2, y=3, 2=-—4. 
19. x=1, y=4, 2=5. 20. x=6, y=3, z-—1. 21. x=-2, y=-3, 2=-—4. 53210, 
y=7, 2-6. 23. x=2, y=4, z—5. 294. х=6, y=12, 2=18. 25. x—30, y=12, 2=24. 

26. x—10, y=12, z—6. 27. х=8, y=6, 2=3. 28. x—10, у=8, z—4. 29. x—6, y=4, 2—2. 
30. х=}, у=}, z=4. 31. х=3, y=2, 2=4. 32. x=}, y=-4, 2=-—2. 


EJERCICIO 187. 1.7. 2-45. 3.14. 4.—44. 5.115. 6.-65. 7.-171 
8.0. 9.0. 10. 847. 11.-422. 12.378 
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EJERCICIO 188. 1. х-:2, у--4, 2-5.  2.x——1, у= —2, 2=—3. 8.х-4 

4. х=}, y=3, z=. 5. х= -2, у=—8, 2=д. 6. x=8, y= —5, z= —2. T. des у=—1, 
z=—3. 8.х=—2, y=6, 2=7. 9. х=—6, y=6,2=3. 10. х=—5, y=—7, 8 

11. х=6, у=8, z—4. 12. x—9, у=8, z—4. 


EJERCICIO 191. isl 22 33: . DA 
4, x=3, y=3, 2-4. 65. х=4, y=2, 2=3. 6. 


EJERCICIO 192. 1. Х-:-4, y—-—3, 24, u—5. 2.:4=1, 49, 2558, "iti. 3. х 
y=-3, 2=1, и=—4. 4. х=—3, y=4, 2=-2, u=5. 5. х=4, уш—5, 2=3, иш-2. 6. х= 
y=—4, 2=1, u=-2. 17. х=—2, y=2, 2=3, u— —3. 8. х=8, у=—1, 2=2, ит-29. 


EJERCICIO 193. 1.64 y 24. 2. 104 y 86. 3. 815 у 714. 4.96y84. 5. 63у 48. 
6. 90 у 60. 7. 81у 48. 8. 64у 16. 9. 45у 13 


EJERCICIO 194. 1. T., 800 soles; somb., 60 soles. 9. V, $55; c, 342. 3. Adulto, 
35 cts.;; nino, 18 cts. 4. 31 y 23. 5, 4, 91 à; B; 16 à 6 a.; B, 40 a. 
7. А, 55 a5; В, 42a. 8. А, 65 a.; B, 36 a. 


EJERCICIO 195. 1- 2% 3% 45. бу. 6% LL 


3 
EJERCICIO 196. 1.25 y 30. 2.22 y 33. 3. 45 y 50. 4.4, 30 a.; B, 42 a. 
B. 4. 40 a.; B, 50. 6. 4, 14 anos; B, 9] a. Т. А, con bs. 50; B, con bs. 65. 
8. Menor, 70000 h.; mayor, 90000. 


EJERCICIO 197. 1. 54 у 25. 2.57y 19. 3.27у17. 497y5. 520mx4m. 
EJERCICIO 198. 1.75. 2. 59. 3.94. 4.83. 5.97. 6.34. 7.45. 


EJERCICIO 199. 1.35 de 20 cts. y 43 de 10 cts. 2.40 de $5 y 51 de $4. 
3. 300 adultos, 400 ninos. 4. De 20 cts; 21; de 25 cts. 23. 5. 155 de $1 y 132 de 52. 
6.16 de 3 colones; 18 de 7 colones. 7, 13 trajes y 41 somb, 


EJERCICIO 200. 1. 4, $5; B, $3. 2. А, 10 soles; B, 14 soles. 3. P, $13; |, $7. 
4.4, 30; B,20 a. 5. 4, 49; В, 94 a. 6. 4, 35; B, 95a. 7. Hombre, 36; esposa, 20) a. 
8. 4, 135 lempiras; B, 85 иар. 9. Padre, 51; hijo, 15 а. 10. P., 35 cts.; J., 25 cts. 
11. 4, $1.50; B, $3.00. 12. E, 24 a.; her, 18 a. 


EJERCICIO 201. 1. Bote, 7 Km/h; río, 3 Km/h. 2. Bote, 12 Km/h; río, 4 Km/h. 
3. Ida, 2 h.; vuelta, 3h. 4, Bote, 12 Km/h; río, 4 Km/h. 5, 14а, 9 h; vuelta, 4 h. 
6. Bote, 10 Km/h; río, 6 Km/h. 


EJERCICIO 202. 1.10, 12, 15. 2. Az, 6 cts.; café. 20 сіѕ.; frij., 7 cts. kilo. 3. 726. 
4. 40, 42, 45. 5. 123. 6, 809, 559; 459. 7.40 v., 45 cab., 25 t. 8. 523. 5.7095; 
659, 459. 10. 4, bs. 60; B, bs. 50; C, bs. 30. 11. 4, 89: В, $8; C, 57. 12.321. 

13. 4, Q. 16; B, 0.12: С, О. 10. 14. 441. 15.4, 15; В, 12; C, 10 a. 


EJERCICIO 203. 1.5 mx4 m. 2.4, 48 balboas; B, 24 balboas. 3. 20 mx5 m. 
4. Carro, $80; cab., $90; arreos, $30. 5. 48, 60, 90. 6. 51. 7. 40 Km/h; 

15 Km/h. 8.15 a $8. 9. Café, 30 cts.; té, 45 cts kilo. 10. 32 de $40 y 18 
de $35. 31. ЇЕ 12. 115, 85 80168. 13. Caballo, $100; coche, $40. 14. 54. 

15. 30 bs. 90. 16. А, 600 sucres; B, 480 sucres. 17. Ayer, $60; hoy, $50. 18. 30 y 50. 
19. 4, 24; B, 32 lempiras. 20. 60 y 40. 21. Bote, 12 Ems río, 4 Km/h. 

22. А, 45; B, 15a. 23.4, 8 B, 9 Km. 924.15. 25.95 mx4m. 26.16 mx 12 m. 


EJERCICIO 204. 1.120. 49,120. 321. 430 5.60. 8.799. 1.9040. 
8.35. 9. 24. 10. 720. 11.720, 5040. 12. 720, 120. 13. 504. 14. 6. 15. 10. 
16. 6. 17. 60. 18. 3628800. 19. 56. 20,120. 21. 40320; 120. 22. 24. 
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EJERCICIO 205. 1, 1643. 2. -12543. 3. 27x3y3. 4. 364305. 5. —8х%у9. 
6. 64a*b9c1?, Т, 36x5y19. 8, —343a?*b?c!?. 9. a"xb"*, 10. 16х!2у20:3, 11. —27m%n3. 
2 3 
12. am pimp, 13. m?n*x2, 14. —243a!9b^, 15. 49x1012716. 16. = 17. GENES 
a*b* А 9x* 20 164468 320155 
125 ` 16y?” 'oBlmi "o 243x9 * 
4 
‚ ----д10д20, 
adii 


18. 


9 1 
. —a9b^*, . —min*. 
22. 460 23. ¿mn 


EJERCICIO 206. 1. a19--14 q?b*--490*. 2. 9x5—30x*y*--25x?y*. 3. a*b9—2ab?-ra19, 
4. 49x19—112x5y*--64x995. 5. 81a*b*-4-90a*b54-25a*b^. 6. 9x199—42x^y5--49x*. 

290: 224244 9% 34224-4. 2 24-2. 
7. x?5?—2a?b?xy-Fa*b*. 8. QUY). 9. nat ,a b EIbA 10. so Ex Ty ay, 


11. 1419 asbr4 5.46044. 12. Алиа 13 Vx 4 iyi, 14. 5х2 
F 16% 4х5 25х14 xw? " 
CONNECT S E a шд iiem. ? Е 9 
SX Mt 16 : ҮГ, зву 2 ^ 10067 
18 9 аз ” 1644 
64 305 815" 


EJERCICIO 207. 1. 8а2-360:5--54402--2703. 2. 64a3—144a?b? 4-108ab*—97b^. 
3. 125х%-450х*у3+540х2у%+216у 4. 64x?—144xy?--108x^y!—27x599. 5, 34Ja!2— 
135019534525a*b*—195a*b*. 6. a**497a*!x*4.243a!*x* 4- 129a! sy, T. 519х12— 


1344x'y^--1176x*y9—343x9y??, — 8. 27a9b3—1354'b--925a*b5—195a9b*. 9. La'-4-Lab4- 


ми 10. чне ш 11. ath таче po TE pa, 
27у 27 8a* Gat 
348 10M 1056 12% 118 a AP y a ane pe 28 
12. жааш айы = E " “195 558) 
15a? 125 144x? 108х% ie 2148 27a? T2ab3 0458 
—— =>. 15. 64x1?— — — =. . ——+— + : 
258 809 y3 уб y" 80% 5 25 125 
343 147 1 1 8n* 216n0 
7 OE apy 8у!д--х12у15, 18, d | 


EJERCICIO 208. 1. xi—4x?-F6x?—4x--l. 2. 4х*+4х%+5х?+29х-+-1. 3. x*—10x?4- 
29x?—20x--4. 4. x9—10x54-25x*--12x3—60x?--36. 5. 16a5—24a*--49a*—30a*?-- 25. 

6. x?-F4y? Ez? --Axy —2xz—Ayz. 7. 9—6x3—5x9--2x9-- x12, 8. 25x*— 10x" -30x?4-49x*— 
32x Hr 9x?, в. 4a*4-8a3b — xac" Наад e o m*—4m*n--4m*n?--4m?n* —8m?n^--4n*. 


b 2 s 
11. икса A 18 X oyt my EM 13. Ext at 


16 2 ' 95 
555 ” а? Р. e, E 15 9a* ea 29a* 4а 16 1 аё сай" 
$ 9 "x? 3х 9 За а? “4686 € 0 5 25 l6 10 


Te ч Ж: я 17. х%—92х54+-3х4—х24-2х+1. 18. x*—6x54-5x'--16x?—8x?—8x-F4. 
18 25 15 81 р А 


19. x*4-6x9—8x?--19x1—24x?-rF46x?—40x 4-25. 20. x5—8x*--16x9--4x5—22x'--24x"4-Ax?— 
aui a 21. 9—36a--42a?—18a?--13a*—2a5--a^. 202. х8 x ate IX xtd. 
23. 14% I “айж 2034-7 cat a. 24. x19—2x9--3x8—4x1--5x9—8x9--7x1—6x*-- 
xi Aw: 


EJERCICIO 209. 1. x9--3x5--6x*--7x9-F6x?--3x-Fl. 2. 8x9—12x—6x*--11x?-3x?—3x—1. 
3. 1—9x--33x?—63x?--66x*—36x?-F8x$. 4. 8—36x--66x?—63x?--33x1—0x9--x9. 5. x9—6x54- 
12x'—20x9--48x5—48x*--48x3—96x?—64. 6. x1?—3x19—3x8--11x9-4-6x*—12x?—8. 
T. arar La — a+ a54- at — a. 8. 2х5-4х5-2 а 3082052 ду 8, 

2 4 8 в 21 8 4 8 
9. a?—3a*-4-6a' —10a9542-12a5—12a*--10a3—6a?--3a—1. 10. x9—6x8-4-15x7'—29x9--51x5—60x*-- 


64x3—63x7--97x—97. 11. x9—19x94-54x'—112 x54-180x5—228x*4-179x3—144x?--54x—27. 
12. 1—3x?--9x1—16x9--24x$—27x194-23x12—]10x14-- 6x 19— x18, 


EJERCICIO 210. 1. x*-8x34+24x*—32x+16. 2. a*--12a9--54a?--108a--8]. 3. 32—80х+ 
B0x?—40x*--10xi—x5. 4. l6x'--160x*y--600x?9?--1000xy3--625y*. 5. a*—18a54-135a*— 
5404*--1215a?—1458a--729. 6. 64a9—192a5b--240a*b?—160a3b*--60a?b*—12ab5--b*. 

T. x19--10x5y5--40x9y9--B0x1y9--80x?y!2--32y15. 8. x19--6x15--15x1?4-20x?-F 15x9-F Gv*-F1. 

9. 32a5—240a*b4-120a3b?—1080a2b34-810ab*—243b5. 10. x?4—30x295--375x199—2500x129-- 
9375x5y12—18750x*y154-15625)15. 11. 64x9—96x5-- 60x 2—20x33-4- P x*y4 — xy 04 yt. 

12. 243—135x*-30x*— xt} 3 x8— 2 x19, — 13. 64m!5—676m!5n'--2160m!?n5—4320m*n'*-4- 
486075n19—2916m3n?"-729n?, 14. x'!—21x!?- 189x19 — 945x" + 2835x" — 5103х*+ 
5103x?—2187. 15. 243a—135a*b?--30a*b*—  q?b9--—ab*— b10, 16. х19-14х12у2+ 
84x10y1-4-280x5y9--560x95 + 672x519 --448x2y12--128y!*. 17. x?!—8x?!4-28x15— 96x14 
10x12—56x?--28x9—8x3-F1. 18. g15— 5 x16y- 912 — 7 123. P 10 E ву E ху 

9 каут +9. хоу oy» 19. 128m?i—448m!5n'--612m15n*— 560m! n'?--280m*n'* 84m ni^ 


1 5 5 20 40.9 32 1 3 з 5 
т3п24— 28. ¿Ao ову P овоа y Т" x28. 10. a == 

14 20 82% tary TM y tur) +2152 Tas 2 15625 625 ur 

5 815 | 1875 15625 

LA UNS WILLIS Ик И 

+ 16 16 а 0 


EJERCICIO 211. 1. a%4+12a5b+60a*b2+1604*b3+2400?b1+192ab5+64b%, 2. 32m!9— 
240m5n'4-120m9n*—1080m*n?--810m2n!3S—243n!., ^ 3. x1246x10y94 15x59 -- 20x *9-- 
15х9у!24-6х2у154-у18, 4. 2187—5103y'--5103y!!—2835y?! 4-945y?5— 189y354-21y*?—y1*. 

x ; 1 5 
5. 64x15—576x15y*--2160x125—4320x9y12--4860x*19—2910x3y2»--729y?*. 6. учь 
AA I. ај a m 204° 185а° 486a 729 
43 GO TEE ЭЭ : 799° 915 302 18 p b5 po * 


8. 1—8x14+28x8—56x124+70x10 —56x?0428x2—8x%4x32, 9. EM q E. Kar 
9187х7  243x9y 9x? 
: 38 2 
70 Л 105 _ 567 „1101 2187 A 228 108 A l 
3xty3  2x3y* 8х2у5  32xy* 128y' mm 
14 
„Я. ній LIESS 11. x2448x2mn+28x18m2n2+ 56x!5m3n3-- 0x1? m*nt--56x*mn5--28x*mn*-4- 
ин m 28212 454 
Sx*m'n'--m*n8. 12. 19683—19683b?+8748b*—2268b%+378b8—42b% + ийг 
b18 b18 10 45 120 210 252 210 120 45 10, 1 
— — . 13.1——4-————-—-———4^—————t-——-—-tuAe 
243 19683 x xe x хі х5 xt X^ "ux е. go 
14. 64m!2—960m!?n* + 6000m5n19—20000mn154-37500m*n*9 —37500m?n?54-15625n*^. 
15. 16884-1168х54-1844х30-140х15--22 20-22 204 E х90- xs, 


EJERCICIO 212. 1. 10x52. 2. —2240a*b*. 3. 330x*. 4. —4320x?y*. 5. 2016a!0b*. 
6. —14a%b5, 7. 19440x5)9. 8. —330x*y!^. 9. 50054359. 10. 495xi*. 11. —12ab". 
12. 5670x5y*. 


EJERCICIO 213. 1. +2ab?. 2. x5x*y*. 3. Зар. 4. —2ab?x*. — б. x8x'y*. 
6. +24201, T. x99525, 8. —4ах?уб, 9. —3mn?. 10. --9х9у 220, 11. 10x*y0. 


12. 530328, A A 
5x? 4x? 

b? 2 m 3 2 2 
k- жа. 8S. Abk A 7 Шат. 
2x? 300 х2 lys: ^ бии bc эу? 


EJERCICIO 214. 1. 4x—3y*. 2. 5a?—7ax. 3. x*-2x--l. 4. 2а%@+а+1. 5. n?—5n+2. 
6. x*—05x*--6. 7. 4a*—3Ja*- 5. 8. x-«*2y—z. 9. 3—x?—x*. 10. 5x'—7x?-F3x. 

11. 2a?--2ab —3b7. 12. х5-х2--х4-1. 13. х:—3х2—2х+2. 14. x*--3x?—4x-r5. 

15. x*—4x*--2x—3. 16. 3—6a--a?—a*. 17. 3x'—4x*-2x—]l. 18. 4x?—5x*-F6x—3. 
19. m3—2m?n-2n*. 20. 3x?—x?y-2xy!—2y*. 21. 4a5—3a*b-F2ab?—b3. 22. 6x*—3x*y*4 
4xy3—21. 23. 5a?—4a*x-rax?—2x*. 24. 2a'—3a*--2a?—a--l. 25. x9—x* - x'—x*--x—2. 


x? 2 E 1,4 а с 84: а 4 
EJERCICIO 215. 1. —-x4L 22-45. 3 5-b+5 e A 
2 7 x 3 2 1 4.3.5 
2 2 5 2 2 2 3 b 
5. Epa- 6 I-1-5 Dinig 8 т-у 9. x4 2—— 
r4 Ц 0) 
9 2 
Bü i-i mesa ate qM. 5.9 4994541 
х 2 8 а “ЁО 3 
SEE a.m 2 мл. A cr 
ox 2 За 4 2. b "xy 2 Зар 5mn 5  9ax 
19. —x'— x? -— x2. 20 CA TN PR 
› 4. 2 


EJERCICIO 216. 1. 2—3у. 2 4а2+502. 3. х2+х+1. 4. 2x?-x—1. 5. 1—3x42x*. 
6. 2—3х4-х 7. х2-2х2-4. 8. x*—x?—9. 9. 2x2-3x+1. 10. 3a?—5a—4. 11. а?— 
2ab+b2, 12. x9—3xy+5y?. 13. a*—a*--4. 14. aà?—3a?x42x*. 15. а3—а?%+а—1. 

16. x*—4x*--2x —3. 


x? х a? a х 2 b 

3 . ——— + 2. . а + — — —. --84- E, UA —. 

EJERCICIO 217 1 2 grs 1 в®+ 3 8. 2 eT 26 F 
2 1 3b 
вза „мю ар 
Яс 3 30 3b da 


EJERCICIO 218. 1 vx. 2 Vm. 3. 44а. 4. x vy. 5. bai v/b. 
6. xvxvVyXVz. 7. аьузу. 8. 3V/xi/yz.— 9. beYabe. 10 Bnet 
1 5 


1 1 1 5 
11. 442554 b YE. 5 54Утпхі. 13.2 14. х. 15. х2. 16. т?. 17. 2x*. "n E 


X 1-3 5 239 Pens ы „А Lies 
19. Jx?y*. 20. 2a1b4c1, 21. bax*y^z*. 22. 3m*n*. 23. 3a*b% 24. EE ES 
EJ 3 1 3 5 1 а?с 
ЕКСІСІО 219. 1. ёр 2. x 3. = “Эф Ei mE 
ab? ху? min? 
7 
4х? 5 2 dal 21,565 3 
B p- ӨГ ШОН Me gi Ие qe 
EA БЭ b? хуа? 8m 
у? азрАс Ё 
is i E - - 
Ja?c? 2 y ртс? а1Ы5 ЧЕ Е 2 
14. zi mt 16. 1 17. тэ 18 яа” 19. 3a^m?n*. 20. TE 
3a?x* хЗу* 


RESPUESTAS @ 567 
EJERCICIO 220. 1-1. 24. 3. *. 25 44. 
2p? xy? min2x3 3ab* 2 
9 1 $ 703 
ГУ E 1 3 
6. ya 7. ES 8. ER 9. == 10. ——. п. —. 
5x iy? x39 a3 b-3c2 xy? 
8 
а 1 5544 
12. . — 13.2a3. 14. Bab? 15. xs — 16. 4xdys, 17. Y 
ln 2 7 
9m?n 1 
1 2m*n* А т 
18. atb? 19. E 20. a*x-?2, 021. Ja?b?x-1. | 22. Bx%y%8, 23. m?nix?. 
E уа ¿Va? 3 2X/n3 1 
БИНС1С10 221, 4.--. Leo Ё---с E тл Ө.х 
мх ypz vb vx Ym? 4Yx 
3 1 Уу 1 1 
T. Ух Уу! 8. 9. 10 ” ==, 
44: Va Ух 4d Va Ух уй xim*V ni ауа 
2 3 
b Љ 1 2 23 1334 
sa E Mea ab cas ж - с» o dg 
xXx a a Ух 3 ы 5 
а x*y? 
1 3 : Зу? 1 
20. —. 21. х.  22.a*b. Y. 24. — 25. 64. 26.4. 27. 27 
abt x? m?n 
1 1 82, 1 1 1 
TE T! > ЕА Tc T d 28 i= 
28 Tm 9 304. 31 m 32 Sz 33 5 34. 1- 
7 19 1 21 2 2 
36. 1— 37. 729. qu. (24-, 48-53 p „32. 4881. 44.2—. 
$ 3 38. 5 39. 2 : 0 T 41 42 : 
T L 1 1 1- 1 
EJERCICIO 222. 1.1. 2. 185. 3.7 4. 5127. 5.865: 6. 274. 
13 5 
7. 867. 8.37 9126: ‚ Р | 
EJERCICIO 223. 1. х-!. 2. а5. 3.1. 4 а 5x1 6. а. 7.3m5 8. 2а. 
7 A 5 
9. x 3. 10.3n*. 11. 4a 2. 12.1. 13. x^ 14. 6.  15.ab-. 16. b. 
5 
17. mn. 18. 25 4 
4 2 
EJERCICIO 224. 1. 49-2a-9--47?--9. 2. хї--х2-2--3х-2-х94. 3. x3-2x3+1. 
3 1 1 2 4 5 1 


1 8 

5. 3435-100 802. 6. хахах ах 34 

8. x-12y-T1--x-8y-1-Ex-y-5, 
5 z 

11. 4х2+3х2у2—х2у2, 


14. 2—7х- AE A 


4. 2a--a*—a?--3a*—2. 7. 5:35--аг25-1--а745. 
5 BA р 1-34 D 
A 5. 5 2 
12. x3 Taxi gas — gay. 13. 1548--42-19а-4-17-24а:1--10а:3. 
8 1 8 5 1 
15. m?--m?n—n?—m-n?. 


3 1 
10. аг2--а. 26 2--аг15-1--20-2, 


3 
16. a—6aj+a 5. 
17. 2m+amB42 44m D 18. х-2у2—11х-1у+1. 


20. 3--7a- rabia Зра, 


19. x-1y?--4--13x?y-*-- 6x55-9. 


568 O ALGEBRA 


3 1 1 
EJERCICIO 225. . 1.2. Lx" 3m. 4 3 Ext ба? Tor? 
3 425 = 5 cd UE 
8. 25. 9. т * 10.a% 11.2x* 18.65 13 ху: 14207. 15 ab 
1 5 3 3 ЁД 
16. y5. 17. mín 2. 18. 2х-3у5 19. ai?b*. 20. х бул. 
1 1 3 1 1 


EJERCICIO 226. 1 ха4+3 +2. 2. а8—2+а 3. 3. m2?*+2=m? 4. 9x'—x?4-9x*. 
2 2 


5. mi249m 3. 6. tti D T. кт 2.рх-1, 8. ab” = de "abl, 9. ndm-4m?n3. 
2 2 
10. 98-22:44-8 а. Н. db pata за, 12. x Ax A уч, 13. т2—2— —m 5. 
ж E 
14. 2-2x Хөх 3, 3 I yay 16. —À 1T. aa ed 292, 
3 1 
4... 


ejo 


-m ЯГ z, 19. x3y-1-5x5y---2x'y-5. 20. а 222 8, a207. 


18. m` 52-35 

EJERCICIO 227.  1.a?. 2.a9b?. 3.a* 4. El 5. mi. 6al 7. x5. 
2 3 

8. 4ab?. 9. a-12b-*. 10. x m 11. 243a?b-15, 12. 8m ?nJ. 


3 31 ? 1 
EJERCICIO 228. 1. 27222 2. х?— axty'- py 3. m-FAm?-FAm?. 4. a3b9— 
3 3 1 1 


3 
3 5 6. а-+4-2а- 227 Ч art #+у-1. B. m-n?— 


Зил атал 3,0 B. a?—6ab. чь 
Әт n ЖОГ 7 9. заар, 10. Е: y 27x y 27y. 1. мг? 
з 2 3 


12m3 n 2448mn" +641 z A 8a-12—36a-5b > rota 27b. z 13. x 2- зул $ 
14. a? ааыа + GaU dab +6 15. ux ДЭЭ y юэ 16. кка 
3 9 1 15 


o 
2 


| 


10ху *r10xy Hadid ч. 17. m?—5m? ji 4 10min 10mn-4-5m*? XN 18. a?— 
5 1 1 


ian QoS — -160atm 42400800 - 199a?m?--G4m?. 19. x-154-5x-12y3 4- 10x -9y24- 
Б 1 1 1 
ху ity y ¿2 at+6a 3413024120144. 21. х--2х3--х2--4х1-4-44х 2. 
1 3 5 3: 1.1 
22. а+6а% +11+6a fran. 23. m*4-4m1—2m*—12m*9m. 24. ab 3—4a?b 3--6— 
4 2 2 4 


À 8 

4а рад uj. - x? ket etl, 26. a?—6a*4-15a3—20--15a ?—6a ?-a?. 
3 

27. т? ЭРГЭЛЭЭ ЛА ЭР 


1 1 2 3 1 

EJERCICIO 229. S^ Misi хааны 2. mi+34+m ?. 8. A 4. a+2a 30%. 
1 1 1 2 

5. mín 3—24m 2 ius. 6. gas T. а1—9а *43. 8. ё- 2+x 8. 9. Жав 1, 


2 
EJERCICIO 230. 1. axi—Lraix. 2. x-2x-kx. 8.08-5а34844 4. = 9 


2 
3m. 5. гау 6. y taringa, 7. 3т2--54-5тг2. 8. ЗайхАул-- 


1 11 11 1 


141aib-xy. 9. ду 3-2--а 268, 10. a?b?-3—a-2b-?. 11. х9у8-4-х ву 


EJERCICIO 231. 1. 3/2. 2. 19v3. 3. 205. 4. 2Y2 5. 6X3. 6. 5av2b. 
T. 97xy*vx. 8. 3a?b*V/3ab. 9. 3n*v5m. 10. 4a?b*c*v/llabc. 11. V 


12. 2n*i/m?n?. 13. 10ax?y5z/20xz. 14. 2abc*V5b. 15. 3x?y9z/5y). 16. 5 Зүс х9у. 


— 3a? == 
17. 8xyN/2x?y?. 18. m*v3am. 19. Ly Зар. 20. avb. 21. 3VWa+2b. 22. abv3a—3. 


x 
23. 2y*V2x*-Fdx. 24. (x—y)V2. 25. (a—b)Va+b. 26. (m+n)V2a. 27. (3a—6)va. 


Ë zs 
EJERCICIO 232. 1. zv LV AVES 4 206 5. 1.6 


3 - 

6 5.5. "kw 8. Eom  9..—vV30a. 10. lyig. 1195 
4x 3y? m? 2x 3 
1 и 
12. 2-38. ма 
5 z 

EJERCICIO 233. 1. Vj. 2.3.  3.V3 4 và 5. 3V3 6. Убар. 
T. 5Y7ab?. 8. уУЗх. 9. xyv2y. 10. nv2mn. 11. ax?v/7a. 12. nxX/m?x. 
EJERCICIO 234. 1. vij. 2. 45. 3. уба. 4 vý. 5. visa. 6. v75xiy. 
T. 42557. 8. YI28m5. 9. 1984503. 10. Va?tab. 11. у2х2-2х, 12. vx*-3x-H2. 
EJERCICIO 235. 1. 9155, Yi. 2 Và, v3. 3. VT99, V256, У513. 4 Уб, 
VeL 2085, 349... 5. 918545, YI, 97485: 6. Vaa, VITA, бах. 
т. 95120849, Vans. 8. Ма, VO, УЗтЧ, 9. 4805, 41658, v4)x. 
10. 2/a1, 3/6458, 441855. 11. 3VaP, 809, 4Vx0, — 12. V32m3, 340%, 2УХ7У 
EJERCICIO 236. 1. у5, 5 2.47, Vio. 3. yB, VIL 4. 432, V3, 
45. 5. Và, v3, vis. 6. v9, Y2 Y. 
EJERCICIO 237.  1.-8V2 2 3V3. 3. -29v5. 4 -18v2. 5-8 
6. - L3. ГА 2v5. 8. 5.8. 9. 5avb. 10. аму. 11. 2x3. 
12. 348. 13. ayz. 14. ахад, 
EJERCICIO 238. 1. v5-3V3. 2. 2у7-у3. :3. V5-12V7. 4. 5v2-20v5. 
5. 4/3. 6. 4У11—У5. 1.10у83-247. 8. 58—208. 9. l/5-l6 10. 243. 
11. 5v2. 12. 1247. 13. 9xvVa--TVb. 14. 2nvm—mwvm. 15. 4bV5x. 16. 0. 
17. 4a?vx-3y. 18. 2Va+1. 19. 2va—b. 
EJERCICIO 239. 1. 92—93. 2. /3-3V5. 3. 3-22. 4. 206405. 
5. 1/2. 6 408-399. T. 405-903. — 81424499. 9. 09—15. 
10. ANA. 11. 5. 12. 1143. 13. 45—182. 14. 0. 15. 9bX/3a. 


EJERCICIO 240. 1.3v2. 2.30v7. 3. v6. 4 394. 55096. 6. хм10. 
7. 450. 8. 18495. 9. 84v15. 10. 6v11. 11. 30/4. 12. =. 


1з. Js mi 
ax y? 


EJERCICIO 241.  1.2-V6.  2.30414Vi5. 3. 20/3424V/5—20V30. | 4 v6—4. 
5. 554-13 V15. 6. 5447491. T. 3a—2x—5vax. 8. 791—111V35. — 9. М10--15-1. 
10. 5У15--у6-21. 11. 154+3V24+7V15-2V30. 12. 3a+2+3Va? Fa. 13. 3a+3b— 
TVa?—ab. 14. 1-рх2--3хУ1-х3. 15. 3a—14-3va?—1. 16. 2x--10—8V x42. 

17. 5.а2--ах-6х. 18. 3a—x—3vVa*—x?. 


EJERCICIO 242. 1. xVAx. 2. 24aX/2al*. 3. 3x 9x3? 4. 9ау/974851. 

5. 5Ух15у. 6. ту1?8т1пї#. 1. AI 8. У?2х. 9. XS 10. I9. 
EJERCICIO 243, 1.2/2. 21% 3 Vi tyve 5- 
7. 2Vax. 8. 2xY/x*. 9. 12. 


EJERCICIO 244. 1.2432 2. 1408155. 3. VEGD 4 2932. 5. 2V3125mn". 
6. Vi3y&. Т. тУт. 8. 292077, 


EJERCICIO 245. 1.32. 2.12. 3. 175. 4 829. 5. 162a?bX/2a?b. 6. 2xv2x. 
7. 954/94353, 8. 32. 9. 32a?x. 10. 4x--4. 11. 9x—9a. 12. 192ab?va. 

13. 5-2у6. 14. 354-86. 15. 12—2\/85. 16. 211—60У7. 17. 2x—1+2Vx?—x. 
18. 17x-H1—8Vx*rx. 19. 2a—2V/a?—1. 20. 10x—3--4v4x?—1. 


EJERCICIO 246. 1. Ya. 2. vZ. 3. V3. 4. За. 5. ха. 6. 2. 
7. Ya. 8. Ya. 9. 27. 10. «22653, 11. Yx*. 12. Ya+b. 


1 5 5 
тат tia 1.2% «4 1. la 
3 2 20 х 2a 3x 


6. 1v3. 


T. 1 удав, 8. 3 vs. 9. 1 8х2, 10. 3 улс, 11. DEAA. 12. wr 95x. 
a ЭХ 8 2а 3т 25ax 
- 3 
EJERCICIO 248. — 14v9-5. 2 2v3. 3 2. 7 4 17+8У85 
5 19—7V10 А 95У2--16у3 1 | 9v6421 8 6v21—29 9 _ 14+9У6 
1 y > 2 ` y E о = (7 5 2 
10. 9Т-11у77. a BH 19, 16У3+3У2 13. 2@—Е+У@Х_ 
3 10 4a—x 
Ma dara. WENNE ay POE шан, 
a—v/a?—b? 4 
18. сан жин. 
2 
—12V2—2v3--5v'6 2vV3--8V5—5v15—1 
EJERCICIO 249. 1. ы 2. AT сс, 
А 34-V15—v6 " 24v/2—4v/34-10V/6—5 6 5v2—14v5—6v10—9 
6 ` 23 i 31 : 
1 5 5 7+2У10 
EJERCICIO 250. 1. võ-2 2. E 3. AR, à TA 
Б 3v21-13 6 22--5у 80 1 66--29-/6 8 36—5У77 
47 SUC NS i 30 — au 


EJERCICIO 251. L 19. 2. 8. 3. 9. E 1. B. 5. 6. 4, T. 9. А 
9. 6. 10. 15. 11. 20. 12. 31. 183. 16 14. 17. 15. 9. 1& 9... 11. 5. 
18.1. 19.6. 20.4. 21.9. 22.6. 23.—5. 24. а. 25. (040). 26. (a—1). 


EJERCICIO 252. 1.4 29. 3.16 4. 25. 5. 1. 6. 7. T. 9. 8. 3. 
9. 9. 10. 11. 


RESPUESTAS @ 57] 
EJERCICIO 253. 1. ai. 2. iv2. 3. 6i. 4. 9i. 5. iv6. 6 361. 1. i23. 
8. iVT. 9. 3V3i. 10. 24. 11. 4i. 12. iva? b?, 


EJERCICIO 254. 1. 61. 9. Ti. 3. 361. 4. 22i. 5. (да--а2--а ). 
6. 15У91. 7. 15v5i. 8. Та?і. 


EJERCICIO 255. 1. —20. 2. —63. 3. —960. 4. —v6. 5.-6у35. 6. —15. 
т. —84. 8. —42i. 9. —30i. 10. 360. 11. 15Vxy. 12. —5. 13. 86. 14. 56+3v6. 


EJERCICIO 256. £29. 2. V5. 3. 3V3. 4.3V2. 5.5/2. 6.6. 7. 243. 
8. 3V5. 9. V3. 10. У. 


EJERCICIO 257. * 1. 7+i. 2. —64-3i. 3. 20—4i. 4. 21+10i. 5. —2-H3i. 
6. (54+V2)+71. 7. 6-4у2-Уу8). 8. (3+V2)+(14V5)i. 


EJERCICIO 258. 1. 14. 2. —10. 3. 18. 4 —14. 5. 16. 6. 2v2. 


EJERCICIO 259. 1. —2-5i. 2. 5+14i. 3. 67i. 4. —1—4i. 5. 743i. 
6. 841301, 7. 2—11. 8. 2+(V5-V3)i. 9. (V2-v3)-11i. 10. 15-(V7+v3)i. 


EJERCICIO 260. 1. —21. 2. 6i. 3. —14í. 4. 22. 5. 2V3i. 6. —8V21. 


EJERCICIO 261. 1. 3—29; 2. 2—29i. 3. 41-11. 4. 103+7i. 5. 17+2VŽi. 
6. (20--V6)--(5 V3 —4 v2). 7. (V6—vV10)+(2+vV15)1. 8. —143vV 15%. 


EJERCICIO 262. 1. 2. 2. 13. 3. 27. 4. 28. 5. 27. 6. 86. 
4+31 3—29: 26—831 5 8+21v3i 6 —24-9v10i 


EJERCICIO 263. 1. i 2. — 3. == 4 . 5. 

adco ье ан 2d dg ^ 85 13 87 
EJERCICIO 265. 1.1.7. 2.2,-1. 3. -3,—8. 4 79. 5. 2. 65-32 

5 1 1 5 2 1 1 3 
T. 6,67 8. —L lj. 97 1.42% 11-17,-8 Mal 11 
14: р 15 4 -i 16-1. 17 $, -i 18. 7, -74 


EJERCICIO 266. 1. 3, 1. 2.2,-1. 3-15 47,41 5-2-2% 6. 5. 
1.1. 8 7-9; 93-17 103, -4 1-5-1 12-L-6 


EJERCICIO 267. 1. 1, 2. 2.5,-3. 3. 8, 11. 4. 15, —19. 5. —1, —8. 
6. 13, —5. 7. 17, —12. 8. 9, —2. 9. 11, —1. 10. 3, —8. 


EJERCICIO 268. 1. 3, —;- 22,-12 361 48- 
518УЦ,1-УП. 615 11-13. 84-1 95-18 

А 9-У41 9—У41 "E 8 1 
O e e i- 13. 2, 5. 14. 4, 25. 
15. 5, –2. 16. 2, —11. 17. 8, —11. 18. —3, 1%. 19 3, —1Ż. 


20. 3+V13, 3—v13. 
EJERCICIO 269. 1.3,-2 2.2,-9. 3. 5, –13. 49-12 59-62 


6725 ThE s$ -E 9-22 10.24 11.3, —8. 
12.6 $ 13.8 —9. 14 —9, 15. 15. 3,10. 16.12, -81. 17.6 -—L 


18. 3, 4. 19 2-2 20.42 
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9 b 29b 2b 
EERÓCO DO 15. € 42-45 ани ño 
5 2 а а 7 6 

3ab a 3a m 2n 
LS a. WE x а deu „= ms WT ES 

2 a 7 b b 8. —a 9. 2a, —3b 10 2 3 11. —a, a+b 

1 2 b b 
12. —, ==. 13. a—b, a+b. 14. — m. — + m. 15. 2a—b, 2a--b. 16. a, 2. 

a b 2 2 

ба b 
ÓT-ÀD Ue dE т то, ia MEL 43-35 me? 
à E 3 2 3'9 
23. 2a, —38a. 24. £ а . 25. E 2a. 26. b, - 4 
97 4-2 а 3 


EJERCICIO 271. 1. +4. 2.5УП. 3. *iv?. 454. 5. +3у5. 6.56 
7. +У14. 8. zi 9. -:У7. 10. 2. 11. V3. 1253. 13. +3. 14. +1. 


EJERCICIO 272. 1. 0, 5. 2. 0, —8. 3. 0, + 4. 0, 2. 5. 0, el 
607 70-1  80,-1 

EJERCICIO 273. 12. ав 31. Ki — Ki 64 7.2 
8. 0, 5. 9. 3. 10. 1, 6. 11. 1, 16. 12. 9. 13. 1. 14. 2. 


EJERCICIO 274. 11.1, 3. 122,4 13-1,3. 14-1 -3. 15.2, —3. 
16.1  17.—4& 18.2, 2. 19-25 202. 9212,2. 48-13 


EJERCICIO 275. 1.7y2. 2.00 y 86. 3. 4, 14; B, 11 años. 4. 45 y 15. 

Ё. T: 6. 8 y 9. 7T.12mx8 m. 8. 40 sacos, bs. 25. 9. Caballo, 900 sucres; 
arreos, 225 sucres, 10. 15 y 8. 11. 17 y 6 años. 12. 36 libros, $5. 13. 10 filas 
de 18 soldados. 14. 50 soles. 15. 6. 16. 16, $12. 17. 30 a $5. 18. 10. 

19. 8 a $3. 20. 6 h. 21. 10 cab., $200. 22. 4, 5, 6. 23.12y 15. 24. 30a 5cts. 
25. О. 90. 26. 32 у 11. 27. 15 тубт 28.40 Km por hora. 29. 12 días, 
7 colones. 30. 18, $5. EE T 32. 10 anos. 33. 10, $4. 

EJERCICIO 276. 1. Reales y desiguales, racionales. 2. Reales y desiguales, irracionales. 
3 Reales e iguales. 4. Imaginarias. 5. Reales e iguales. 6. Reales y desiguales, irracio- 
nales, 7. Reales y desiguales, racionales. 8. Reales c iguales. 9. Imaginarias, 10. Reales 
y desiguales, irracionales. 11. Imaginarias. 19. Reales y desiguales, racionales. 
EJERCICIO 277. 1.Si. 2. No. 3.Sí. 4 Si. 5. No. 6.5. 7. №. 8.Si. 9.Sí. 10. №. 


EJERCICIO 278. 1. х2—7х+12=0. 9. x2-2x-3=0. 3. x?+12x+35=0.  4.x?—-x— 
110-0. 5. 2x?—3x-1—0. 6. 5x?--11x--2—0. 7. 3x?—' ix — 6-0. 8. 2x?-- 1x + 6—0. 


9. 8x?—2x—3-—0. 10. 7x?--33x —10—0. 11. 3x?—13x—30-0. 12. 8x? H17x 42-0. 
13. х2+34х—936=0. 14. x?4-26x-165—0. 15. x?—2x-—0. 16. 3х2--х::0. 
17. х2—25=0. 18. 4х2-1:-0. 19. х2-414х-:49::0, 20. 3x?—13x—88=0. 


21. 12x?--64x --45—0. 22. 14x?-- 13x —22—0. 23. x*—ax—2a?=0. 24. 19x?--bbx— 
2b2=0. 25. 2x" -mx—m?-0. 26. x*—ax--ab —b?—90. 21. 6x*—(3a—2b)x—ab-0. 
28. х2-2х-1-:-0. 29. х2—4х—1=0. 30. x?—6x--10—0. 


EJERCICIO 279. 1.5y6 2. –13 у —20. 3. 17 y —13. 4. —7 y —42. 
5. -13y19. 6.2y-7 7-6y-$ 8ly hh 9-Myi  10-3y-2 


2 3 2 5 3 2 - 
ету. MiS MAPS MS y -t. 15. i y 5. 16. 1+5 
y 1-У5. 17. +У3 у 2—V3. 18 –2+У7у —L—VT. 19. дау —a. 20. –2Ь 
ул уе, 


RESPUESTAS ф 572 


EJERCICIO 280. 1. (x—7)(x—9). 2. (х+11)(х+13). 3. (x—31)(x4-5). 4. (2x—3) 

(х--2). 5. (4x—1)(3x4-2). 6. (5x-F1)(x--8). 7. (6x—5)(x+2). 8. (4x—3) (3x—4). 

9. (4x4- 7) (2x 4-9). 10. (9х+7)(3х+1). 11. (6х—5)(5х—6). 12. (11х+12)(х—15). 

13. (3--х)(2-х). 14. (5+х)(1—2х). 15. (3--2x)(5—2x). 16. (1+4х)(4—3х). 

17. (8х—7)(9х+1). 18. (6x+1)(6—5x). 19. (10x—3)(x--21). 20. (204-x)(5—x). 

21. (х—1)(18х+49). 22. (3x—2a)(2x-Fa). 23. (5х—3у)(х+5у). 24. (3х—7т)(5х+т). 
AM 14-448 1-iv3 : : 

EJERCICIO 282. 3. 1, -41, 8, -4, 8. -1, 9 , 2 . 8. 8, —3, 31, —3i. 

4. 4, —4, 4, —4i. 5. —2, 14iV3, 1-iV3. — 6. 5, —5, 5i, —5i. 7. —4, 24+2V3i, 


| 34-3 . S х "m 5. „Жу; » 
2-2V3i. 8. 3, —3, E M DI ME 9. 2, -144У8, 


-1-48. 10. 2V3, —2V3, 2v2i, —2vi. 

EJERCICIO 283. 1 tl t3. 853233 3 2, 56. 4 5,6 

5. +1, +2i. 6. +3, ж. 7. +7, +201. 8. +1, +у5. 9 +3, zl, 10. +2, +2, 
11. ++, ci. 12. => xiv. 13. +2, +i võb. 14. +1, +i vai. | 
EJERCICIO 284. 1-125 2. —3, —%З. 3. 5, =y. 4. tv5, #2, 
12 в р 1-5-5 885-1 " $L4 30.49. 

11. 25, $ 12. 16, Š. 

ЕЈЕКСІСІО 285. 1. V24V3. 2.у5-у3. 3. 1+7. 4. 5-1. 5. V3+v11. 
6. VÍ+VIL 7. У5+У6.  8.9—v3. 9. Уб+У15. 10. Vi-v2l. 11. 2V3-v2 
12. 3У5-У10. 13. 3уУ5-2У7. 14. 15-247. 15. 5У11—-3У9. 16. VIE v3. 
17. VEZ 18. +V2 19. 2+У9. 20. 2+vV3.  21.1-V7. 22. V3+vT. 
23. УЗ+У15. 24. У13-УП. 295. 2V5-v10. 26. V3+v6. 27. 3V10-2v3. 
EJERCICIO 286. 1. 31. 2. 60. 3. 150. 4.437. 5-4.  6.—170. 

T. —45. 8—46 9. 118. 10. 152. 11.35. 123% 13.27. 14.101. 


15.49. 16. —14,. 17.1%. 18-15. 19-9. 20.8 41-20. 


9 4 
22. 1 23. 215. 24.56. 25. —158. 


EJERCICIO 287. 1. 16. 2.-11]. 3-1 44. 51 6-2 7-1 
8.—5. 9.12. 10.14 11. 40. 12.17. 


EJERCICIO 288. 1. 232. 2. 1786. 3. —1752. 4. 11840. 5. —17040. 6. —10050. 
1 


7.227. 8.135. 9.1427. 10. 1395. 11. 692. 12.5691. 13.272. 14-35. 


EJERCICIO 289. A 39-5, 7 Y. 1L 2. +19. 16. 18. 10. 7. 4. 1. —2. —5. 
3. +—13. —23. —33. —43. —53. —63. —13. 4. +-42. —23. —4. 15. 34. 53. 5. ——81. 


—69. —57. —45. —33. —21. —9. 6. +1. 15. 2. 27. 3. 7. +5. 62. T5. 9L. 107. 12. 
" 5 2 i 3 „б 28 9i 18 f 4 4 1 FEE 1 
8. 4-4. Eo Rem Es ЕУ 17 3. 9. TA 487 24 16” Ээ? 18” “87 10 1 
1 5 2 в 3 2 11 29 13 5 1 1 3 3 1 
тт bz > 2-р 3 11 A343 «m 18 382 un T 12. +-2. —2— nrc -3 
1 T 1 5 › 34 T 1 1 1 3 13 M т 
Ec dc AE Ант de de de M ш 
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EJERCICIO 290. 1. 1470. 2. 16200. 3.9417. 4. 10100. 5. 10800. 6. $40.75. 
7. $131.20. 8. 33660. 9. bs 5430. 10. 7.75 m; 55 m. 11. 400, 800, 1200 sucres. 
12. 2? 8, 82 11, 4? 14, 7? 23. 13. $1648. 14. 246 km. 15. 5834. 16. —27. 

17. 8. 18. $500. 19. 4200 soles. 20. 402.5 p. 21.165024. 22.80. 23.16500 colones. 


EJERCICIO 291. 1. 192. 2.729. 3.2. 4%. 5% 625. 7,16, 


" 3125" 243" 3125" 248 
1 21 1 32 7 1 
8. 96. 9. PTS 10. e 11. “БСГ Ул ын 13. -028:,. bu 
EJERCICIO 292. 1.1 24. 35 42 в=з 6-2. 134 
8 жы 922% 10-4 1 
EJERCICIO 293. 1.11%. 2—8 3.17295. 4.9553. 569. 6-43. 
1 m ¡2 n" 11 62% 243 4 972 10 
. 259^ 8. 64' 9. 1027 10. "T 


EJERCICIO 294, 1. =+5:+25:+125:+625:3125. 2. «—7:—14: —28 : —56: —112 : —224. 
3. +128: +64:32: +16:8:+4:2. 4. IS 5. 82:9:4:67: 


1i. 8 525, ЭР 

10-:157:22—:34-—. 6. + 

EJERCICIO 295. 1. 22, 2. 
2 4 

EJERCICIO 296. 1. 7. 25 3. Ф 528 61 Law 082 


EJERCICIO 297. 1. 64, 126 lempiras. 2. $10485.75. 3. 2187 balboas. 4. i. 
5. T ё = 7. $2110. 8. гү 9. bs. 36400. 10. 57174453. 


16 
EJERCICIO 298. 1. 97.888. 2. 828144. 3. 0.00819. 4. 214992. 5. 210.857. 
6. 13.1577. 7. 8.7141. 8. 619.55.  g. 75.982. 10. 455700. 11. 1024. 12. 0.003375. 
13. 120980.56. 14. 0.028294. 15. 139313.183 16. 1.73205. 17. 1.25992. 

18. 1.49535. 19. 2.29017. 20. 2.60543. 


EJERCICIO 299. 1. 6569. 2. 2.63890. 3. 16.9235. 4. 5.1062. 5. 76.464. 6. —2205.14. 
7. 0.054327. 8. —2.13734. 9. 0.3888. 10. 4.6512. 11. 6.6526. 12. 1.19132. 

13. 0.00075182. 14. 0.4888. 15. 7.9988. 16. 61.591. 17. 12.6564. 18. —11.6101. 
19. 2.60614. 20. 1.20766. 21. 0.086551. 22. 0.77958. 23. 1.20782. 94. —1.10756. 
25. 0.56893. 26. 0.69241. 27. 0.80434. 28. 5.23685. 99. 8.9943. 30. 5.95366 
EJERCICIO 300. 1. 1.556302. 2. 1.875061. 3. 1.477121. 4. 1.681241. 5. 2.079181. 
6. 1.991226. 7. 1.535294. 8. 1.352182. 9. 0.292256. 10. 1.942008. 11. 2.306424. 
12. 1.651278. 13. 0.397940. 14. 0.176091. 15. 0.146128. 16. 0.367977. 17. 1.113943. 
18. 1.397940. 

EJERCICIO 301. 1. 0.6826. 2. 3.2059. 3.4. 4. —0251075. 5.5. 6.6. 
1.3. -8.4. 9. 1.42186. 

EJERCICIO 302. 1.5. 2.6. 3. 8. 4 6. 55 

EJERCICIO 303. 1. $595.51. 2. 4908.94 soles. 3, bs. 19251.15. 4 $1183.21. 5, $15812.33. 
6. 35182.58 sucres. 7. $65266.27. 8. $849.09. о, $936.54. 10. $800.16. — 
11. $1454.02. 19. О. 31624. 13. 5а 14. Та. 15,7%. 16.3%. 17. $108.52 


EJERCICIO 304. 1. $5180.21. 2. 8540.43 soles. 3. 548146. д, bs. 363245. 
5. 712.19 bolívares. 8. 1510.82 bolívares. 7, 127320.55 sucres. 8, 57743.90 soles. 
9. 6438.89 bolívares. 10. 5060.61 bolívares. 11. 62173.96 sucres. 19, 2648.61 soles. 


EJERCICIO 305. 1. $2462.38. 2. 2906.03 sucres. 3, $1576.79. 4. $687.19. 


INDICE 


Capítulos 
PAGINA 5 Preliminares 
40 | Suma 
46 Ш Resta 
58 MI Signos de agrupación 
63 IV Multiplicación 
19 Y División 
97 VI Productos y cocientes notables мал? 
112 ҮП Teorema del residuo 
122 ҮШ Ecuaciones enteras de primer grado con una incógnita 
131 IX Problemas sobre ecuaciones enteras de primer grado con una incógnita 
143 X Descomposición factorial 
180 Х| Máximo común divisor 
‚© 
188 ХИ Minimo común múltiplo 
193 XIII Fracciones algebraicas. Reducción de fracciones 
210 XIV Operaciones con fracciones algebraicas 
236 XV Ecuaciones numéricas fraccionarias de primer grado con una incógnita-— 
243 XVI Ecuaciones literales de Mr grado con una incógnita p 
246 XVII Problemas sobre ecuaciones fraccionarias de primer grado. ~~ 
Problema de los móviles ! 
270 XVIII Fórmulas : 
276 XIX Desigualdades. Inecuaciones 


2/5 


Capítulos 


PAGINA 282 XX Funciones 
291 ХХІ Representación gráfica de las funciones 
301 XXII Gráficas. Aplicaciones prácticas 
311 XXIII Ecuaciones indeterminadas 
319 XXIV Ecuaciones simultáneas de primer grado con dos incógnitas 
340 XXV Ecuaciones simultáneas de primer grado con tres o más incógnitas 
356 XXV| Problemas que se resuelven por ecuaciones simultáneas 7 
370 XXVII Estudio elemental de la teoría coordinatoria 
376 XXVIII Potenciación 
389 XXIX Radicación 
401 XXX Teoría de los exponentes 
418 XXXI Radicales 
437 XXXII Cantidades imaginarias 
446 ХХХІ! Ecuaciones de segundo grado con una incógnita e 
460 XXXIV Problemas que se resuelven por ecuaciones de segundo grado. С 
Problema de las luces 
467 XXXV Teoría de las ecuaciones de segundo grado. 
Estudio del trinomio de segundo grado 
483 XXXV! Ecuaciones binomias y trinomias 
490 XXXVII Progresiones 
508 XXXVIII Logaritmos 
520 XXXIX Interés compuesto. Amortizaciones. Imposiciones 
529 APENDICE: 
530 | Tabla de interés compuesto 
532 Il Tabla de interés compuesto decreciente 
534 lll Cuadro de las formas básicas de descomposición factorial 
536 IV Tabla de potencias y raíces 
537 Respuestas a los ejercicios del texto 


576 


